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Das Topquark im Rahmen des Standardmodells

Das Topquark ist das schwerste bekannte Elementarteilchen und wurde 1995 beim
Tevatron-Experiment am Fermilab (N&he Chicago, USA) entdeckt [1]. Mit seiner Mas-
se von ca. 173 GeV (Masse des Protons: m, = 0.938.3 GeV) ist es im Gewicht ver-
gleichbar zu einem Goldatom (ma =~ 197m,). Im Rahmen des Standardmodells der
Elementarteilchenphysik spielt das Topquark eine wichtige Rolle, da es als schwer-
stes Elementarteilchen auch einen konzeptionellen Zusammenhang zum erst kiirzlich
entdeckten Higgs-Boson haben muss, durch das ja alle Elementarteilchen ihre Mas-
se erhalten. Insbesondere ist deshalb die Masse des Topquarks m; einer der wich-
tigsten Parameter des Standardmodells und wird mit viel Aufwand bei den Experi-
menten des Large-Hadron-Colliders gemessen. Eine der genauesten bisher ausgefiihrten
Messungen wurde kiirzlich vom CMS-Experiment gemacht, mit dem Resultat m; =
172.44 £+ 0.13(stat) = 0.47(syst) GeV [2], wobei der erste Fehler der statistische Fehler
ist und der zweite der systematische.

Eine weitere Besonderheit des Topquarks ist seine sehr kurze Lebensdauer. Das Topquark
zerfallt mittels der schwachen Wechselwirkung in ein Bottomquark und ein W-Boson.
Die Lebensdauer 7; = 5x 10725 ist so klein, dass man das Topquark nicht anhand einer
Teilchenspur bei den LHC-Detektoren nachweisen, sondern nur indirekt durch die Exi-
stenz seiner Zerfallprodukte identifizieren und studieren kann. Anstatt der Lebensdauer
von Elementarteilchen betrachtet man in der Elementarteilchenphysik tiblicherweise die
sogenannte ”Breite” T', welche genau das inverse der Lebensdauer ist: I' = 1/7. Das
Topquark hat die Breite I'y = 1.4 GeV.

Top-Antitop-Paarproduktion an der Schwelle am Linear Collider

FEin moégliches zukiinftiges Projekt der Elementarteilchenphysik ist der sogenannte Li-
near Collider (LC), welcher Kollisionen von Elektronen (e~) und Positronen (e™)
bei Schwerpunktsenergien () oberhalb von 250 GeV ausfiihren soll, wobei die Schwer-
punktsenergie die Summe Gesamtenergien der Elektronen und Positronen ist und das
Schwerpunktssystem das System ist, bei dem die Summe der Impulse von Elektron und
Positron gerade Null ergibt. Bei der Kollision von einem Elektronen-Positron-Paar ent-

'In diesem Praktikumsprojekt werden die sogenannten natiirlichen Einheiten der Elementarteilchen-
physik mit A = ¢ = 1 beniitzt. Das heisst, dass alle Gréflen in positiven und negativen Potenzen der
Einheit Elektronvolt (eV) angegeben und gemessen werden kénnen. Konkret benutzen wir in diesem
Projekt die Grundeinheit GeV= 10° eV, wobei ein GeV in etwa der Masse eines Protons oder eines Was-
serstoffatoms entspricht. In natiirlichen Einheiten werden Energie und Impuls in Einheiten von GeV
angegeben, der Drehimpuls ist dimensionslos und Zeit und rdumliche Abstéinde werde in ein Einheiten
von GeV~! angegeben.



steht im Schwerpunktsystem entweder ein virtuelles Photon oder ein virtuelles Z-Boson,
wobei virtuell bedeutet, dass Poton und Z-Boson die Energie @@ haben jedoch keinen
Impuls. Deshalb zerfallen das Photon und das Z-Boson praktisch sofort. Dabei ist auch
die Produktion eines Top-Antitop-Paars (¢¢) moglich. Die Produktionsraten von allen
moglichen Endzusténden, die dabei auftreten konnen werden durch die Wirkungsquer-
schnitte o der jeweiligen Reaktionen quantifiziert, i.e. je grofier ein Wirkungsquerschnitt
desto hoher ist die Rate fiir die jeweilige Reaktion. Man kann sich also einen Wirkungs-
querschnitt als Grofle einer Fiche vorstellen: je grofler die Fliache, desto eher wird sie
bei der Kollision des ete™-Paars getroffen. Ein Wirkungsquerschnitt hingt von der
Schwerpunktsenergie und der Masse der produzierten Teilchen ab, und auch von der
Wechselwirkung der produzierten Teilchen untereinander. Wenn die Schwerpunktsener-
gie kleiner als die Massen der produzierten Teilchen ist, ist der Wirkungsquerschnitt
natiirlich Null, da dann ja aufgrund von Energieerhaltung gar keine Teilchenprodukti-
on auftreten kann. Die Schwerppunktsenergie, bei der der Wirkungsquerschnitt fiir eine
bestimmte Reaktion erstmals ungleich Null werden kann, nennt man ”Schwelle”. In der
Nihe der Schwelle fiir die Produktion eines ti-Paars haben Top- und Antitopquarks
sehr kleine Geschwindigkeiten, sie sind also nicht-relativistisch.

Beim LC kennt man die Schwerpunktsenergie ) mit einer Genauigkeit von besser un-
gefiihr 0.02 GeV und deshalb kann man die Schwelle fiir die Produktion von tt-Paaren
und somit auch die Massen der Topquarks viel genauer vermessen als beim LHC. (Top-
und Antitopquarks haben aufgrund der Poincare-Symmetrie exakt die gleiche Mas-
se.) Gibe es nun keine Wechselwirkung zwischen einem Top- und einem Antitopquark,
wire diese Schwelle exact Qschw = 2m;. Jedoch unterliegen Quarks der starken Wech-
selwirkung? welche im Bereich der Schwelle zwischen dem Top- und dem Antitopquark
interessanterweise wie ein attraktives Coulombpotential der Form (r = |Z] a = Cray)

Vacn(r) = — X% 1)

r

wirkt, wobei C'r = 4/3 eine fiir die starke Wechselwirkung charakteristische Konstan-
te fiir Quark-Antiquark-Wechselwirkungen ist und as = 0.1 die starke Kopplungs-
konstante ist bei der Energie der ti-Schwelle. Ingesamt 148t sich die Dynamik des tt-
Paars im Schwerpunktssystem deshalb (in der Ortsraumdarstellung) durch eine nicht-
relativistische Schrodinger-Gleichung der Form

L0 -
Zhaﬂ}(ﬂ?,t) = Hy(z,t) (2)

beschreiben mit
V2
H=—I; - —% + VQCD(|:E|). (3)
me

Die Ortsvariable T ist dabei der Abstand zwischen Top- und Antitopquark. Die Topquark-
breite geht dabei wie ein imaginérer Beitrag zur Ruhemasse der Topquarks ein. Es ergibt
sich daraus, dass die tt-Paare auch Bindungszustéinde eingehen kénnen, die ganz analog
zu den Bindungszustdnden des Wasserstoffatoms entstehen und im Limes I'y — 0 sehr

2Quarks unterliegen auch der elektromagnetischen Wechselwirkung, die jedoch im Rahmen unserer
Diskussion im Vergleich zur starken Wechselwirkung einen sehr kleinen Effekt hat.



dhnliche Eigenschaften haben. Dadurch verschiebt sich die Produktionsschwelle um die
Grundzustandsenergie 7 zu kleineren Energien, Qschw = 2m: — F1 und der Wirkungs-
querschnitt erfahrt im Vergleich zum wechselwirkungsfreien Fall eine stark verédnderte
Form, in der die neuen Bindungszustidnde sichtbar sind. Aufgrund der Breite der Top-
und Antitopquarks ist jedoch lediglich der Grundzustand noch im Wirkungsquerschnitt
sichtbar.

Grundlagen fiir Berechnung des tt-Wirkungsquerschnitts an der Schwelle

Aus Gl. (2) kann man die Energieeigenlosungen fiir die tt-Wellenfunktionen aus der
Eigenwertgleichung (H— FE)v (%) = 0 erhalten. Die Greensche Funktion dieser Gleichung
ist definiert durch die Gleichung

(H — E)G(Z,&,E,m;, Ty, Cray) = 0% (7 —1). (4)

Die Greensche Funktion G(Z, 77, ...) 148t sich interpretieren als Wahrschreinlichkeit, dass
ein tt-Paar (mit Coulombwechselwirkung) mit Abstandvektor Z / in einen Zustand mit
dem Abstandsvektor & iibergeht. Mit Hilfe von quantenfeldtheoretischen Berechnungen
148t sich nun zeigen, dass das Verhiltnis des Wirkungsquerschnitts fiir ¢t¢-Produktion an
der Schwelle Q ~ 2m; zum Wirkungsquerschnitt fiir die Produktion von pu*pu~-Paaren
(genannt ,,R-Verhéltnis fiir ¢£-Produktion”) die Form hat

o olefem —tt) 8w
Rtt(Q) - O'(€+6_ N M+M_) - miglm[G(0707Q_2mt7mt7Ft)} . (5)
Projektziele

(a) Leiten Sie sich den theoretischen Ausdruck fiir das R-Verhéltnis Ry ab.

(b) Zeichnen Sie mit Hilfe von z.B. Mathematica das R-Verhéltnis als Funktion von
Q im Schwellenbereich (m; = 173 GeV) und erkléren Sie, warum man neben der
Topmasse m; auch die Topbreite I'; und die starke Kopplungskonstante « aus
einer Messung von R;; bestimmen kann.

(¢) Im Limes I't — 0 kann man im R-Verhéltnis R;; die verschiedenen Bindungs-
zustidnde (Toponiumzustinde) klar als Resonanzen erkennen. Weisen Sie nach,
dass diese Resonanzen in der Tat den moglichen Bindugszustinden entsprechen.

Aufgaben

1. Schreiben Sie die Schrodinger-Gleichung fiir ein Top- und ein Antitopquark mit
der Coulombwechselwirkung von Gl. (1) auf und wechseln Sie zu Schwerpunkts-
und Relativkoordinaten. Identifizieren Sie den Hamiltonoperator in Gl. (3) und
erkéren Sie, warum Sie den Anteil des Hamiltonoperators, der die Schwerpunkts-
bewegung beschreibt vernachlissigen kénnen.



2. Identifizieren Sie die Definitions-Gleichung der Greenschen Funktion Gy im wech-
selwirkungsfreien Fall Vocp = 0. Welche Interpretation hat Go(Z, 2, ...)? Losen
Sie mit der freien Greenschen Funktion formal die Gleichung fiir d1e Greensch
Funktion G. Welche Interpretation ergibt sich dadurch fiir die Greensche Funkti-
on G mit Coulombwechselwirkung?

3. Transformieren Sie die Schrodinger-Gleichung fiir die Greensche Funktion in Gl. (4)
in die Impulsraumdarstellung, wobei Sie die Konvention (Z|p) = e'P? benut-
zen und die Faktoren von inversen Faktoren 27 nur bei der Impulsraumintegra-
tion anwenden, i.e Sie benutzen [d®# bzw. [d®p/(27)% und die Impulsraum-
Greenfunktion ist definiert als

A /d3fd3“’ P QT T, ) P (6)

Nutzen Sie die Bra-Ket-Notation, um die Form der benétigeten Integrale herzu-
leiten. Hinweis:
> P
dxsin(pr)e ™ = ——.
/0 (pz) R
4. Betrachten Sie nun wieder den wechselwirkungsfreien Fall Vocp = 0 und bestim-
men Sie die Greensche Funktion im Impulsraum.

5. Berechnen Sie daraus das R-Verhéltnis R fiir den wechselwirkungsfreien Fall.
Hinweis:

©  dx T
= <0.
/0 B AT g MmAI#0. RelA] <0

6. Machen Sie Zeichungen fiir das R-Verhéltnis R;; im wechselwirkungsfreien Fall
fir die Fille I'y = 1.4 GeV und I'y = 0. Welche Beobachtung kénnen Sie Ver-

gleich der beiden Fille machen? (Nutzen Sie die Zeichenmdglichkeiten, die ihnen
Mathematica bietet!)

7. Die Greensche Funktion G(0,’,...) mit Coulomb-Wechselwirkung ist nur noch
von r = |Z’| abhiingig und 148t sich in der Form

m2v

G0,r,E,m,T,a) = —i Q—t exp(imor) (1 —ip)U(1 —ip,2,—2imor) (7)
T

schreiben mit
E + th a
v = y = —,
my 2v

Hierbei ist T'(z) die Gammafunktion und U Tricomi’s konfluente hypergeometri-
sche Funktion. Zeigen Sie, dass sich im wechselwirkungsfreien Limes das Resultat
aus Aufgabe 6 ergibt. Hinweis:

(b—a—-1)U(a,b—1,2)+(1—b—2)U(a,b,z) + zU(a,b+1,2) =0, (8)
U(a,1,2 < 1) = gy (In(2) + 9(a) + 298) + O(2), (9)
U(a,0,2) < 1) = pity + g (I(2) +9(1+ @) + 2yp — 1) 2+ O(2), (10)




10.

11.

12.

13.

wobei g die Euler-Mascheroni und ¢ (z) die Digamma-Funktion sind. Sie brau-
chen auch noch Eigenschaften der Digamma-Funktion, die Sie in einer mathema-
tischen Formelsammlung oder im Internet finden kénnen.

Berechnen Sie den Limes r — 0 von G.(0,7,...) aus Gl. (7) und zeigen Sie, dass
sich das Ergebnis

2 2
r—0 Mj 1 . mia (. B el .
G.(0,7,...) — (mtr—i_w) +747r (1 2y —In(2myr) —In(—iv) — ¥(1 zp))
(1)

ergibt, wobei ¥ (z) die Digamma-Funktion ist. Diskutieren Sie die beiden Singula-
ritdten fiir » — 0, und gehen Sie darauf ein, ob diese bei der spéiteren Anwendung
eine Rolle spielen.

Schlieflen Sie nun Projektziel (a) ab, wobei Sie nicht explizit den Imaginérteil der
Digamma-Funktion analytisch bestimmen brauchen.

Bearbeiten Sie nun Projektziel (b), wobei Sie den Schwerpunktsenergiebereich
von 5 GeV unterhalb bis 5 GeV oberhalb von 2m; analysieren. Fertigen Sie Bilder
(Mathematical) an, die zeigen, wie sich das R-Verhéltnis durch die Coulombwech-
selwirkung im Vergleich zum wechselwirkungsfreien Fall verdndert. Zeigen Sie, wie
sich das R-Verhéltnis éndert, wenn Sie die Topmasse m; um 0.1 GeV und I'y und
as um jeweils + 10% und + 20% von ihren Ausgangswerten verdndern. Diskutie-
ren Sie qualitativ, wie sich Fehler in den Werten von I'; und ag qualitativ auf die
Messung der Topquarkmasse auswirken.

Fertigen Sie ein Bild fiir I'y = 0.01 GeV an. Die sichtbaren Resonanzen sind die
gebundenen Toponium-zustiande.

Identifizieren Sie die analytischen Ausdriicke fiir die Bindungsenergien aus dem
Problem des Wasserstoffatoms, wobei Sie nicht vergessen diirfen, dass die redu-
zierte Massen in beiden Fiéllen verschieden sind. Zeigen Sie durch numerische
Vergleiche, dass die Positionen der sichtbaren Resonanzen aus Aufgabe 11 in der
Tat mit diesen Resultaten kompatibel sind.

Betrachten Sie fiir die folgenden Aufgabenteile den Limes, dass die
Topquark-Breite infinitesimal klein ist, I'y — ¢, ¢ infinitesimal klein,
wobei sie € aber nicht exakt auf Null setzen diirfen, da die analytischen
Ausdriicke dadurch nicht mehr eindeutig wéiren.

Die Resonanzen kommen alle aus der Funktion ¢ (x) in Gl. (11), da diese Pole auf
der negativen rellen Achse hat. Die Digamma-Funktion kann auch also folgende
konvergente Reihe geschrieben werden:

r—1

Y(z) =B +Z T (12)

Identifizieren sie alle Pole der Digamma-Funktion und zeigen Sie jetzt analy-
tisch, dass die dadurch resultierenden Toponium-Bindungsenergien mit dem vom



Wasserstoffproblem erhaltenen Ausdriicken iibereinstimmen. Bestimmen Sie die
Residuen der Pole von 9 (1 — ip) als Funktion der Energie E.

14. Bestimmen Sie Im[y)(1 — ip)] fiir £ < 0, wobei Sie die Identitét

1 T—2 Tie Vel
I fie N2 4 2 > P /
x—a' +ie (x—a')2+e r—

Fré(r —2) (13)

nutzen. Hier bezeichnet P den Cauchyschen Hauptwert.

15. Es sei die Menge der Zustédnde {|n)} ein vollsténdiges Orthonormalsystem zum
Hamiltonoperator H mit den entsprechenden Eigenenergien F,. Es sei fiir jeden
Energiewert E der Operator

G(E) = iEn ’il>£<§n|_ ic

definiert, wobei die Summe/Integration iiber alle Energieeigenwerte lauft. Zeigen
Sie, dass (H — E)G(FE) = 1 gilt somit G(E) der abstrakte Operatorausdruck fiir
die Greensche Funktion ist.

16. Wenden Sie diesen Ausdruck auf die Greensche Funktion aus Gl. (11) an und
leiten Sie den daraus resultierenden Zusammenhang der Residuen der Bindungs-
zustandspole und den Wellenfunktionen am Ursprung ab. Identifizieren Sie die
Form der Wellenfunktionen am Ursprung beim Problem des Wasserstoffatoms
(reduzierte Masse nicht vergessen!) und zeigen Sie, dass dieser Zusammenhang
konsistent ist mit Ihren Resultaten aus Aufgaben 14 und 15.

17. Fiir E > 0 ergibt sich fiir Im[G(0, 0, ...)] der berithmte Sommerfeld-Faktor

m? am

m(G(0,0,..)) = Th—

(14)

Zeigen Sie die Identitéit zumindest numerisch. Interessant ist es jedoch auch die
Identitat analytisch zu zeigen, was jedoch eine schwierige Aufabe darstellt und
einiges Geschick erfordert.

18. Schreiben Sie den analytischen Ausdruck auf fiir das R-Verhéltnis Ry fiir alle
Q-Werte (also unterhalt und oberhalb der Schwelle Qgehy = 2my) fiir den Limes
stabiler Topquarks (I';y — 0).
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