MATHEMATISCHE METHODEN DER PHYSIK 1

Helmuth Hiiffel
Fakultat fiir Physik der Universitdt Wien

Vorlesungsskriptum

Sommersemester 2013

Umgesetzt in LYX von Johannes Horak

Version vom 22-03-2013



Inhaltsverzeichnis

|L Lineare gewohnliche Differentialgleichungen)| 5
[1.1  Gewdhnlichen Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen| . . . . . . . .. .. .. .. 6
[1.1.1  Typ getrennte Variable] . . . . . . .. ... . o o 8

[1.1.2  Lineare DGL 1. Ordnung| . . . . . . . . . . .. . . . ... 9

[1.1.3  Losungstechniken fiir explizite DGL 1. Ordnung) . . . . . .. .. ... .. ... .. 10

[1.1.3. Substitutionl . . . . . ... 10

132 Tterafionl . . . . . . . . . . . . e 11

(1.L1.3.3 Potenzreithenansatz| . . . . . . . .. ... .. ... ... ... 12

I1.1.4  Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koethzienten| . . . . . . . . .. 13

I1.1.5  Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koethzienten| . . . . . . . .. 14

I1.1.6  Ansatz fiir spezielle Losung der inhomogenen lineare DGL 2. Ordnung mit konstan- |

| ten Koeffizientenl . . . . . . . . . . . 16
[L.1.7  Allgemeine lineare DGL 2. Ordnung| . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 18

[1.1.7.1  Allgemeine lineare homogene DGL 2. Ordnung| . . . . . . ... .. .. .. 18

[1.1.7.2  Allgemeine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung| . . . . . . .. .. .. .. 19

[1.1.8 Typy"(z)=Fly)| - ..« 19

2 Funktionentheoriel 22
2.1 Grundbegrifte komplexer Zahlen| . . . . . .. ... oo oo 22
2.1.1 Polardarstellung komplexer Zahlen| . . . . . . .. ... ... .. ... ... ... 24

2.1.2  Geometrische Deutung von Addition und Multiplikationin C| . . . . . ... .. .. 26

2.2 Wichtige Funktionen| . . . . . . . . . . .. 27
2.2.1  Exponentialfunktion| . . . . . . . ... o 27

2.2.2  Trigonometrische Funktionen| . . . . . . . .. ... ... oo 0oL 29

2.2.3  Logarithmus| . . . . . . . . . . e 30

2.2.4  Komplexe Potenzen| . . . . . . . . ... 32

2.3 Komplexe Differentiation| . . . . . . . . ... o 33
2.4 Komplexe Integration| . . . . . . . . . . .. 37
2.4.1 Kurvenintegrall . . . . . . . . . 37

2.4.2  Cauchyscher Integralsatz] . . . . ... .. ... .. ... ... .0 ... 40




[2.4.4  Cauchysche Integralformell . . . . . . . . . . ... . o o oo
2.4.5  Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen| . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.5 Reihenentwicklungen| . . . . . . . . .. oo
2.5.1  Grundlagen zu Reihenentwicklungen| . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
2.5.2 Taylor Reithe| . . . . . . . . . o
253 Taurent Rethel . . . . . . . . . ...
2.6  Residuensatzl . . . . . . . ..o
2.6.1 Pol k-ter Ordnung| . . . . . . . . . . . . e
262 Residuensalzl . . . . . . . . .
[2.6.3  Berechnung von (reellen) Integralen mittels Residuensatz] . . . ... ... ... ..

|3 Lineare Algebral

.1 Ktorrdumel . . . . . .. ...
13.1.1  Beispiel zur Verwendung der Axiome| . .

3.2 Lineare Abbildungen| . . . . . . ... ... ...
B3 Mafrizenl. . . . . . oo
8.4 Determinanten| . . . ... ... ... ... ...
3.4.1 Sé&tze tiber Determinanten| . . . . . . . .
8.4.2  Matrixinvertierung . . . . . . . ... ..
8.4.3 Basiswechsell . .. ... ... ... ...

3.5 Lineare Gleichungssysteme|. . . . . . . ... ..

[3-5.2  inhomogenes lineares Gleichungssystem|

8.6 _Fuklidische und unitire Rdumel . . . . . . . . .
13.7  Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung]

[3.7.1  lineares homogenes System von Ditigl. 1.

Ordnung mit konstanten Koeffizienten|. .

13.7.2  lineares homogenes System von Dittgl. 1.

Ordnung| . . . ... ... ... ......

89



Literatur

ARFKEN, GEORGE B. und HANS-JURGEN WEBER: Mathematical methods for physicists. Elsevier
Acad. Press, Amsterdam [u.a.], 2005.

BERENDT, G. und E. WEIMAR: Mathematik fiir Physiker, Band 1. Physik-Verlag, 1990.
BERENDT, G. und E. WEIMAR: Mathematik fiir Physiker, Band 2. Physik-Verlag, 1990.

HEINZLE, MARK: Mathematische Methoden der Physik I, Skriptum. Sommersemester 2010, Version
vom 3.5.2010.

KAMKE, ERICH: Differentialgleichungen Loesungsmethoden und Loesungen. Teubner, Stuttgart, 1983.

LANG, CHRISTIAN B. und NORBERT PUCKER: Mathematische Methoden in der Physik. Elsevier -
Spektrum Akademischer Verlag, 2005.

MARSDEN, J. E. und M. J. HOFFMAMN: Basic Compler Analysis. Freeman and Company, 1987.

NEUFELD, HELMUT: Mathematische Methoden der Physik I, Skriptum. Somersemester 2008, Version
vom 10.2.2012.



Vorwort

Dieses Skriptum lehnt sich zu einem grofien Ausmafl an das vorangegangene Skriptum 2012 an, wird
jedoch laufend Ergidnzungen und Verbesserungen aufweisen. Fiir Hinweise auf Tippfehler und weitere

Anregungen bin ich sehr dankbar.

Helmuth Hiiffel

Wien, im Mérz 2013



Kapitel 1

Lineare gewohnliche

Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der die Variable x, die gesuchte Funktion y(x)

sowie deren Ableitungen vorkommen.

Eine gewdhnliche Differentialgleichung in einer Variable x und einer gesuchten Funktion y(z) ist von der

Form
F(z,y, 9.y, ....y") =0

Die hochste auftretende (n-te) Ableitung heifit Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung).
W) +y’ =1

Einen bedeutenden Spezialfall stellt die lineare gewdhnliche Differentialgleichung dar: sie ist linear in

v,y Yy

Beispiel (Lineare gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung).
v +y=0 (1.1)

mit Losung (¢1, ¢o Konstanten)

Yy =c1cosx + cpsinx (1.2)

Bemerkung (Notation). Motiviert von der physikalischen Anwendung heifit die Variable oft ¢ (time)
und die gesuchte Funktion xz(t); die Ableitung nach ¢ wird mit einem Punkt bezeichnet, &(¢). In dieser
Schreibweise lauten die obige DGL ([L.1)) und ihre Losung (1.2)

T+x=0

x(t) = c1 cost + cosint

Fragen, die im Zusammenhang mit DGL auftreten, sind insbesondere nach Ezistenz, Findeutigkeit und

Gesamtheit der Losungen.



Ein Anfangswertproblem gibt Werte zu einer DGL ausschliefSlich an derselben Stelle vor,

y(xo), ¥ (x0), - .-

bzw.
.’L‘(to),i‘(to), e

Ein Randwertproblem gibt dagegen Werte an verschiedenen Stellen vor, z. B. (z¢ # 1)
y($0)a y(ml)

bzw.
z(to), (t1)

Beispiel (Randwertproblem).

y// + y
y(0
y(1

I
o o o

)
)
Wir werden sehen, dass y(x) = 0 fiir alle x. Dieses Randwertproblem hat damit keine nichttriviale Losung!

Wir dndern unsere Fragestellung und wollen jetzt wissen, zu welchen Werten A € C es Losungen y(x)
gibt, die
y' +Ay=0

erfiillen, und wie alle diese A\, und y,,(x) (fir n = 1,2,3,...) lauten. Ein Beispiel fiir eine solche Situation
liefert die Quantenmechanik (QM): Fiir welche Energiewerte hat die Schrédingergleichung eines Elektrons

im Wasserstoffatom Lésungen?

1.1 Gewdhnlichen Differentialgleichungen mit Anfangsbedingun-

gen
Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Peano, Picard-Lindelsf; ohne Beweis)). Sei

y/ = f(x’y)

Wenn f stetig im rechteckigen Gebiet G C R? ist, sowie in G die Lipschitzbedingung erfiillt, so gibt es
fiir jedes (xg,y0) € G genau eine Lisung der DGL, die in einer Umgebung von xq definiert ist, y(zo) = yo
erfillt und stetig von (zo,yo) abhingt.

Definition (Lipschitzbedingung). Die Funktion f erfiillt im rechteckigen Gebiet G eine Lipschitzbedin-
gung, wenn es ein N > 0 gibt, sodass fir alle (z,y1), (z,y2) € G

|f(2,y2) — f(z,y1)] < N |y2 — 1]

Bemerkung. Fiir uns geniigt die schwéchere Version fiir Existenz und Eindeutigkeit, dass f in einem



rechteckigen Gebiet stetig sein und eine beschrdinkte partielle Ableitung nach y haben soll, d. h.

Y y>\ <N

fiir N > 0 gelten soll.

Beispiel.

V=i
yo) =1

Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes ist fiir jedes Rechteck um (0, 1) mit y > a, a > 0 erfiillt: Einerseits

ist in solch einem Rechteck
fl@y) =y

stetig, andererseits ist
1
‘ 2\[
beschrénkt, da a > 0. Also existiert fiir y(0) = 1 eine eindeutige Losung. Die explizite Losung wird in

den Ubungen berechnet.

Speziell fiir

Yy + fla)y =g(2)
lautet der Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Wenn f(z), g(z) auf einem abgeschlossenen Intervall stetig sind, dann gibt es eine eindeutige Losung, die

die Anfangsbedingung y(xg), z¢ € I erfiillt.
SchlieBlich fiir
y” = f(xaya y/)

ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz wie folgt:

Wenn f stetig im zylindrischen Gebiet G = I x Ky (wo I C R Intervall, K, € R? Kreisscheibe) ist, und

partielle Ableitungen nach vy, 3’ besitzt, so existiert eine eindeutige Losung, die die Anfangsbedingung

erfiillt.



1.1.1 Typ getrennte Variable

. @)
YT gl
dy _ @)
dx 9(y)

—
<
—~
<
S~—

o
<
I

—
=
=

o
8

Genauer fordern wir, dass f,g in rechteckigem Gebiet, wo g # 0, stetig sind und haben

x

/mmmy@ﬁ:/}mw

Setzen s = y(t), ds = ' (t)dt, y(a) = b

y(z)

/ﬁ@wzfﬂwt

a

Der Satz iiber implizite Funktionen garantiert Eindeutigkeit und Existenz der Losung y(z) in Umgebung

einer Anfangsbedingung y(a) = b.

Beispiel.
y =2
Yy
y(0) =1
In diesem Fall ist also f(z) =z, g(x) = —y, y # 0.
dy =z
dx Y
und wir berechnen
/ydy = —/xdm
2 2
y _
g = 3 "¢

Einsetzen der Anfangsbedingung y(0) = 1 erfolgt unmittelbar nach der Integration

1
Z =0
3 +c
sodass ¢ = % und
y2 =1— 1,2
Die eindeutige Losung der Dgl lautet
y=v1-— a2



Zu beachten ist, dass y = —+/1 — 22 nicht auch als Lésung der Dgl zugelassen ist, da die Anfangsbedingung
y(0) = 1 verletzt wire.

1.1.2 Lineare DGL 1. Ordnung
y' + f(@)y = g(z)

Allgemein gilt fiir lineare DGL (siche Ubungen)

yges(m) - yhom(x) + Yspez (x)

Yhom 18t allgemeine Losung von 3’ + f(2)y = 0 und diese Dgl ist vom Typ getrennte Variable

Y + f(x)y =0

T

Yhom (T) = ce_fazdif(f), ceR

Yspes 15t (irgendeine) spezielle Losung der inhomogenen Dgl ¢’ + f(x)y = g(z) und wird durch ,Variation
der Konstanten“ bestimmt:

Yspes(¥) = k(w)e™ I @
Mit der Bezeichnung () = e~ Ja ¥ /(@) schreiben wir ygpe. () = k(z)7(z). Einsetzen in die inhomogene

Dgl liefert (beachte, dass §(x) Losung der homogenen Dgl ist)

Ey+kiy+fkj=g

E(y'+fy)=0

somit

_ ~ 9(%) — [*dz f(7)
toes) = [ 0
b

Aus der Anfangsbedingung y(z¢) = yo folgt schlussendlich (siehe Ubungen) fiir ¥ = ynom + Yspez

x
y(a) =yoe Jro I 4 /d:i 9@ gr @

o~ Jay 42 f(@)
o
Bemerkung: Gliicklicherweise muss diese Formel nicht auswendig gelernt werden, lediglich die Lésungs-

methode sollte angewendet werden kénnen!



Beispiel.

v+y=1+z, y0)=1
Yhom = ce *, cE€R
Yspez (z) = k(z)e™™
Ke ™ —ke ™ +ke " =1+ux
K = (1+z)e"

k(‘r):/(1+$)6Id$:ew—|—xem_ew_’_Cerw_’_cl

wéhlen ¢; = 0, sodass
Yspez () = k(z)e™ ¥ =z

Yges = C& " 2

Eisetzen der Anfangsbedingung fiihrt zu y = e™* + x.

1.1.3 Losungstechniken fiir explizite DGL 1. Ordnung
1.1.3.1 Substitution

Gelegentlich kann DGL ' = f(z,y) durch trickreiches Einfiihren neuer Variabler in eine DGL eines

losbaren Typs umgewandelt werden.

Beispiel.
r_ Y-
= , H=0
V=T y(1)

umgeformt

u_q

Y =4
4+1

legt dies die Einfithrung von z = £ nahe, bzw y = z 2 sowie ¢/ = 2’ 2 4 2

z—1
z+1

z+1 1
/dzm—‘/dxz

1
§ln(1 +2%) tarctgz = —In | x| +c;

Jdr4z=

Riickeinsetzen von z = £ und Umformungen fiihren zu

In(z? + y*) = ¢y — 2arctg g
x

Die Anfangsbedingung legt die Konstante co = 0 fest, sodass

— Y
/1‘2—|—y2 —e arctgI

10



Wir kénnen die Losung y(z) explizit und eindeutig gewinnen. Eleganter lisst sich die Losungskurve durch

Verwenden von Polarkoordinaten r = /22 +y2 , ¢ = arctg £ als

schreiben.

1.1.3.2 Iteration

Umwandlung der DGL in Integralgleichung

y'(z) = f(x7y)a y($0) = Yo

7dty/(t) = /xdtf(t,y(t))

Iteratives Losen der Integralgleichung:

0-te Niherung: yo(x) = yo

1-te Ndherung: y1(x) = yo + f;o dt f(t,yo(t))
=Y

2-te Niherung: yo(z) 0+ ffo dt f(t,y1(t))

Wenn Lippschitzbedingung erfiillt ist, dann konvergieren y,,(z) — y(x) gleichmifig (o. Bew.).

Beispiel.

4 —

y=-y+l+z, y(0)=1

bedeutet f(x,y) =—y+1+4+z, z0=0, yo=1,sodass

x

y=14 [ dt(—y(t)+1+1)
/

x

2 2 1.3

X X
yo(z) =1, yl(w):1+/dt(—1+1+t):1+7, p(a) =1+75 =%
0

Vergleich mit der exakten Losung y(z) = e~* + 2z nach Taylorreihenentwicklung der Exponentialfunktion

zeigt Ubereinstimmung
2 3

X X
—
y(x) t5 -5t

11



1.1.3.3 Potenzreihenansatz

Oft lasst sich Losung der DGL 4" = f(x,y) durch Potenzreihenansatz

y(x) = Z anT"”
n=0

finden. Aus - - -
y'(z) = Z na,z" ! = Z na,z" ! = Z(n +1)appz"
n=0 n=1 n=0
folgt
Z(n + 1 ap12" = f(=x, Z anz™)
n=0 n=0

Die rechte Seite muss nun ebenfalls in Potenzreihe entwickelt werden, Koeffizientenvergleich fithrt zu

Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten a,,. Konvergenz der so gewonnenen Losung ist zu iiberpriifen.

Beispiel.
y=-y+l+z, y0)=1

Z(n +1)api1z” = — Zanﬂc" +14+=z
n=0 n=0
Koeffizientenvergleich fiir z*:
k=0 a1 = —apg+1
k=1 200 = —a1 + 1 =aqg
k>2 (k+ 1Dagy1 = —ag
P S S (—1)FLay (=D 12ay  (—1)FT2ay (—1)k+1a
TR R (k+ Dk k+Dk(k—1)...3 (k+1)!  (k+D!  (k+DI

bzw.

Damit erhalten wir

(_1)nxn
|

ap o >
= — ]_ _—
y(z) =ag + (—ap + 1)z + 5 z° + ag 323 o

Die Anfangsbedingung y(0) = 1 fiihrt zu ag = 1

(="
!

1 1
=1+ -2’ +e - (l-z+-2})=e"+zx
n!

1 o0
=1+ 22
y(z) +2x +nz:;) 5 5

Dies stimmt mit der exakten Losung y(x) = e~* 4 x iiberein.

Bemerkung. Eine ndherungsweise Losung ldsst sich sehr rasch mit explizitem Auschreiben der ersten

Terme der Reihenentwicklung gewinnen:

12



y(x) = ag + a1z + axx® + azr® + ...

y(x) = a1 + 2a22 + 3azz? + ...
Wir verwenden sogleich die Anfangsbedingung y(0) = 1, sodass
y(x) =1+ a12 + ag2® + azz® + ...
und setzen in die DGL ein:

a1 —|—2a2m—|—3a3x2+... =-1 —alx—ang —.+1+z

Koeffizientenvergleich liefert

a; = O
200 = —a1 + 1
3as = —asz, etc...
Wie oben ergibt sich
1
ylz) =1+ 51'2 61'3 + ..

1.1.4 Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Y + a1y’ +ay=0 ap,a; €R

Ansatz:
y:e/\aj :>)\2—|—a1)\+a0:0

L4 )\1 # )‘2 ¢ Yhom = Cle)\lm + CQe/\Qz
_ — . _ Az Az
e \i =X =MX: Yhom =c16F +caze

Bemerkung. Wenn y;, yo Losungen der homogenen linearen DGL 2. Ordnung sind, so ist ciy; + coys flir

c1,c2 € R (oder auch fiir ¢, c2 € C) eine Losung der homogenen linearen DGL 2. Ordnung

(cryr+coyp)” = 1y +cayy = cr(—a1y) — aoyr) + ca(—a1yh — agyz) = —ar(ciyr +c2y2) — ao(cryr + c2y2)

Wir erkennen somit, dass die Losungen der homogenen linearen DGL 2. Ordnung einen Vektorraum
bilden!

13



Bemerkung. Wenn A\ o = o £if gilt fiir y; = eMT gy = e’ dass yf = yp und

1 1
Reyr = §(y1+y1):§(yl+y2)
1 1
Imy, = i(yl—y1)=5(y1—yz)

Mit der Eulerschen Formel (wird in ein paar Wochen ausfiihrlich besprochen)
e = cos Bx + i sin Bz
folgt dann

Reel@ti®z  —  g0% o093y

Ime(@tiB)z e** sin fx

Fiir die homogene Lésung konnen wir somit ebenso gut schreiben
Yhom = e**(c1cosBx + cosinfx)

Definition (lineare Unabhingigkeit). 2 Losungen y1,ys einer homogenen linearen DGL 2. Ordnung

heiflen linear unabhéngig (oder Hauptsystem), wenn aus
C1y1(m) + Czyz(x) =0 Vel

folgt, dass gilt

0120220

Definition (lineare Abhéngigkeit). 2 Losungen y1, y2 einer homogenen linearen DGL 2. Ordnung heilen

linear abhéingig, wenn 3 (c1, c2) # (0,0) sodass

cy1(x) + coya(z) =0 Vo eI

Wir geben (ohne Beweis) ein Kriterium fiir die lineare Unabhéingigkeit zweier Lésungen einer homoge-
nen linearen DGL: 2 Lésungen yi,ys sind linear unabhiingig, wenn Va die Wronski-Determinante W (x)
NICHT verschwindet

Y Y2
W(x)=1]" 7" | =y, — 142 #0
Y1 Y2
Beispiel. A\ # \o, y; = eM%, yp = e™2®
e)\la: e)\zw

W(zx) =

/\16)‘11 )\26)\2aC

’ = eMTeMT(\y — \|) #£ 0V
1.1.5 Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y' + a1y’ + aoy = f(x)

14



Analog zur linearen DGL 1. Ordnung gewinnen wir die Gesamtlosung mittels (siehe ﬁbungen)

Yges = Yhom + Yspez

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ynom = c¢1y1 + c2y2 kennen wir schon. Eine spezielle

Lésung yspe, bestimmen wir mittels einer verallgemeinerten Methode der Variation der Konstanten

Yspez = C1(7)y1(z) + ca(w)y2(z)

Man kann durch Einsetzen in die inhomogene DGL nicht beide ¢y, co festlegen, daher ist eine extra
Bedingung notwendig. Jede spezielle Losung ist wéihlbar und somit jeder erfolgreiche Ansatz erlaubt.
Tatséchlich fithrt die Bedingung

A1+ chya =0

zu der einfachen Formel

yspcz 77y1/7d + Y2 yVl[/'vf

Beweis.
Yy =c1y1 + Y2

Y =y + chye + ayh + coyh = aryy + oy

y" = ciyi + chys + ey + cayy
Einsetzen in die inhomogene Dgl. fiihrt nach Vereinfachung mehrerer Terme zu
i+ cays = f

Gemeinsam mit der Bedingung

Y1+ chya =0

stellt dies ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten ¢} und ¢ dar. Die Losung lautet

-7 RV |

1 W 9 2 W
sodass F F ; f
Cl = — %dl‘7 Co = ylexv Yspez = —Y1 / 92 =—dz + Y2 yvlv

Die Gesamtlosung der inhomogenen linearen Dgl. mit konstanten Koeflizienten lautet hiermit

y(x) = k1yi(x) + k2 y2(x) — y1(x) / de’ + 12(2) / de/

xo o

15



Beispiel. ¢y’ +y =1, y(0) =2, 3/(0) = -1 = f(z)=1

M41=0,A\o=di
Y1 = COSX, Yo = Sinx

cosx sinw 9 . 9
. =cos“z+sin“z =1
—sinx cosx

W:‘

Yspez = fcosx/sinxdqusinx/coszdx: 1

Yges = k1 COST + kg sinx + 1
Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen ergibt k1 = 1, ko = —1.

1.1.6 Ansatz fiir spezielle Losung der inhomogenen lineare DGL 2. Ordnung

mit konstanten Koeffizienten

Hier soll ein eleganter rascher Ansatz fiir das Auffinden einer speziellen Lésung der inhomogenen linearen

Dgl. 2. Ordnung vorgestellt werden: Sei in der Dgl

y' + a1y’ + aoy = f(x)

der inhomogene Term von der Form f(x) = f.(x)e*"cosfz, wo f.(x) ein Polynom r-ten Grades sowie
Ao = a+1if eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P()) ist. Beachte, dass k = 0,1, 2 als

mogliche Werte auftreten kénnen. Dann lautet der Ansatz fiir eine spezielle Losung
y(@) = grin(x)e TP

WO gr+k(2) ein Polynom r + k ten Grades ist. Dieses Poynom kann mittels Koeffizientenvergeleichs durch
Einsetzen in die KOMPLEX ERWEITERTE Differentialgleichung

' + a1y +aoy = fr(w)e TP
ermittelt werden. Der REALTEIL von y(z) liefert die spezielle Losung
ys(z) = Rey(x)
Ist andererseits der inhomogene Term von der Form f(z) = f,.(x)e**sinfx, wo erneut f,.(x) ein Polynom

r-ten Grades sowie Ao = a + i eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P()) sind und
k = 0,1, 2 als mogliche Werte auftreten, dann lautet der Ansatz fiir eine spezielle Losung gleich wie vorher
y(x) = grir()e TP

wo gr1k(z) ein Polynom r + k ten Grades ist. Dieses Poynom wird mittels Koeffizientenvergeleichs gleich
wie vorher durch Einsetzen in die KOMPLEX ERWEITERTE Differentialgleichung bestimmt

y// +a1y/+a0y _ fr(x)e(a+i5)w
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jedoch ist es nun der IMAGINARTEIL von y(x), der die spezielle Losung liefert

ys(z) = Imy(x)

Beispiel. y” + wiy = coswr, wo # w = r=0a=0,=w,=a+if =iw

A2 + wg =0, )\172 = +iwy

Da \ # \g gilt k = 0, somit 7 + k = 0 und go ist eine Konstante go(z) = c. Der Ansatz lautet y = ce’®
und wird in y” + Wiy = €T eingesetzt.

222 iwx

citw?e™T 4 wice™® = e

: : _ 1 _ 1 wT _ _ 1
Daraus bestimmen wir ¢ = = Y= mme Ys = Rey = T—7 COSWT

17



1.1.7 Allgemeine lineare DGL 2. Ordnung
y' + f(2)y + g(2)y = h(z)
Wenn f, g, h stetig in Intervall I C R, so existiert eine eindeutige Losung mit y(z¢) = 1o, y'(z0) = n1, wo

xg € 1.

1.1.7.1 Allgemeine lineare homogene DGL 2. Ordnung
y'+ f@)y +g(x)y =0

Es existieren immer 2 linear unabhéngige Losungen (ohne Beweis), aber es gibt kein allgemeines Verfahren
zu deren Bestimmung. Manchmal ist eine Losung y; () bekannt (z.B. durch Erraten), dann kann man

dazu eine Lu. Losung ys () bestimmen: Betrachten zunichst W, leiten ab und setzen fiir y” die DGL ein:

W = y1y5 — y2u1
W' =yiys + y1ys — yayh — eyl = y1vs — vyt
= y1(—fys — gy2) — v2(—f¥) — gy1) = —F(y1vs — v2u1)

dw
W / fdu
In|W|= —/fda:
W =e [/dz
Trick:
(yz)' _ g —yeyi W
v i i
w
Y1 Y1
w
Yo = / —dz
Y1
Beispiel.
,, 2x

2
- ! =0, |z|] <1
V' =Y Y ||

Durch Erraten: y;(z) = x
Probe:

yp =1

y =0
2z + 2

- —_—r =
1—22 1—22

18



f(CC) == 1— 22
o[ =2 2 1
_ f 1—m2dz _ —ln(l—ac ) —
W(x)=e e .2

r, 1+=x
-1+ 5
T,

1.1.7.2 Allgemeine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung
y'+ f(@)y' + g(2)y = h(z)
Yges = Yhom T Yspez

Die homogene Lésung wird wie zuvor bestimmt, die spezielle Losung wieder mittels Variation der Kon-

stanten

h
Yges = k1y1 + kaya — 1 / %dﬂﬂ + Y2 CIAL ™

1.1.8 Typ y"(z) = F(y)

Trick: Es gilt allgemein y'y” = %2 ; wir multiplizieren die Dgl mit 3’

sodass

5 == F(y) (1.3)

Salopp erhalten wir daraus sofort

5 [0 = [awrw

Genauer folgt dieses Ergebnis aus (|1.3]) gemé&f

z 1(eN2 “
;/d%f)%z/FMOW@%

Zo
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und der Substitution s = y(§), ds =y’ (§)d¢€.

Wenn wir statt der Variablen y(z) die Variablen z(t) betrachten, lauten die obigen Formeln auf analoge
Weise

sowie

Beispiel. Wichtiges Beispiel ist das Newtonsche Kraftgesetz (hier in d=1 rdumlichen Dimensionen be-
trachtet)
mi = F(z)

m bezeichnet die Masse eines Teilchen, F'(x) bedeutet die Kraft, die auf dieses Teilchen wirkt. Sei tg = 0,

z(0) = o, £(0) = vy dann haben wir

Wir definieren

e K(&):= 1ma? .. kinetische Energie

o V(x):=— f;ﬂ d¢F () ... potentielle Energie

Damit lautet unser obiges Ergebnis K +V = C, was den Namen ,Energieerhaltungssatz* triigt (oft wird
suggestiv der Buchstabe E anstelle von C verwendet: K +V = E). Somit

1
5mjc? =-V(@)+C

Fiir unser Beispiel wollen wir nun konkret F(x) = —w?z, bzw. V(z) = %w %, sowiem =1, xg = 0, vg =

w betrachten.

Der Energierhaltungssatz lautet
19‘52(:5) + 1w%c?(t)
2 2

I
Q
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Ausgewertet zur Zeit tg = 0 berechnen wir

sodass nur noch das Integral

zu bilden ist. Wir finden sofort

1 )
—arcsinx =t
w

z(t) = sinwt
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Kapitel 2

Funktionentheorie

Differential- und Integralrechnung mit komplexwertigen Funktionen.

2.1 Grundbegriffe komplexer Zahlen

Historisches Beispiel Gerolamo Cardano (1545):

»Sieh von den damit verbundenen Geistesqualen ab, und setze die angenommene Antwort in

die Gleichung ein ...“

2(10 — ) =40 = z = 5+ v/—15 mit (v/—15) := —15
Probe: (5 ++/—15)(5 — v/—15) = 25 — (—15) = 40

2 =1r+4=2 = §/2+1/_121+{’/2_‘/_121
= 4

Erst nach 300 Jahren fertiger Formalismus:

Definition. Die Menge der komplexen Zahlen C besteht aus Elementen (z,y) des R? mit
e Addition (w1,y1) + (72,y2) = (1 + 22, Y1 + y2)
o Multiplikation mit reeller Zahl a € R : a(z,y) = (az, ay)

e Multiplikation (z1,y1)(z2,y2) = (x122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

Satz. C bildet einen kommutativen Kodrper

(ohne Beweis, kann sofort nachgepriift werden)
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Notation:

reelle Zahlen Punkte auf z-Achse. z.B.: 1 = (1,0)

imagindre Zahlen Punkte auf der y-Achse. Definieren i := (0, 1)
= (z,y) =z +iy

=7
i = (0,1)(0,1) = (0—-1,0+0) = (-1,0)
= -1

somit lautet eine dquivalente Definition
C={z=z+iylz,y €R,i* = —1}

o 21+ 20 =x1+x2+1(y1 +y2)

® az = ax + iay

o 2122 = (z1 +1iy1)(22 +iy2) = 2122 — Y1y2 + i(T1Y2 + y122)
Bemerkung. aus a + ib = ¢ + id folgt a = ¢ und b = d. (Wegen der Definition von Gleichheit im R?)

Definition. Komplexe Konjugation

z=x+1y = -1y

Beweis durch einsetzen!

Definition. Norm (= Betrag)

|z] i = Vzz* = /22 + 92

Beweis: \/(z +1y)(z — iy) = /22 — 242 = /22 + 32

Es gilt

|2122] = [21]] 22|

Beweis: \/z122(2122)* = \/212} 2225 = \/z121 /2275

Dreiecksungleichung: |z; + 22| < |z1]| + |22]

(ohne Beweis, wie im R? )
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Definition. Reel- und Imagindrteil

z=x+iy Rez==x Imz=y

es gilt
Rez:z+z Imz:z_,z
21
Beispiel.
Imz + 2 _ 9
z—1

Trick: Nenner mit komplexer Konjugation erweitern!

242 T+2+1iy
z—1 (x—1)+iy
(x+2)+iy (z—-1)—1y
(z—1)+iy (z—1)—iy

=3y
@@+ il Do gt 2)
(z = 1)2 +y?
Imz—|—2 _ -3y
z2—1 (x—1)2 +y2

2.1.1 Polardarstellung komplexer Zahlen

Imz

Rez

Es ist tan© = £ und r = [z]| = /22 4 y2.
z=x+iy=rcosO +irsinO® = r(cos © + isin O)

r heifit Betrag von z, © heifit Argument von z, © = arg z.

Bemerkung. arg z ist keine eindeutige Funktion: © + 27n, mit n € Z, gehort zu gleichem z, man sagt

arg z hat mehrere Zweige. Bei fixem z ist arg z eine unendlich fach mehrdeutige Funktion.
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Beispiel. z =i

f-ar= -7
§-r=—%
argi = 3
%-1-277:—57“
Ttdn=-2

‘Wahl eines Zweiges von arg z:
Man kann die mehrdeutige Funktion arg z durch Wahl eines ihrer Zweige eindeutig machen. Das bedeutet

Vorgabe von yp € R: yg < O < yo + 27w. Wir betrachten 2 Beispiele:

e yo=0,dh. 0< O <27

e yo=—m dh. -7 < © < 7, (diese Wahl heifit Hauptzweig der Argumentfunktion).

Zweig mit yg = 0 also 0 < O < 27

Hauptzweig, yg = —m also —m < O < m:

[\
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2.1.2 Geometrische Deutung von Addition und Multiplikation in C

Addition: Vektoraddition
Multiplikation komplexer Zahlen: Drehstreckung

z1-20 = 7r17ro[(cos©O1 cos Oz — sin O sin Og) + i(cos O sin Oy + cos O sin O1)]

= ryrycos (©1 4+ O9) +isin (01 + O3))
Daraus folgt: Betriige multiplizieren sich, Winkel werden addiert (modulo 27).

o [2122] = [21] - |22]

e arg(z122) = argz; +argzs  (mod2m)

Beispiel. Betrachten z; = —1, z5 = —i und wihlen zun#chst den Zweig mit yo = 0 also 0 < © < 27
Z1 = 71
2] =1
argz; = T
zZ9 = —1
[22] = 1
m
argzg = 35
Z129 = 1
|2'12’2| = 1
s
arg z1zo = 5
n n 3m  om o 4 m
argz; fargzy = T4 -—=— =21+ —
gz g %2 5 5 B)
(argz; + argze) (mod2m) = g

. . . . o . o e
Fir den Hauptzweig von argz gilt argz; = —7 und argzs = —75 sowie argzi22 = 7. Hier ist nun
argz; +argzy = —m— 5 = —37” =21+ 3
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Formel von de Moivre: Sei n € N und z in Polardarstellung gegeben z = r(cos ¢ + ising), dann gilt:
2" =1r" - (cosnp +isinny)
Beweis durch vollstédndige Induktion.

Wurzelziehen Sei w € C in Polardarstellung w = r(cos © + isin ©) gegeben. Gesucht ist z € C mit
2" =w, dh z = Yw.

Ansatz:
z = p(costp +1isiney) ,daher
2" = p"(cosny + isinny)
Vergleiche:
pt=r ny = 0 + 27k
damit

zk:W{cos(e—kk27r>+isin(®+k27r>} mit k =0,1,2,....n — 1
n o n n o n

Bemerkung. Fir k=0,1,2,...,n — 1 sind die z; verschieden!

Bemerkung. z — {/z ist neuerliches Beispiel fiir eine mehrdeutige Funktion. Wir kénnen auch diese
Funktion eindeutig machen durch die Wahl eines Zweiges von {/z (siehe spéter) oder die Verwendung

Riemannscher Bldtter (diese werden jedoch in dieser Vorlesung nicht besprochen).

Beispiel. Sei w =1, |w| =1, argw = 0. Sei n = 3, 2% = 1, gesucht z = /1.

k k
2} = COS §2W +isin §27r

20 = 1
2 2 1 3
z1 = cos%—i—ising:—i—i—ig
d7r . . 47w 1 V3
Zog = C€OoS— —isin— =—= —i—
? 3 3 2 2

Beispiel. Sei w = —1, |w| =1, argw = 7.Sei n = 2, 22 = —1, gesucht z = \/—1.

—cos (T4 For) wisin (T4 Fo
ZE — COS B 271' S B 27T

7T+. LT .
Zp = cos— +isin— =1
2 2

YEATI
COS 5 181112— 1

21
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2.2 Wichtige Funktionen

2.2.1 Exponentialfunktion

Definition. Exponentialfunktion

Es sei
z
o
Eigenschaften:
1. e*tv = eZe¥, Vz,weC
2. e Y| = e
3. e*#0
Beweis. (1)
Sei z =z + iy, w = s +it.
it grtstilytt)

xz+iy € C dann
e’ - (cosy +isiny)

= "5 lcos(y+t) +isin(y +t)]

= %’ [cosycost —sinysint + i(cosysint + siny cost)]

= e"ev

ety =

[€”(cosy +isiny)] [e®(cost +isint)]

€| = 7|

e®| cosy + isiny| (dae® > 0)

ex

(da cosy? +siny? = 1)

e #0dale*| =e” #0
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Bemerkung. Spezialfall x =0

e =cosy +isiny

Komplexe Zahl €' ist ein Punkt am Einheitskreis mit dem Argument y, periodisch unter y — y+27k, k €
Z.

-1

L =1
ezl = i
et = 1

e =
6271'i - 1

Bemerkung. Polardarstellung wird nun auch

2z =7(cos O +isin ©) = rel® = |2]€!® = |z]e! 182

2.2.2 Trigonometrische Funktionen

o). . iz | _—iz . iz —iz
Definition. Fiir z€ C cosz:= ¢ ‘*‘26 sin z 1= €52

Eigenschaften:
1. sinz? + cos2? = 1
2. sin (z + w) = sin z cos w + cos z sinw

3. cos (z + w) = cos zcosw — sin z sin w

Beweis. (1)

1 =¢¥e ™ = (cosz +isin z)(cos z — isin z) = cos 2% + sin 2*
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Bemerkung. Im Allgemeinen gilt nicht, dass | cos z| < 1 ist. Wihle z.B. z = iz mit = € R, dann erhalten

wir
—T xr
lcosz| = e te
2
e te”
B 2
= coshz >1
Definition. Hyperbelfunktionen
Fiir z € C:
coshz := e’
o 2
z _ -z
sinhz := ¢ ¢
2
Eigenschaften z.B.: cosh 22 — sinh 22 = 1
2.2.3 Logarithmus
Betrachten
s = |Z|6iargz _ eln|z|eiargz

eln |z|+iarg z
—. elnz
Wir definieren In z := In |z| 4+ iarg z, erkennen, dass dies wegen der Mehrdeutigkeit von arg z eine mehr-

deutige Funktion ist.

Wir definieren nun einen Zweig von In z mittels der Wahl eines Zweiges von arg z, damit wird In z eine
eindeutige Funktion! Insbesondere wird Inz eine eindeutige Umkehrfunktion der Exponentialfunktion,

siehe anschlie3end.

Definition. Zweig des Logarithmus

Inz:{z|lz € C\{0}} = {wlw =u+iv; u,v € R, yo <v < yo + 27}

z—w=Inz :=1Inl|z|+iargz, argz € [yo,yo + 27)
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Inz

T Yt 2 @

Beispiel. yo =0

In(-1) = Inl+4ir=ir
In(-i) = Inl4 i?%r = i%ﬂ
y=-—m
In(-1) = Inl—-ir=—ir
(i) = Inl-2=-i7

Behauptung. Zweig des Logarithmus ist in folgendem Sinn eine Umkehrfunktion von e*:
1. Fir z € C\ {0} gilt: e™* = 2

2. Fiir z =z +1iy wo y € [yo,yo + 27) gilt: Ine* = z

Beweis. (1)
elnz — 61n|z|+iargz _ |Z|6iargz = 2
(2)
Ine* = Inle®|+iarge®
——
Ine®
= [ne® +iarge®e
~N e —
z Yy
= z+1iy

weil arg e®el¥ = arge!¥ = y, wobei y € [yo, Yo + 27) laut Wahl des Zweigens von arg 2.

Graphisch:

31



i
In ( ) exp
./—\ InZ /\.
exp
ﬁA

Behauptung. Wenn z1,29 € C\ {0} gilt fiir Zweig des In

(ii

)
In -
T z=lne

In(z122) =Inz; +1Inzy mod 27i
Beweis.
Inzizo = Inj|z129| +1 argzizs
——
€[yo,yo+27)

In|z1| +1In|z| +1 argzize
——

€[yo,yo+27)

von frither wissen wir schon:
arg (z122) = arg z; + arg z» mod 27

Mit anderen Worten: In(z122) = Inz; +Inzy + n - 27i, wo n € Z so gewihlt ist, dass Im(In (2122)) €
(Y0, yo + 27) O

Beispiel.
In((-1)(-1)=In(-1)+In(-1)+ 7?7

Betrachten z.B. yo = 0 und wissen schon, dass In (—1) = ir.

= In((~1)(~1)) =In1=0=1In(-1)+1In(~1) —2ir
—— —

im im
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2.2.4 Komplexe Potenzen

Fiir a,b € C, a # 0, und fiir einen Zweig des Logarithmus existiert eine eindeutige Definition von a’.
Definition.
ab = gblna
Beispiel. (yo =0)
i = ilni _ iiF _ —%
21 = M2 = cosln2+isinln?2

Beispiel. Zweig der n-ten Wurzel {/z

1 1 1 i ie
{1/2: am = eglnz _ en(lnrJrl@) _ {L/;eln

wo © € [yo,y0 + 2m)

Beispiel. yo =7

127
2

l=e?" = V1=¢

=" =-1

Bemerkung. Im Allgemeinen ist (ab)® # a°b° da

(ab)c ec(ln (ad))

ec(ln a+1In b+27i)

cLpe. ecQﬂ'in

a
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2.3 Komplexe Differentiation

Definition. Sei f: G CC —C
f(2) heit differenzierbar in zg € G, wenn fiir h € C

eindeutig existiert.

f(2) heiBt analytisch (= regulir, = holomorph) in G, wenn f(z) Vz € G differenzierbar ist.

Bemerkung. Die Definition der komplexen Differenzierbarkeit ist wesentlich reichhaltiger als die analoge

Definition im R2, wegen der speziellen Natur der Division komplexer Zahlen. Zur Erinnerung:

Differenzierbarkeit im R?: f : G C R? = R? heifit differenzierbar in 25 € G wenn eine 2x2 Ma-

trix
_0fi

8‘rj T=ap

existiert, sodass

i [0 1) = (@) — AR _
h—0 |h

0

Eine Division durch  ist nicht moglich, nur |A| erlaubt. Es muss Grenzwert |k — 0 als Ganzes betrachtet

werden!

Fiir C: Eine Division durch eine komplexe Zahl h ist sehr wohl moglich. Ein beliebiges Annihern von
h — 0 triagt unterschiedlich bei! Daraus folgt, dass die Eindeutigkeit des Grenzwertes in C im Vergleich
zum R? einschrankender ist. Dies zeichnet differenzierbare Funktionen besonders aus, zum Beispiel ist

jede analytische Funktion unendlich oft differenzierbar (siehe spiter).

Satz. Sei z =z +iy und f(2) = u(z,y) +iv(z,y). Wenn f(2) in zo differenzierbar ist, so gelten in zo

die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen: % = g—; %Z = —% und
ou . Ov ov . Ou
8‘]: 8m z0,Y0 ay ay Zo,Y0

Beweis. zg := xg + iyg, h := s+ it, f := u + iv. Wegen der Eindeutigkeit der Differentiation kénnen wir

zwei Spezialfélle gleichsetzen:

lim f(zo+h) = flz0) lim f(z0+h) — f(z0)

_pl
5—0,i=0 h T 40,520 h = 1'(z0)
linke Seite:
Hier ist h reel und zg + h = zg + iyo + s = (xo + 5) + iyo
lim, o U($o+(‘3,yo)+iﬂ(mo+syyso)—U(Iovyo)—iv(fo-,yo) —
lim, 0 u(moJrS,yoifu(xo,yo) T limg_g (v(zoJrs,yo;fv(mo,yo)) — (% =+ 1%)

Z0,Yo
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rechte Seite:

Nun ist A imagindr und zg + h = z¢ + iyo + it = xo + i(yo + 1)

U(Io yo+t)+w(7"o7yo+f) u(z0,Y0) —iv(%0,Y0)

limt =
— limt u(zmyo-‘rt)-‘rlv(ﬂﬁo,yo-‘:-tt) u(Z0,¥0) =i1v(®0,Y0) —
—i limy_ u(x07yo+ti—u($()ayo) —i7 limy_g v(xo,yo-i-ti—v(xo,yo) — ( gZ + %Z)

+1 T0,Y0

ou _ Ov

P du _ _Ov
also gilt in 29 dass 3 = o und =

BCEN

Satz. Wenn f: G C C — C in zy stetige partielle Ableitungen g—g, %, %Z’ g—z besitzt (wo f =

u+iv) sowie die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfillt sind, so ist f in zo differenzierbar.
ou . 0v >

oy (O, OV _ (v _0u
f(zo)<8x+18x xo,yo(ay ay

Beweis. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gilt fiir s, ¢ infinitesimal klein:

Es gilt dann

Z0,Y0

ou ou
u(@+s,y+t)—ulzy) = %H@H...

ov ov
vz+s,y+t)—v(x,y) = %s—i—a—yt—i—...

Sei z =x + iy, h = s +1it, f(z) = u(x,y) + iv(x, y). Dann ist

fz+h)=f(z) = ulz+sy+t)—ulzy) +il(z+sy+t)—v(z,y)
_ Ou But 81} ov t

%Jr.@ s+ @+ @ t+
c oz Oy Oy
—_——

oxr 0
= (P20 s
- ox ox
Somit ist Feth) - f(2) 5 5
g JEEPN ) Ou o
f_flzlg%) h 8x+18x

Beispiel. f(z) = 22 ist analytisch auf ganz C

Beweis. f = (x +iy)(z +iy) = 2> — y* +i 22y
—_— =~

u v
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g—“:%: 9 _ 9y
xr
v _ _
=2 —5 =2

Die partiellen Ableitungen existieren und sind stetig in ganz C, sie erfiillen in ganz C die CR-Dgl, somit

ist f(2) = 22 analytisch auf ganz C
flz) =22 +id0 =27 +1i2y = 22 O

Beispiel. f = z* ist nicht analytisch. f =z — iy = u = 2, v = —y Damit folgt

Ju v
oA =1
or dy

Die CR-Dgl werden verletzt.

Satz. Seien f,g analytisch in G C C. Dann gilt
1. (af +bg)" = af' + by’
2. (f9) =Ff'9+ 19
3. Wenn g(z) #0Vz € G dann (5)/ = %

4. Ist f analytisch in A C C, und g analytisch in B C C mit f(A) C B, dann ist g(f(z)) =
9'(f(2))f'(2) (Kettenregel)

(ohne Beweis, da analog zum Beweis im Reellen)

Bemerkung. Die Definition des Zweiges des Logarithmus hat zwar das Problem der Mehrdeutigkeit be-

hoben, dafiir aber ein Problem mit Unstetigkeit eingehandelt!

Beispiel. Fiir die Wahl des Zweiges yo = —m gibt es bei z = —x £+ ie, x > 0, einen Sprung von In z um

—2mi. = weitere Einschrinkung fiir die Wahl des Zweiges notwendig:

Definition. Hauptzweig des Logarithmus Inz : C\ {z +iy|z <0,y = 0} — {w|w = u + iw;u,v €

C ohne negative reelle Achse

R,—m <y <}

Inz=In|z|+i-argz, wo—7m <arg z <
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Es gilt: Der Hauptzweig des Logarithmus ist auf C\ {« + iy|z < 0,y = 0} analytisch und
1
1 ! = —
(Inz) p,

Beweis. Auf C\ {z +iylz < 0,y = 0} ist 7 = /22 +y? > 0, © = arctan £ mit —7 < © < 7 partiell
stetig nach x,y differenzierbar.

f=lnz=1Inr +i_ ©

v

Ou  OQuor lz @
dr — 9rdr rr 12
v darctan £ 1 1 z x
oy dy 1+ ()2 x4y 2
ou  y
ay
ov 1 Y\ _ Y
o 1+ ()2 (_xQ)_ﬁ
(In 2)’ Ju (%:i_ y:x—iy: z* 1

O

Beispiel. f(z) = 2” mit b € C ist auf dem Definitionsbereich des Hauptzweiges des Logarithmus analy-
tisch und (2°)" = b- 2071

Beweis. z° = e’m# ist analytisch, wo In z analytisch ist (wegen Kettenregel).
(Zb)/ _ (eblnz)/ zeblnz(blnz)/
b
— Zb R b b—1
z

2.4 Komplexe Integration

2.4.1 Kurvenintegral

Sei f eine stetige Funktion G C C — C.

Sei vy : [to, t1] € R — C eine (stiickweise stetig differenzierbare) Kurve in G C C mit Parameterdarstellung

z(t).

Definition. Kurvenintegral

[ez= [ o Gl

" dt
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Bemerkung. Diese Definition passt mit der Definition des reellen Kurvenintegrals zusammen:

/yfdz = /y(u—l—iv)-(dw—i—idy)

/(udx —vdy) +i /(vdw + udy)

v
reelles Kurvenintegral reelles Kurvenintegral
| tl tl
= / ux—vydt+1/ (vE + uy)dt
to to

~

1

= / (u+iv)(z +1iy)dt
t

= /tolf dt

& o

Beispiel. f(z) =z
v 2(t) =t + it mit ¢ € [0, 2]

= f(z(t) =t*—it
F=2t+1
I, fdz—fo )(2t +1) fo (2% + t)d t—1f0 t2dt =10 — 8i

Satz. Sei F(z) in G C C analytisch und sei v : [to,t1] C R — C eine Kurve von zg nach z1 sowie sei
vyeQG.
Dann gilt unabhdngig von der Wahl des Weges ~

/ F'(2)dz = F(21) — F(20)

Fiir geschlossene Kurven «y (dh. wenn zo = z1) gilt

]{F’(z)dz =0
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- / v
Beweis. F' = (% +18T

F'dz = analog zu vorher

S~

1
—1 9u
=+ 5y

~ =
7 /tl au - a’U )dt n . /tl(av
= 71' 71: 1 " 78 X

= / ud —|—1/ vdt
to to

= wu(ty) —u(to) +1iv(t1) — iv(to)

= F(Zl) - F(Zo)

Ist die Kurve geschlossen so ist 21 = 29 = f,y F'(2)dz=0

Beispiel. ~: Ellipse |z — 3| + |z + 3| = 10 mit 2o = 5 und z; = 4i

B4t 5

5

4
/zsdz .
y 4

/
4 . . . .
23 = (%) ... brauchen die Parametrisierung der Kurve nicht!

Beispiel. v: Kreis um Ursprung

§idz  (=0777)

4 4

Low
=gy
=~
u
x 0

369
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Die Voraussetzungen des vorigen Satzes sind nicht gegeben! Zwar ist % =
auf ganz v analytisch (némlich bei z = —1 nicht) = v ¢ G = C \ negative reelle Achse.

G

3
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explizite Rechnung:
viz(t) = ret t € [0,27] Kreis um Ursprung

z = ire

27 1 .
- 7t . iTelt dt
o re

27
i / dt = 27i Sehr wichtiges Ergebnis!!
0

S
W | =

Beispiel. Sei 7 ein Kreis um den Ursprung mit Radius r.

1
"/Z

Der vorige Satz ist in diesem Fall anwendbar:
% = (—1) und es existiert ein Gebiet G wo (—2) analytisch ist und v € G liegt. Ein Beispiel fiir G

wire z.B. das Auflere eines Kreises um den Ursprung mit Radius 7 .

Explizite Rechnung:

1 27 1 )
% ; dz = / @ i?“eltdt
0% 0

Wann ist nun eigentlich immer ¢ fdz = 07

2.4.2 Cauchyscher Integralsatz

Definition. Ein Gebiet G C R™ oder G C C heisst einfach zusammenhiingend, wenn jede geschlossene

Kurve in G auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.

Beispiel. Eine Hohlkugel im R? ist einfach zusammenhingend, ein Kreisring im R? ist nicht einfach

zusammenhingend, C\ {0} ist nicht einfach zusammenhéngend.

Satz. Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Ist f : G C C — C analytisch in G, dann gilt
fiir jeden (stiickweise stetigen) geschlossenen Weg v € G

ﬁf@ﬂz:a
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Auch folgendes Korollar des Cauchyschen Integralsatzes ist giiltig:

Satz. Sei G C C ein nicht notwendigerweise einfach zusammenhdngendes Gebiet, sei f : G C C — C
analytisch in G, dann gilt fir jeden (stickweise stetigen) geschlossenen Weg ~y, der in einem einfach

zusammenhdngenden Teilgebiet von G liegt

fi F(2)dz = 0.

Wir beweisen (da leichter): Sei f analytisch mit stetigen partiellen Ableitungen im einfach zusammen-
hingenden Gebiet G dann ist ¢ fdz = 0.

Beweis. Dieser erfolgt mittels des Stokeschen Satzes der reellen Analysis.

AusrotF =0 folgt auf einfach zusammenhéngendem Gebiet = y{ Fdi =0
gl

Zunachst betrachten wir
=:Fdz =:Gdz

ﬁ fdz = ?{ (udz — vdy) +i 7{ (udy + vdz)

Wegen der CR Dgl. folgt sogleich rotF = 0 sowie rotG = 0

U 0
F= — — rotﬁ: 0 =0
v ou
0
G= U — rotG = 0 =0
ou ov

Wir wenden den Stokesschen Satz sowohl fiir F als auch fiir G an

%ﬁdi‘:o, fédfzo :}{fdz:o
Y Y Y

. . : 2 _
Belsplel. fEinheitskreis um O(Slnh Z) dz =0
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2.4.3 Deformations Theorem

Sei f analytisch in einem (nicht notwendigerweise einfach zusammenhingenden) Gebiet G und sei v eine

geschlossene Kurve in G. Angenommen man kann «y in eine andere geschlossene Kurve 4 stetig deformieren

?gfdz:ﬁfdz

Konvention: v und 4 sind gegen den Uhrzeigersinn orientiert.

(ohne G zu verlassen) dann gilt:

Beweis. Wir fiigen das Wegstiick 7o hinzu und erhalten die Kurve v + vy — 4 — 70. Der gestrichelte Zwi-

schenbereich ist einfach zusammenhéngend, f ist dort analytisch, es gilt also der Cauchysche Integralsatz.

=0 = 7{ fdz
Y+Y0—F—"70

= j{fdz—k 7Ofdz—ﬁfdz—[mfdz
Ozéfdz—ﬁfdz

Beispiel. G = C\ {0} mit v einer geschlossenen Kurve um 0.

und somit

wissen wir schon

1 Deformations Theorem 1 [N
—dz = —dz = 2mi
¥ Z Kreis um 0 ?
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2.4.4 Cauchysche Integralformel

Satz. Sei f analytisch in einem (nicht notwendigerweise einfach zusammenhdingenden) Gebiet G, sei

zo € G, sei vy eine um zg herumgehende Kurve in einem einfach zusammenhdngenden Teilgebiet

f(z0) = Ly{MdZ

2mi zZ— 2

von G. Dann gilt:

Bemerkung. Diese Gleichung besagt, dass die Werte von f auf v alle Werte von f innerhalb von ~

festlegen!

Beweis. Betrachten zuerst

1 (20) Z =2y

g ist analytisch in G \ {z} und in z( stetig. Dies gilt, weil f in zy differenzierbar ist und als Folge davon

f(z)=f(z0)
g(z) = { 2—2z0 ° z # 20

auch dort stetig ist. Wir wollen anfiinglich zeigen, dass

%gdzzo
¥

und verwenden dafiir das Deformationstheorem

fgdz:]{ gdz
¥ Yo

wobei 7 ein infinitesimal kleiner Kreis mit Radius rp um zq ist.

Da g stetig in und um 2y herum ist, ist es innerhalb von 7y beschrinkt.

]{ gdz
Yo

< konst - 27rg —0 firrg — 0
—~—

Umfang von 7o
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Somit

_ _ [ f(z) = f(20)
0 = jggdz—ﬁ oy d
B f(z) dz
0 = § s 2
27i
und damit ) ) d
z)dz
f(ZO):QTI'I%;ZZQ

O

Beispiel. Wir iiberpriifen die Cauchysche Integralformel fiir f(z) = 22, diese Funktion ist - wie wir
wissen - analytisch auf ganz C. Sei zyp = 1 — f(i) = —1. Fiir v wihlen wir eine beliebige geschlossene

Kurve um zg = i.

Cauchysche Integralformel:

fi) = 17€z2 dz

27 z—1
1 22
= - dz
2mi Kreis umi @ — 1
2(t) =i+ re't
2(t) = rielt

i i4reit —i

10 = 1-/% (rre e g
1 Jo

1 27 . )
= — P2+ 2ire' + 2 | dt
271— 0 N—— SN——"
—0 —0
= -1

2.4.5 Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen

Satz. Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen Sei f analytisch in einem (nicht notwendiger-
weise einfach zusammenhdngenden) Gebiet G. Sei zg € G und v eine um zg herumgehende Kurve in

einem einfach zusammenhdngendem Teilgebiet von G. Dann gilt

£ (z20) = l‘.j{ B 4 o012,

271 )., (z — zo)" !

Bemerkung. Die Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen impliziert, dass jede analytische Funktion f
beliebig hohe Ableitungen besitzt!

Bemerkung. Merkregel: f (")(ZO) stimmt mit formalem n-fachen Differenzieren der Cauchyschen Integral-

formel nach zq iiberein.
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z.B. folgt aus

durch Differenzieren nach zg

/ _ df(ZO)_ 1 d 1
f(z0) = “do —%ﬁf(z)dzd—z() (Z_ZO)

_ 1 f(z)dz
- 27 ]g (z — 29)?

Beweis der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen:

Sei ein Kreis vy mit Radius rg so gewéhlt, dass der kiirzeste Abstand von 7y zu v gerade rq ist; sei z
ein Punkt innerhalb g, sei § ein Punkt auf v. Dann gilt |z — 2| < 79, | — 20| = 21 und | — 2| > ro.
Diese Relationen koénnen grafisch sofort abgelesen, bzw. allenfalls mittels Dreiecksungleichung bewiesen

werden.
Somit
1
I€ — 2ol 2rg
1 1
S p—
€ — 2] To

Zeigen nun, dass
. [f(Z)—f(zo)_ L § e ] »

zZ— 2 2mi

(€ — 20)?

Zu diesem Zwecke betrachten wir diese Grofie mittels Cauchyscher Integralformel

%if(g)dg [z—lzo (fiz - 5—120> - (5—120)2}

z—zQ

(6—2)(€—20)2

zZ—r2z0

Weil f auf v analytisch ist, ist es auf v durch eine Konstante beschrinkt, daraus folgt mit den Unglei-
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1 1
1€—20[" |€—2]

chungen fiir dass

|z — 20| - const - Umfang(~y)
2m4rs

zZ— 2 f(§)d¢
2ri ﬁ (€ —2)(§ —20)*

Der Umfang(+y) ist von konstantem Betrag, 7 ist fix gegeben. Wenn wir im obigem Ausdruck den lim,_, ,,

nehmen, verschwindet dieser, q.e.d.

Beispiel. Sei v Einheitskreis um 0.

= COSsZ

z=0

1 sin z
= T ) dZ =
miJ, z
sin z .
j{ 5 dz = 2mi
y 2

Bemerkung. Der Beweis der Cauchyschen Integralformel fiir hohere Ableitungen erfolgt mittels vollstin-

diger Induktion!

2.5 Reihenentwicklungen

2.5.1 Grundlagen zu Reihenentwicklungen

Im Reellen:

e Kine differenzierbare Funktion mufl nicht beliebig oft differenzierbar sein, also muf} nicht notwendi-
o f"(a)

gerweise die Taylorreihe )~ / 7—+*(z — a)™ existieren. Beispiel:
2
T x>0
€Tr) =
f(@) { —z2 1z <0

Diese ist einmal differenzierbar mit f’(x) = 2|x| aber eine zweite Ableitung existiert nicht in x = 0.

e Selbst wenn die Taylorreihe existiert, mufl diese nicht notwendigerweise gegen die vorgegebene

f(x):{ e 22 :x#0

Funktion konvergieren.

0 cx =0

Nun ist f/'(z) = #efﬁ — 0 (fiir z — 0) und sogar alle Taylorkoeffizienten (™ (z) — 0 (fiir x —
0), sodass die Taylorreihe von f(x) in jeder Umgebung von 0 verschwindet. Die Taylorreihe gibt

f(z) also nicht richtig wieder, da f(z) in einer Umgebung von 0 nicht verschwindet!

Im Komplexen werden wir zeigen: Wenn f analytisch ist, dann existieren beliebig hohe Ableitungen
(wissen wir schon) und die Taylorreihe konvergiert immer gegen f, die Konvergenz ist gleichmiifiig und

absolut (siehe anschlieenden Beweis).
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Definition. Eine Potenzreihe Y7 a,(z—29)" mit a,, z, 20 € C konvergiert gleichmiBig gegen f(z),

wenn fiir S,,(2) == > ;_, ax(z — 20)* gilt
[Sn(z) — f(2)| <€ V]|z—2) < RundVn > N,

Definition. Eine Potenzreihe konvergiert absolut, wenn >~ |a,(z — z0)"| konvergiert.

Satz. Weierstrass’sches Majorantenkriterium:

Sei f(z) eine Folge von Funktionen auf einem Gebiet G C C. Wenn es reelle Konstante m,, > 0 gibt mit
o |fn(2)] <my, Vz e @G
o Y ymy < 0

Dann konvergiert > fn(z) absolut und gleichmifig (ohne Beweis, wie im Reellen).

Beispiel. Als zentrales Beispiel beweisen wir, dass Y ;2™ innerhalb des offenen Einheitskreises gegen

1
1—=

die analytische Funktion konvergiert, wobei die Konvergenz absolut und gleichméfig ist.

e Fiir z innerhalb des offenen Einheitskreises gilt |z] < 7,7 < 1 . Verwenden das Weierstrass’sche
Majorantenkriterium:
2" = 2" <" woO0<r<l1

Da ) o2 r™ fiir 0 < r < 1 konvergiert, konvergiert >~ , 2™ absolut und gleichmiBig.

e Was ist der Grenzwert von ) 2"? Verwenden Trick: 1+ z+ 224 42" = 1_1Z_"Z+1 = i — %
sodass
1 Zn+1 7,.n+1
T+z4+22 4. +2" — | = < — 0 (fiir n — o0)
1—-2 1—2 1—r

wobei wir verwendeten, dass

l=1—z+z<[1—z|+z|<|1—2z]+7r

1—r<|1—2|
1 1
<
1—z —1—7r
n
Beispiel. Analog gilt, dass > (2:—2) fiir z:zg < 1 absolut und gleichméflig gegen die analytische
Funktion —— konvergiert.
BT

Ohne Beweis mochte ich nun einen im Komplexen giiltigen Satz iiber den im Reellen bekannten Konver-

genzradius anfithren (der Beweis ist einigermafien aufwendig und kann hier nicht durchgefiihrt werden):

Satz. Eine Potenzreihe ZZO:O an(z —20)"™, wobei ay, z, zg € C, besitzt einen eindeutigen Konvergenzradi-
us R (auch R = oo ist erlaubt), wobei fiir |z — zo| < R gleichmdflige und absolute Konvergenz vorliegt,

bzw. fir |z — z9| > R Divergenz besteht.
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Bemerkung. Der Konvergenzradius berechnet sich gem#fl

R= lim -

n—oo an+1

oder

o 1
p= By Viel,  B=7

Beispiel. Fiir > 07 2" ist R=1da a, = 1.

2.5.2 Taylor Reihe

Satz. Taylor Retihe
Sei f analytisch in G, sei zyg € G und v ein Kreis in G mit Radius r um zo. Dann gilt fir alle z im

Inneren des Kreises

20 £(n) (54
fy = gy

wobei die Konvergenz absolut und gleichmdfig ist.

Bemerkung. Wir konnen den Radius r - und damit die Giiltigkeit der Talor-Entwicklung - solange vergro-
Bern, bis wir an eine Singularitdt von f stoflen. Die in Bezug auf zy néchstliegende Singularitidt bestimmt
somit den Konvergenzradius der Taylor-Reihe um zg. Ist f in der ganzen komplexen Ebene analytisch,

so lasst sich f auf ganz C als Potenzreihe darstellen.

Beweis. Sei £ ein Punkt am Kreis . Es gilt in diesem Fall < 1. Die Cauchy’sche Integralformel

Z—ZQ
§—20

£6) = 5 § FO s

lasst sich mittels

1 1
E—z -2 1-— 2%2
umschreiben. Da g:ig < 1 erhalten wir




wobei gleichméfiige und absolute Konvergenz vorliegt und somit

1 _ 1 > z—20\"
fz_ﬁzoz(fzo>

n=0

Da die Konvergenz gleichméfig und absolut ist, darf gliedweise integriert werden

1 &) &~ (z—2\"
£z = zmﬁf_%nz_o(é_zo) ¢

_ n 1 f(6)
= Z(Z—ZO) %ﬁwd§:

n=0

C.I.Formel fiir Ableitungen

= n!
O
Beispiel.
f(z) = € undz=0
fliz) = =12 =..
fo =1
1) =1
1
-  Gp = ﬁ

o
1 . .
e’ = E —'z" sowie berechnen wir R = oo
n!
n=0

Dies passt perfekt zur Definition e* = e (cosy + isiny) von frither (siehe UM1).

Beispiel. f(z) =In(1+ 2)

zo = 0, dort ist f(¢) analytisch und f(0) = 0.

F(2) =t F(0)=1

F(2) = — e £1(0) = =1

() = s £(0) =2

FO(2) = = 00 (0) = (n - 1))(— 1)

Taylor Reihe: In (1 + 2) =57 0"

n=0 n

Wir berechnen sofort R = 1 bzw erkennen dies anschaulich wegen der Singularitét von In (1 + z) an
der Stelle z = —1.

Bemerkung. Anstatt die explizite Taylorreihenentwicklung vorzunehmen, ist es oft einfacher, die Formel

fiir geometrische Reihe, Produktformel oder Partialbruchentwicklung zu verwenden.
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Beispiel.

e

Geom. Reihe
ez 1 /_T 22
> =1=¢ =1+z+z2 +...)-(1+z+3+...)

52
— ...:1+2z—|—%+...

R=1

2.5.3 Laurent Reihe

Satz. Laurent Reihe
Sei f analytisch in einem Kreisring G um zg, mit r1 < |z — 20| < ra, wo z € G. Es emistiert keine

Taylorreihe, jedoch die Laurent Reihe

o0
f2)="Y an(z—2)"
n=-—00
mit a, = ﬁ fv %dﬁ ,n € Z und wo vy ein Kreis um zg mit Radius v mit r1 < r < ro ist. Die

Konwvergenz erfolgt absolut und gleichmdfig.

Bemerkung. Im Allgemeinen ist f innerhalb von 7, nicht analytisch und man darf fiir n > 0 nicht die
Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen verwenden: a, # £ (z0), da f(™(2) ja gar nicht existiert.

Bemerkung. Die Laurentreihenentwicklung enthilt als Spezialfall die Taylorreihenentwicklung: Wenn f
auch innerhalb von ~; analytisch ist, so sind einerseits a_; = a_y = ... = 0 (dies folgt mittels Cauchyschen
Integralsatzes aus f,y F(6)(E—20)kd¢ =0, k=0,1,2,...), andererseits darf man fiir n > 0 die Cauchysche

Integralformel fiir Ableitungen verwenden a, = f(™ (z).

Beweis. Fiir den Bewies der Laurentreihenentwicklung fithren wir fiir eine Hilfstiberlegung einen Kreis

73, der um z herumfiihrt, ein.

<
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Verwenden das Deformationstheorem

1 f(fg) Def. Theorem 1 1 f(fd)
CE et *7{ wif, e

2

Cauchy’sche Integralformel: =f(z)

Bemerkung. Da f(z) innerhalb 3 analytisch ist, durften wir die Cauchy’sche Integralformel verwenden.

éf(z):i]{ f(&2) d@—i J(&) dé,

2ri ), 2 — 2 2mi J, & — 2
z innerhalb ~s:
11 11 i(zzo)n
o=z L2 l-F2 &2 \& 2

z auflerhalb ~;:

1 N 1 1 o 1 i fl—ZO "
§1—2  z—zp1-8=% 2z z— 2

z—2z0 n=0

Im Folgenden ist gliedweise Integration erlaubt, da absolute und gleichméflige Konvergenz vorliegt

i) = Z% R =l +Z = Heia - ) -

2—2’0

-1 1 f(€1)d€
anfoo 2mi f"fl (Elfio)n}kl (Z—Z())n

-1

— 1 f(&)dg n 1 f(§)dg n :
= EZ: o }{ W(z —20)" + Zooz—m ﬁ W(z —20) mittels Def. Theorem

n=—

— _ n
Z 27r1[y & — 20) ”*1 (2= )
Hier ist ~y ein beliebiger Kreis zwischen v; und ~s. O

Bemerkung. Anstatt die expliziten Integrationen vorzunehmen, ist es oft einfacher, die Formeln fiir geo-

metrische Reihen oder Partialbruchentwicklung zu verwenden!

1

Beispiel. Gesucht ist Laurentreihenentwicklung von f(z) =

z z—1?
berechnen wir z.B. a_s und a_;
1 1 Cauchyscher Integralsatz
a_o9 = — dw — .1 = 0
27l Kreis um 0, 0<r<1 w(w - ].)U)
N———

:ﬁ analytisch innerhalb des Kreises

Cauchysche Integralformel
1 dw 1 A~ 1 1
a_1 = — —_— _— = [ = —
2mi Kreis um 0,0<r<1 W w — 1, w—1 w=0

analytisch innerhalb des Kreises

Etwas einfacher berechnen wir a_; mittels der Formel fiir die geometrische Reihe

f(z):*(*l)iz:*%(1+2+22+...):f(§+1+z+22+...)
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oder mit Partialbruchentwicklung

geom. Reihe
1 1 1
f(2) = (Partialbruchentwicklung) = —— — 1 =———(Q+z+22+..)
z —z 2

1
—(;+1+z+22+...)

Wir lesen ab, dassa_o =0,a_1 = —1

2.6 Residuensatz

2.6.1 Pol k-ter Ordnung

Definition. Ist f(z) in beliebig kleiner Umgebung von zy analytisch (d.h. fiir {z]|0 < |z — 20| < 72}) mit

Laurentreihenentwicklung

a_p a

o0
-1 n
— + ... an(2 — 2
(z—zo)k+ +Z_ZO+HZ::O n( 0)

f(z) =

definiert dies einen Pol k-ter Ordnung in 2.
Definition. Ein Pol 1-ter Ordnung heifit auch einfacher Pol.
Definition. k = oo heifit wesentliche Singularitit.

Definition. Eine Funktion, die in einem Gebiet GG bis auf Pole analytisch ist, heiit meromorphe

Funktion.

Beispiel. f(z) = 125 hat sowohl einen Pol 1. Ordnung in z = 0, da

z—1

f(z) = 1(71)— 1(1+z+22+...):—(

B 1
z 11—z  z z

+l4+24..)

~~
Pol 1. Ordnung

als auch einen Pol 1. Ordnung in zp = 1, da

1 1
T+(z—1) 21

1 1
=(1-(-1+(E-1%*-.) 1= T 14 (z—1)—..
——
Pol 1. Ordnung

flz) =

Beispiel. f(z) = (Zi%l)g, hat einen Pol 3-ter Ordnung in zy = —i

Beispiel. f(z) = z21+1 = (Z_i)l(zﬂ.) hat sowohl einen Pol 1-ter Ordnung in zp =i als auch einen Pol 1-ter

Ordnung in zg = —i. Dies folgt z.B. fiir zg =1, fiir 0 < |z — | < 2
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1 B 1 1/ 1
24+1  (z4i)(z—1) 20\z—-1 z+i

+
1 1 1 1 1 1 1
To2i\z—1 2i42—i) 2i\z—-1i 2i 1+ 21

Pol 1. Ordnung

Beispiel. f(z) = % hat keinen Pol in z5 = 0, sondern eine hebbare Singularitét, denn

-2 4 22
. — 3T . _ _*
f(z) = — 1 a + ..

1
z

Beispiel. ez =1+ i + ﬁ + ... hat wesentliche Singularitéit bei zg = 0

2.6.2 Residuensatz

Definition. a_; heifit Residuum von f an der Stelle z.

a—1 = Res(f, 20)

Anstatt mit der Laurentreihenentwicklung kann das Residuum sehr rasch mit folgender Formel berechnet

werden:

Satz. o [Es habe f(z) in zo einen einfachen Pol, dann gilt

Res(f,z0) = lim [(z — 20) f(2)]

Z—20

e [Es habe f(z) in zg einen Pol k-ter Ordnung, dann gilt

Res(f,zp) = lim

Z—rZ20 (/C — 1)!

k—1
S | (G- 20 )

Beweis. Wir beweisen den Fall k£ = 1, der allgemeine Fall folgt analog. Laut Voraussetzung gilt

a_1

flz) = + ) an(z - 20)"

Z— 20

n=0

(z—20)f(z) = a_1+ Z an(z — 29)" !

n=0
sodass
Jim [z~ 20)f(2)) = as
O
Beispiel. )
f(z) = e
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Res(f,0) = lim,_,o [z - ﬁ} =-1

Beispiel.

Res(f,i) — lim [(z—i) ! ]

z—i 22 4+1
1
= L _
e T
- 1
2

Satz. Residuensatz Sei f analytisch bis auf einen Pol k-ter Ordnung in zg, sei vy eine um zy einmal

herumfiithrende geschlossene Kurve. Dann gilt
% f(z)dz = 2xi Res(f,zo)
-

Beweis.

yﬁf(z)dz = i[@i;;@+v pea— Zanz—zg "dz
—_————

n=0
—0 5
1
= a_3 f dz
Z— 20
= a_127i
O
Allgemeiner Residuensatz:
Satz. Sei f analytisch in G bis auf Pole in den Punkten zy, za, ..., z, € G. Dann gilt fiir eine geschlossene

Kurve v C G:
f f(z)dz = 271'12 Res(f, zx)
v k=1

wo die Summe iiber alle von v eingeschlossenen Singularititssstellen genommen wird!
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Beweis. Beweis des Residuensatzes mittels Deformationstheorem

/yf(z)dz = i]{k f(z)dz

k=1
———

2rwiRes(f,zk)

2.7 Berechnung von (reellen) Integralen mittels des Residuen-

satzes

2.7.1 Integrale des Typs [~ f(z)dx

Satz. Sei f(z) = %, wo g, h Polynome in x mit Gradh > Gradg+ 2, h(x) habe iberdies keine reelen
Nullstellen. Dann gilt

/oo flz)dx = 27ri§: Res(f, z1)
- k=1

Im z >0

(Summe tber all Pole in der oberen Halbebene) oder genauso

/ " fa)de = —zmzn: Res(f, 1)
> =1

Im z; <0

(Summe tiber alle Pole in der unteren Halbebene)

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall in der oberen komplexen Halbebene

A
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=0

|tz = g [ fade s pim / R

Geschl. Weg=Residuensatz

QWiZRes(f, Zk)
k=1

Im z,>0

Hier bezeichnet yr einen Halbkreis mit Radius R in der oberen komplexen Halbebene, zu zeigen ist

—0

f(z)dz

< max z)| -Rm =
< mag [£(2)

————

1
R2

T
R

"YR

Der Beweis fiir den unteren Halbkreis ist dhnlich, v bezeichnet hier einen Halbkreis mit Radius R in der

unteren komplexen Halbebene:

weil im Uhrzeigersinn n
= .
— 2mi E Res(f, 1)

=1

lim /_1; f(z)dx + /WR f(z)dx

R—o0
————
=0

Im z;<0

geschlossener Weg

Beispiel.

< dx . 1
/_001—1—.];2 = 27i RGS(:H_ZQ,I> =T

2.7.2 Integrale vom Typ [*_ f(z)e*dx

Satz. Sei f(z) = zgi;, wo g, h Polynome in x von Gradh > Gradg+1, f(x) habe keine reellen Polstel-
len, es sei k € R. Es gilt (ohne Beweis) analog zu 1.7.1

Achtung Fallunterscheidung nétig! Auf Vorzeichen von k achten!

k>0: /OO f(z)e*dr = QﬂiiRes(f(z)eikz,zj)

— 00

j=1 Im z;>0

(Summe dber all Pole in der oberen Halbebene)

k<0: /Oo f(x)e*®de = —ZWiZ Res(f(2)e'™* )
—oo 1=1

Im z<0

(Summe dber all Pole in der unteren Halbebene)
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Bemerkung. Merkregel
Der Beitrag des co-Halbkreises muss verschwinden
= wir miissen fiir k¥ > 0 oben schlieflen (d.h. z — ic0): €!F* — elFi® = =k

= wir miissen fiir k¥ < 0 unten schliefen (d.h. z — —ico): elF* — lF(=i) = koo

Bemerkung. mittels Bildung von Real- und Imaginérteil gelten analoge Formeln auch fiir

/OO f(z) cos kxdx | /OO f(x)sin kxdx

Beispiel.

° coszx o e dy

de - R car

/,oox2+1 v e(/,mxul)
2+1

— ) iz
lim. i it =

2
= Re <7Tlel> = me™?
2i

= Re(2mi Res(———,1)

Definition. Fouriertransformation

71k:n
(Ff)(k \/%/ f(z dz, keR

Zu beachten ist die Konvention in der Definition des Vorzeichens im Exponenten!

Beispiel. Sei f(z) = 9+I2; (Ff)(k) =

Sei zunéchst k > 0, dann miissen wir auf Grund der Konvention des Vorzeichens im Exponenten unten
schlieflen, es tragt der Pol zg = —3i bei:
1 ] efikz ) /27T ap
—e

7\/?27” Res(m,zo = *31) =

Fiir £ < 0 miissen wir oben schlieflen, es tragt der Pol zy = 3¢ bei:

—ikz
et . N
o3k

2mi —————,%0 =
i Res( 3300z —30) 20 = 31) 5

1
V2T

Wir kénnen das Ergebnis zusammenfassen:

/ ok gy _ V2T gk
V21 J_so 9 + 2 6

2.7.3 Hauptwert von (reellen) Integralen P [~ f(z)dx

Satz. Wenn f(x) bei z, € Rk = 1,...,m unbeschrinkt ist, so existiert maglicherweise der Hauptwert

(englisch: principal value oder principal part) des Integrals:

/ f(@)d := lim </z6f(x)d1:+/:i:f(x)dx+.../:l...)

o7



Wenn Integrale vom Typ 2.7.1 oder 2.7.2 betrachtet werden und zusditzlich einfache (!) Pole auf der

reellen Achse vorliegen, gilt (wenn oben geschlossen werden kann)
P/ f(z)dx = 2xi Z(Residuen von f in oberer Halbebene) + i Z(Resz’duen von f auf z-Achse)

Analoges Ergebnis erhalten wir mit negativem Vorzeichen falls unten geschlossen wird.

)

P4
N

Ly

Beweis. Radius ¢

yo

—inRes(f,zk) =0

R
[ fodee i | S [ s+ [ G
Pole z, €[—R,R] Ve TR

= QﬂiZRes(f, 2;)
i=1

Beweis der Beitrdge um infinitesimale kleine Halbbogen:

(2)dz = / <zazk + Z an(z — zk)”> dz

n=0

2(t) = z1, +eelt t€[0,7)

2(t) = ieelt

/ f(2)dz = —a_, /ﬂ ﬁdt +0(e)
Vi 0

21 + eelt — 2,

—imra_1=—inwRes(f,zx)
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Kapitel 3

Lineare Algebra

3.1 Vektorriaume

Definition. Kommutative (=abelsche) Gruppe

Sei M eine Menge mit Abbildung ,,Addition“ M x M — M wo

1. Va,be Mista+be M

2. a+ b =b+ a (Kommutativitit)

3. a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ (Assoziativitit)

4. 30 € M sodass Va € M : a + 0 = a (Nullelement)

5. VYa € M existiert ein inverses Element (—a) sodass a + (—a) = 0.
Dann hei8t M Gruppe (M, +).

Definition. Korper

Existieren auf der Menge K zwei verschiedene Abbildungen (,Addition“ + und , Multiplikation® -) mit

1. K ist eine kommutative Gruppe beziiglich der Addition +

2. Va,be Kista-be K

3. a-b=1"b-a (Kommutativitit)

4. a-(b-c) = (a-b)c (Assoziativitit)

5. 31 € K sodass Va € K : 1-a = a (Einheitselement)

6. Va,a # 0 € K existiert ein inverses Element a~!, sodass a-a~! =1
7. a-(b+c¢) = ab+ ac (Distributivitit)

dann heiit die Menge K Korper (K, +,-)
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Definition. Vektorraum (VR)

Eine Menge von Elementen a7, a3, ... heifit Vektorraum (oder linearer Raum) V iiber einem Korper K
(meistens R oder C), wenn unter den Elementen a; eine Addition und eine Multiplikation mit einem
Element A € K (dem Skalar) definiert ist, wo gilt

1. (V,+) ist eine kommutative Gruppe

2.V eKundadeVist \de V

3. A1(Aed@) = (M A2)ad (Assoziativitét)

4. (M + X2)@ = M3 + Aea (Distributivitét I)

5. A(@+b) = \@ + Ab (Distributivitét IT)

6. 1-d=d wo 1 das Einheitselement aus K ist (dh 1- A = AV € K)
Beispiel. R ist VR iiber R.

Beispiel. Die Menge R™ von n—Tupeln von Zahlen aus R:

1
R”:{ 2 xieR,izl,..n}
Ty
ist VR iiber R, wobei
T1 (i 1+
Z2 n Y2 | _ | Z2t92
Tn, Yn Tp + Yn
T AT
). T | _ ATo
Tn ALy,

Beispiel. Vektoren € R3

Beispiel. Menge aller reelwertigen Funktionen, die auf [a,b] € R definiert sind bildet einen VR iiber R.

{fIf : [a,b] = R} wo

(f+9)(x) = [fl@)+g(x) z€la
A Hx) = Af(z) z€la,b)jund N eR

3.1.1 Beispiel zur Verwendung der Axiome

Beispiel.
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Beweis.

O
Beispiel. Sei A#£0: \d=0=a=0
Beweis. DaAX# 03X A7) = (V" Na=1a=a
Andrerseits A\"(A@) = A1 0= A"1b+ (=) = Ab+ (—A"10) =0
=a=0 O
Definition. Lineare Unabhéngigkeit
n Elemente a3, a3, ...d;, eines VR iiber K heiflen linear unabhéngige (l.u.a), wenn aus
> Ndi=0 NeK
i=1
folgt )\1 = )\2 =...= )\n =0.
Andernfalls heiflen sie linear abhiingig (l.a.)
s 9 1o 1\ . 0
Beispiel. Im R” sind 7 = 0 ,63 = ) L.u.a.
Beweis. Sei M€} + \aés =0
1 0 A 0
M T+x =T =
1 Ao 0
= A1 =X=0
O
Beispiel. Ein einzelner Vektor @ # 0 ist Lu.a.
Beweis. A&'z@,daﬂai#O:)\ai:O:)\:O O]
Beispiel. 0 ist linear abhingig.
Beweis. Aus \0 = 0 folgt nicht A = 0, wir kénnen ja A = 1 betrachten. O

Satz. Sind aq, ..., dy lu.a. und @i, ...,dn, a1 La. so ist a,iq eine Linearkombination von ai, ...d,,.

Beweis. Wenn Z?:Jrll \;a@; = 0 so sind nicht alle \; = 0. Sei An+1 7 0 dann ist

I U i — —~ A
an+1__>\72 iai_z_mai

ntl 5 i=1

Falls aber A,,4+1 = 0 wére, diirften fiir Z?:l \;a; = 0 nicht alle \; = 0 sein , daher wéren aji, ..., d,, linear
abhéingig, Widerspruch. O

Satz. Sind adi,dy,...d.(r < n) linear abhingig, so sind auch ai,dy, ..., dr, a; 31, ..., d;, linear abhdingig.

(ohne Beweis, sieche Ubungen)

Behauptung. Je drei Vektoren a, l_;, ¢ sind im R? linear abhdngig.
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Beweis. Zunichst gilt identisch
(byea — bacr)a@ + (cras — coa — 1)5—&— (arbe — agby)C= 0
z.B.: 1.te Komponente:
(bica — bacr)ay + (craz — caa — 1)ag + (a1ba — azby)as =0

Sei nun a, g, ¢ linear unabhéngig.
Dann folgt () = () = () = 0 also insbesondere a1by — asby = 0. Damit gilt identisch by@ — ash = 0 sodass
@, b linear abhéingig sind (man kann nicht by = ay = 0 folgern). Wenn &, b linear abhingig so sind @,b, &

linear abhingig, Widerspruch! O

Definition. Dimension
Die maximale Zahl n von linear unabhéngigen Vektoren im Vektorraum V iiber K heifit Dimension von
V,dimV =n

Beispiel.
dimR? = 2

Definition. Basis

Sei dim V = n. Je n linear unabhéngige Vektoren aus V heiflen eine Basis von V.

Satz. Sei {b}, bé, ceey b;} eine Basis von VRV diber K. Dann lif$t sich jeder Vektor ¥ € V eindeutig nach

dieser Basis entwickeln

n
T = Z wa: z; € Keindeutig

i=1
(ohne Beweis, sieche Ubungen)

Satz. Wenn di, ..., am, sowie by, ..., b, Basen von V so folgt m = n.

Beweis. 1. ai, ..., ap, linear unabhiingig — m < n da b; Basis von n Elementen

2. b_i, e b:L linear unabhingig — n < m da a; Basis von m Elementen

Definition. Unterraum (UR)
Sei V ein VR iiber K. U C V heifit Unterraum von V', wenn U (beziiglich der Verkniipfung in V') selbst
VR ist.

Bemerkunyg.
dimU < dimV

Beispiel.
U={\a|d#0fest,\eR},V =R?

Gerade durch Nullpunkt in Richtung @, dimU =1

Definition. Menge aller Linearkombinationen von Vektoren ai,...,da, € V

L, ....dr) = {D>_ M|\ € K}
i=1
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Man kann leicht zeigen
Satz. Seien ai,...,a, € V. Dann ist U = L(a3, ..., d,) ein UR von V.
Beispiel.

U = {Xd|d#0fest, \eR}
= L(a)

Definition. Linear unabhéingiges Erzeugendensystem
Linear unabhéngige Vektoren a1, ...,a, € V heiflen linear unabhéngiges Erzeugendensystem von U =

L(ai, ..., a1).
Beispiel. €1, ..., e, linear unabhéngiges Erzeugendensystem von R™.

1. €1, ..., e, linear unabhéngig
2. ¥ € R beliebig, ¥ = z;¢; = R"* = L(eq, ..., &)

Satz. Wenn b_i, e b;; eine Basis von VRV ist, so ist b_i, e b; ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem

von V.

Beweis.

e Jeder Vektor aus V ist eine Linearkombination der Basis (siehe frither) V C L(by, ..., by,)

e Linearkombinationen fiihren nicht aus V heraus! L(by, ..., b,) C V = V = L(by, ..., by,)

O

Satz. Ein VRV hat genau dann dimV = n, wenn V ein linear unabhdingiges Erzeugendensystem von n
Vektoren besitzt.

Beweis.

=dim V = n, dh. es existiert eine Basis b;, e b:L, die (obiger Satz) ein linear unabhéingiges Erzeugenden-
system ist.

<8Sei V = L(d1, ..., dy)mit a; linear unabhéigig, dann ist die Maximalzahl m von linear unabhéngigen
Vektoren m > n.

Daher existiert eine Basis von V by, ..., b, weil V = ]L(b_i, ey b)) = L(ati, ..., dy,) und deshalb ist m = n

(nach fritherem Satz)

O

Beispiel.

dimR" =n

(da €3, ..., €5, linear unabhingiges Erzeugendensystem von R"™)
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3.2 Lineare Abbildungen

Definition. Lineare Abbildung

Seien V, V' VR iiber demselben Korper K. Eine Abbildung o : V' — V' heifit linear (bzw. Homo-
morphismus) wenn

o(\F + uif) = Ao (@) + po(§) Vi, FEV, hpeK

Beispiel.
V=V'=R o(x)=ar a€R

o(Ar + py) = a(Ax + py) = Ao(x) + po(y)

Beispiel.
V=V'=R a,beR b#£0

o(x) =ax +b ist keine lineare Abbildung

Satz. Jede lineare Abbildung fihrt den Nullvektor 0 aus V in den Nullvektor 0" in V' dber.

Beweis.
Sei#eV
0 ) = A =0- -0
0 )=0(0-2)=0-0(z)=0
€

o

<
m
<

Satz. Fine lineare Abbildung bildet linear abhingige Vektoren auf linear abhingige Vektoren ab.

Beweis.
Seien ay, ..., dj linear abhéngige Vektoren von VR V iiber K, so existieren Skalare \; € K, i = 1, ...k, die

nicht alle verschwinden, sodass

Somit folgt

Beispiel.
V=R" V' =R

o(Z) = |Z| ist keine lineare Abbildung!

—

o(Z+9) = |7+ ¢l < |7 +y] = o(Z) + o (¥)

Dreiecksungleichung

o(AT) = |AZ] = |A|[Z] = [Alo(Z)
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Definition.
LV,V') = {o]V = V'}
ist die Menge aller linearen Abbildungen von V nach V'

Definition. o € L(V, V") heifit injektiv wenn fiir v1,v3 € V gilt,

— — —

U(Ul) :O'(’U_é) = V1 = V2

Definition. o heifit surjektiv, wenn o(V) =V’

Definition. ¢ heifit bijektiv (oder Isomorphismus) wenn o injektiv und surjektiv.
Definition. V heifit isomorph zu V' : V 2 V' wenn 3 bijektives o € L(V,V’)

Definition. Ein Isomorphismus eines Vektorraums Vauf sich selbst heiffit Automorphismus.

Satz. V=V’ (isomorph) genau dann, wenn dimV = dim V’.
(ohne Beweis)

Definition.

Kero = {ZZeVmito(@)=0¢cV'}
{o(@)|Z e V}

Imo

o

Satz. Firo e L(V,V') gilt
dim(Kero) + dim(fmo) = dimV

(ohne Beweis)
Beispiel.
V=R" V' =R" m<n

Fir
Z1

T2

8]
Il

Tm

Tm+1

Tn
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sei

il
i T2 .
o(@) = = dimImo=m
T
0
0
Kero = { 1 inK}
Y2
Yn—m
dimKero = n—-m = dimKero+dimlmo=n

Satz. o € L(V,V') ist genau dann injektiv, wenn Kero = {6}
Beweis. e sei o € L(V, V') injektiv. Fiir jedes 7 € Ker o gilt o(7) = 0/ = ¢(0). Mit Injektivitit folgt
7 =0.
e sei Ker o = 0. Ist nun fiir 7,05 € V o(v1) = o(v3), so folgt o (v —v3) = 6’7 also v] —v3 € Ker o0 = 6,
also v1 = v3.
O

Satz. Eine injektive lineare Abbildung fihrt linear unabhdngige Vektoren in linear unabhdingige Vektoren

iiber (ohne Beweis, siehe Ubungen).

Konnen wir die Menge der o € L(V, V') zu einem Vektorraum erweitern?

Satz. Seien o,7 € L(V,V’). Dann bildet L(V,V") mit

(0 +7)(Z)
(Ao)(Z)

o (Z) + 7(Z)
Ao(#) AeK

einen Vektorraum (L(V,V'),+) dber K.

Definition. Der Dualraum V* eines Vektorraumes V iiber einen Kérper K ist der VR (L(V, K), +) aller
linearen Abbildungen von V nach K.
V= (L(V,K), +)

Bemerkung. Jedes Element aus V* ist eine lineare Abbildung von V' nach K und wird lineares Funktional

genannt.

Beispiel.
V=R" K=R, 0@ =d z, dafest

Satz. Fir lineare Abbildungen kénnen wir neben ,Addition” + auch eine zusdtzliche Verkniipfung ,Hin-
tereinanderausfithrung® (oder ,Multiplikation®) o definieren: Sei o € L(V, V'), 1€ L(V',V").

Too:V V"
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Esgilt T oo € L(V,V")
Beweis.

(troo)(aZ+bx) = 7(o(aZ+ dbT))
= 7(ac(Z) + bo(Z))
= ar(o(Z))+ br(o(Z))
= a(ro0)(&) +b(roo0)(T)

O

Bemerkung. Betrachten wir (L(V,V), o), bildet dies im Allgemeinen keine Gruppe. Die Hintereinander-
ausfithrung ist im Allgemeinen nicht kommutativ, es gibt die Einheit (diese ist die identische Abbildung

1(Z) = &) und es gilt das Assoziativgesetz po (To0) = (poT)o0o

(po(r00)) (%) =p((To0) (%) =p(r(c(Z)))

((poT)oa) (%) =(poT)(0(Z)) =p(r(o(7)))
Es existiert jedoch nicht immer das Inverse (nur bijektive Abbildungen sind umkehrbar). Diese algebrai-
sche Struktur nennen wir eine (nicht kommutative) Halbgruppe.

Bemerkung. Betrachten wir (L(V, V), +, o) so liegt beziiglich 4+ eine Gruppe vor, beziiglich o eine

(nicht kommutative) Halbgruppe, sowie sind die Distributivgesetze erfiillt, dies bezeichnen wir als Ring.

Bemerkung. Die Automorphismen eines n-dimensionalen VR V iiber K bilden hingegen sehr wohl eine
(nicht kommutative) Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung o , diese Gruppe bezeichnen wir
als GL(n, K), wobei GL fiir general linear steht.

3.3 Matrizen

Satz. Sei b_i, . b_,; eine Basis des VR V. Dann ist jede lineare Abbildung o € L(V, V") bereits

—

nur durch die Angabe der Abbildung der Basis o(b;) = ¢ festgelegt.

Beweis.

O

Bemerkung. Die Basisbilder ¢; = o(b;) kénnen beliebig gew#ihlt werden und bilden im Allgemeinen keine

Basis von V.
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Satz. Jede lineare Abbildung o € L(R™ R) wird durch das Skalarprodukt von & mit einem
Vektor @ € R™ gegeben.

o(F) =a &

Beweis. Wir betrachten als Basis im R"™

0
0

- 0

€; =
1 | « i-te Zeile,i =1,2,..n
0
0

Sei o(¢;) = a; € R.

o(¥) = Zfﬂia(ei) = inai =ar

i=1 i=1

O

Satz. Jede lineare Abbildung o € L(R™,R™) wird durch das Produkt von & mit einem recht-

eckigen Zahlenschema, der Matrix

gegeben.

Beweis. Sei

i=1

im0

n
2 i1 Gmii

ail A1n T

Am1 - Qmn Ty
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Wir sagen A hat m Zeilen und n Spalten, wir schreiben A = (a;;).

Analog fassen wir in Matrixnotation die Vektorkomponenten als n x 1 Matrix X auf

T1
X =
Ty
und schreiben somit
o(f)=AX

Satz. Zweifache Basisabhdngigkeit einer Matrix

Seien im Allgemeinen V,V' VR diber K, dimV = n, dimV’ = m mit Basen B = {b_i,...,b:l} und
B = {b_’i, ...,b;}. Es gibt eine umkehrbar eindeutige Abbildung von L(V,V') auf die Menge der m x n
Matrizen iiber K, die von den in V, V' gewdhiten Basen B und B’ abhdingt.

cs A

Beweis.
= Sei O’(b;) =" al-jb_;, wo a;; eindeutig sind, wegen der Eindeutigkeit bei Entwicklung nach einer

Basis. Damit definieren wir A = (a;;).

< Sei A = (ai;) gegeben, dann definieren wir O'(b_;') =y aijbz., damit ist o vollstdndig bestimmt. [

Definition. Addition von Matritzen

Seien 0,7 € L(V, V'), dmV =n, dimV’'=m.

Sei
e LV,V): o(t;) = > ayb;
i=1
Te L(V,V"): T(b;) = Zbijl;il
=1

o + 7 ordnen wir A + B zu
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- —/
Bemerkung. Achtung nicht verwechseln: b; ... Basis von V, b; ... Basis von V', b;; ... Komponenten der
Matrix B.

Definition. Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar:
Sei A € K und Ao ordnen wir A\A zu:

D)E) = o) =2 aib)
=1
M = ()\aij)

Definition. Multiplikation von Matritzen

Sei
e LV,V): (b)) = > bibi
k=1
TeL(V,V"): T(b;/) = Zaikl;ill
=1

7 0 0 ordnen wir 4 - B zu

—

(roo)by) = 7(0®)) = biyr(br)
k=1

= > > bijaib;

k=1 1i=1

r m 1"
= E E i1 by ;b;
i=1 k=1

" —//
- Yo
i=1
Unter dem Produkt der Matrizen A - B = C' versteht man die Matrix C' = (¢;;) mit Elementen
m
cij =Y airby
k=1
(Skalarprodukt von i-ter Zeile von A mit j-ter Spalte von B.
S . . 9 . . - 1y . 0
Beispiel. Spiegelung an x-Achse im R, betrachten die spezielle Basis €1 = NE €y = .

Eine Spiegelung der Einheitsvektoren an der x-Achse liefert

51 — 517 é'g — —52

71



sodass mit

oy (e _ (1 oy (a2} [0
@)= ) o) ()

die der Spiegelung zugegeordnete Matrix A durch

5 1 0 1 0
7 =o(o() = : |
0 -1 0 -1 Y
1 0
0 1
B T
Yy
Achtung! Im Allgemeinen A - B # B - A. Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ, z.B.
1 0 2 1 B 2 1
0 0 30/  \o o
2 1 1 0 B 2 0
30 00/ \30

Bemerkung. Das Produkt zweier Matrizen A, B ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl von A gleich der

Zeilenzahl von B ist.

Anxm ' Bmxk = C"rL><k

1 7 0 4
1 0 -3 1 4 0 1
12 -3 0 2 =
0 2 -1 4 -7 0 3
2x3 0 1 0 1 2x4

3Ix4

Beispiel.

Beispiel. Ein weiteres Beispiel fiir Matrizenprodukt ist die Matrixschreibweise von linearen Abbildungen

ail A1n T
o@ =1 .. | =AX

Am1 - QAmn Tn
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Definition. transponierte Matrix AT

Es gilt

AT = (af)) = (az)
a1 an1
A1y eee oo Qpm
(A+B)T = AT 4+ BT
AT = AT
(AB)T BT AT

Definition. Hermitisch konjugierte Matrix Af

At = (AT)" = (af))* = ()

)

= transponierte und komplex konjugierte Matrix

Es gilt

(A+B)f = At 4+ Bf
AT = arAf
(AB)T = BTAT

Definition. Eine quadratische Matrix A heif3t

e symmetrisch wenn A = AT,

e antihermitisch wenn A = — At

e normal wenn AAT = ATA

Beispiel.

Beispiel.

hermitisch wenn A = At

antisymmetrisch wenn A = — AT
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aar — [0 3) (o =3\ _ (90
- \=30/\3 o/ \o 9
a - (03
3 0
3.4 Determinanten

Man kann jeder quadratischen Matrix {iber K eine Zahl aus K zuordnen, die Determinante

ail ai12 A1n
detA =

an1 oo Qpn

dabei wurde Summenkonvention (iiber doppelt vorkommende Indices wird summiert) verwendet . Als

Verallgemeinerung von €;;;, definieren wir

e cio. =1

® ¢, i, = +1 wenn (i1...i,) durch gerade Zahl von paarweisen Vertauschungen auf (1,2,...,n) ge-

braucht werden kann.
e = —1 durch ungerade Anzahl von Vertauschungen auf (1,2, ...,n)

e = ( wenn nicht alle Indizes verschieden.

Beispiel.
aip  ai2
= €4y ip@4104,2
az1 a2
= €11 A11012 + €12 Q11022 + €21 (21012 + €22 G21G22
~— ~— ~—~ ~—~
=0 =1 =1 =0
= a11022 — A12G21
Beispiel.
1 -2
=2—-(-6)=38
3 2

Bemerkung. det A kann aufgefasst werden als Funktion von Spaltenvektoren dj mit Komponenten
(ak)i = aik

Neue Schreibweise

det A = 61‘1“,1‘"( _i)“ (a})iz...(a})in = [a’i,a’é, ...,a}}]

3.4.1 Séitze iiber Determinanten

1. det A = det AT
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Beuweis.

det A = €, .,0;,1--0; , = €, i, @iy1--Qipm
umreihen durch m-Vertauschungen
f— . . . . 3’ a 37
= €..ip 0510, n j’s héngen von i’s ab

Nach m Vertauschungen der a’s sind gleichzeitig

(il,ig, ,Zn) — (1, 2, ,n)

(1,2,...,71) — (j17j27~-~7jn)

L e T _ .. . 4. =
also €;,..i, = €j,..;, und det A* =¢€;, ; aj1...a5,, =det A

n

Beispiel.
13

=8 =
—22

A, ey Ay ey Gy oG] = —[A1, ey Ay ooy ALy ooy G

Die Determinante dndert das Vorzeichen, wenn man zwei Spalten (zwei Zeilen) vertauscht.

Beweis.
€irviteninnin (@1)i1--(01)it--(Qh )ik (An)in = —€iy.oig.igein (G1)i1--(d1) a1
= €i1 zk“.zl.“zn(_i)zl (a_l'c)zk
== 7[071, 7a7<:a aCrla' ,(177,]

cai, o Ak, oo ap] = Aad, oo, Gloy oeny G = Adet A

. det(AA) = A" det A folgt aus 3.

—

. laty ey ak + b_;;, ey A ] = A1y ooy Aoy ooy ) + [A1, ooy Dy ooy G

Achtung vor Trugschluf

det(A+ B) # det A+ det B

1 0
0 0

. detl = =[é1,€3,....,6n] =1
0 0 1

Beweis.

(0]



7. |aky, Qhyy oo k| = €k ok, [T, A2y evy o,
Beweis.
€ir..in Ok )i1 (@K, )in = €iy..i, (A1) (A,

(k1y ..oy kn) — (1,2,...,n) durch eine gewisse Zahl m von Vertauschungen, ebenso (iy,...,i,) —

(V15 -os Yn) damit €, i, = €ry. kn€yi.oym

O
8. det(A-B) =det A-det B
Beweis.
det(A-B) = €, ., (A B)1i,(A-B)ajy...(A B)ps,

= €i1.in 0151 b1 0255 bj5is -Onj, 0,

= a1j1a2j2...anjneilminbjlilbhiQ...bjnin

= detA-detB
O

9. det A = 0 < Spalten (Zeilen) Vektoren sind linear abhéngig.

(a) < wenn Spalten (Zeilen)vektoren linear abhéngig, so ist zumindest eine Spalte Linearkombina-

tion der anderen. dh. mindestens 2 Spalten sind (bis auf Vorfaktor) gleich und somit det A = 0.

(b) = Sei det A = 0 und seien dji,...,d; linear unabhingig, wir zeigen dass ein Widerspruch

ensteht. Wegen der linearen Unabhéingigkeit — €; = A\g;aj.
1=1[é1,€2,...,€n] = Niy1--- Ak l0kys -y 0k, ] =0

10. Entwicklungssatz

det A = Z(*l)ﬂrkaik det Aik
i=1
(Entwicklung nach der k-ten Spalte)
n .
det A = Z(—l)”kaik det A;
k=1
(Entwicklung nach der i-ten Zeile)

Ak erhélt man aus A durch wegstreichen der i — ten Zeile und k — ten Spalte.

Beispiel.

det

[ I N
(SR NCR
I
—_
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Probe: Entwicklung nach dritter Zeile

= 6+4+0—-1=-7

(A1 .oy €, ..., ] = det o | (=) TR — ()R det Ay,

Ajy Az, 4 1

= det A = Z(*l)i+kaik
i=1

X 0 Z1 Tl R
det = eil-nin—lin " = (en)in
Y1--Yn—1 1 yi) ., Yn-1), = =~

(i1 7é i2 75 7é n) = €i1...in,1(mq)i1~-~($7z)in,1 = detX

da

det A = Z(fl)”k a;, det A;p Entwicklung nach kter Spalte
=1

Definition. Zeilen (Spalten)rang

Die Maximalzahl linear unabhéingiger Zeilen- (Spalten) vektoren einer Matrix heifit Zeilen (Spalten)rang.

A:<112>
2 2 3

Satz. Zeilenrang = Spaltenrang (=Rang)

Beispiel.

Zeilenrang:

sind linear unabhéngig, daher Zeilenrang = 2.

Spaltenrang;:

sind linear unabhéngig, daher Spaltenrang = 2.
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Bemerkunyg.
Rang A = dim(Imo)

da o(éj) = a; € R™

Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A = dim Imo.

Definition. Durch Streichen von Zeichen und Spalten lassen sich aus einer n x m Matrix quadratische

k x k Matrizen bilden. (k < min(m,n)). Die zugehdrigen Determinanten heifien Unterdeterminanten.

Satz. Der Rang r einer nxm Matriz A ist gleich der gréfsten Zahl s, fiir die es eine nichtverschwindende

s X s Unterdeterminante gibt.

Beispiel.
1 1 1
A= A...2 x 3Matrix
2 2 3
da
! 1;«réO—> Rang A =2
r = Ran =
2 3 8
Beispiel.
1 1 1
A= -1 0
0 2 1

detA=1-(—1)—1-1+1-2=0

1

0

1 1
‘ ‘o

-1

1
#0 oder ’ )

A...3 x 3 Matrix, r = 2.

3.4.2 Matrixinvertierung

Satz. Seio € L(R",R™). Es existiert c~* genau dann, wenn o bijektiv, also muss n = m und dim Imo =
n sein, dh. Rang A =n, bzw. det A # 0.

o ordnen wir A7' 2u
Rang A=Y =n (analog)

Satz. Zun x n Matriz A existiert A~' mit AA~" = A™1A =1, wenn det A # 0.

Beweis. = wenn ein o~ ! existiert, so ist det A # 0

< seidet A#0
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n
i e detA'k
1 = —1)"**kg, - 1. Entw. n. k-ter Spalt
lzzl( )Y g Tt a Vel Entw. n. k-ter Spalte
0 = [a1y.e,Qhyoeeey Gy -y Q] = entw. 1. j-ter Spalte

I

<
Il
—

(—1)i+ja}j det ffl'j =
——
det Ai]
n . .
= Z(—l)lﬂaik det Aij =0
i=1

Wir erhalten

n

. det A;;
ik = —1) =Y g,
Ok 2( Y e a v
1=1 ———
u,.i.l
somit det A
-1 _ i+j 4CL A
Sl ()i 2
4 = DT
n
Zaj_ilaik =i A7lA=1
i=1
Beispiel.
1 -1
A:
0 2
detA = 2
detAn = 2
detA12 = 0
detAgl = -1
detA21 = 1
1
-1
ar 2
_ 1 1
a121 = 5(—1)“_2(—1) B}
1
a5 = F(=1"-0=0
1 1
-1
= 71:—7
P 2 2
== 1)
1
0 3
Satz. )
det A7 = ——
¢ det A
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Definition. Eine quadratische Matrix A heif3t

e orthogonal wenn A7 = A~! oder gleichbedeutend ATA = AAT =1
e unitir wenn AT = A~1 oder gleichbedeutend ATA = AAT =1

Beispiel.

w6

Ein Basiswechsel B = {by,....b,} — B = {b71, ...,b.} (beachte die Zahl n der Basiselemente bleibt gleich)
wird durch eine invertierbare Matrix S = (s;;) definiert:

0 i
A= < 01> ist hermitisch A = Af

und auch unitar

3.4.3 Basiswechsel

n
7 —
bj— E Sijbi
=1

Vektor bleibt bei Basiswechsel unveréndert, nur seine Komponenten é&ndern sich

n

n

; =1

n n

>3 s
joijY

i=1 j=1

n n
_ / _ !
T; = xjsij = Sij.l‘j
j=1 j=1

In Matrixnotation

Tn

schreiben wir die Transformationsformel z; = Z?=1 Sijili; als
X =5X'
bzw. nach linksseitigem Multiplizieren mit S~1
X'=81'X
Nun betrachten wir die Anderung einer Matrix bei Basiswechsel: Ausgangspunkt ist

Y =AX
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Nach dem Basiswechsel gilt

Y = Sy =S5714X
= S'AS X'
N—_——

=A

A =871AS

3.5 Lineare Gleichungssysteme
A heifft Matrix des linearen Gleichungssystems A X = B oder ausgeschrieben

a11x1 + ... + a1pr, = b

Am1Z1 + oo + G Ty, = by

T
Gesucht: X =

Ty,
3.5.1 homogenes lineares Gleichungssystem

AX =0

entspricht einer linearen Abbildung o(Z) = 0, o¢c (R™,R™). Z ist Losung des Gleichungssystems, wenn
7 € Kero.
Satz. Homogenes lineares Gleichungssystem hat immer die triviale Lésung X =0 (d.h. ©1 = 9 = x5 =

e =x,=0).

Beweis.
0 € Kero

O

Satz. homogenes lineares Gleichungssystem A X = 0 mit n X m Matrix A hat nur die triviale Lisung

X = 0, wenn Rang A = n.

Beweis.
Kero = {0} & dimKero = 0 < n = dimR" = dim Img
——
Rang A

O

Satz. Allgemeine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems AX = 0 mit m x n Matriz A von

Rang r ist ein Vektorraum mit Dimension n — r.

Beweis.

dimKero = dimR"” —dimImo =n —r
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Somit ist die allgemeine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems A X = 0 mit m x n Matrix
A von Rang r
T=MT1+ ...+ Ay @

wo x; linear unabhéngige Losungsvektoren sind.

Satz. Fir o € (R",R") hat das homogene lineare Gleichungssystems AX = 0 mit quadratischer n x n

Matriz A genau dann eine Lisung X # 0, wenn det A = 0 (Beweis analog wie oben).

Beispiel.
1 +ro4+23 = 0 m=n=3
Xy — Ty = 0
Ty — T3 = 0
1 1 1 1 0
-1 0 To = 0
0 1 -1 T3 0
1 1 1
detA = |1 -1 0
0o 1 -1
-1 0 1 1
= 1. ~1.
1 -1 1 -1
= +4+1+2=+43
0
r=3, =10 eindeutig
0
Beispiel.
T — X9 = 0 m=n=2
23?1 — 21‘2 =

Il
>
Y
_ =
~

1 -1
i 0 =detA=0,r=1, T
2 -2 o 0

3.5.1.1 Eliminationsverfahren
a1y + ...+ 1Ty =

ap 1 + ... + appnx, =

A(r4+1)121 + oo T A(r41)nTn =

o O o o o o

Am1Z1 + oo + QnTy =
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir eine solche Indizierung, dass die ersten r Zeilenvektoren

linear unabhiingig sind. Die restlichen Gleichungen (mit Index > r) kénnen wir vernachléssigen.

T

Behauptung. Jede Losung | ... |, die die ersten r linear unabhingigen Gleichungen befriedigt, erfillt
Tn

auch die weiteren Gleichungen. Es geniigt daher die ersten r linear unabhdingigen Gleichungen zu ldsen,

die anderen Gleichungen sind Folgerelationen.

Durch schrittweise Umformung erhalten wir (beachte dass a1 # 0, ..., k. # 0)

iy + ... + a4y = —01E+1)Tr+41 T .+ —Q1pTp
krpzy = *kr(r+1)xr+l + o+ kg,
Man gewinnt n — r linear unabhéngige Losungen aus der Vorgabe von jeweils
Tr41 Lr42 In
1 0 .. 0
0 1 .. 0
0 0 e 1

Die Allgemeine Losung lautet \yx7 + AoZs + ... + Ao Ty

Beispiel.
T1+xet+zs = 0 (1)
721‘1 72(132 72‘%3 = 0 (II)
+2x1 + 2w+ 223 = 0 (II])
r =1= 3 —1 =2 linear unabhéngige Losungen.
(I)=z1=—x2 — 23
) T3
0 1
1 0
-1 -1
=0 = 1
1 0
Allgemeine Losung:
r = )\13?1 + )\21‘3
-1 -1
= M| 0 |+X]|1
1 0
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3.5.2 inhomogenes lineares Gleichungssystem
AX =B

Losbarkeitskriterium Das inhomogene lineare Gleichungssystem ist genau dann 16sbar, wenn die beiden

Matrizen

a1 A1n

A:

Am1 Amn
und

ail Q1n by

A/
Aml o Qmn  bm

den gleichen Rang haben.

Satz. Die Gesamtlosung eines losbaren inhomogenen Gleichungssystems A X = B ist die Summe von

einer speziellen Lisung und der allgemeinen homogenen Lisungen
T = Tsp + Tallg.hom
Beweis. Sei AX1 = B und AX, = B.
=>AXo—X1)=0 = Xo— X1 =Xpom

Xo=X1 4+ Xnom =

Wenn Rang A = r = r’ < n: Bestimmung einer speziellen Lésung mit Eliminationsverfahren fiir inhomo-

genes Gleichungssystem, wo man schlulendlich x,.,; = ... = z,, = 0 setzt. O
Beispiel.
1 t+ro+x3 = 1
—21‘1 — 2]}2 — 2.’1}3 = =2
2171 + 21‘2 + 2503 = 2
r=r"=1

= x1 =+1 — a9 —x3 spezielle Losung:xs =23 =0=>2; =1

1 -1 -1
Z=10+A] 0 | +X]| 1
0 1 0

Sei nun Rang A =n :

Satz. Fiir quadratische n x n Matriz A mit v =’ = n folgt aus
AX =B

dass
X=A"'B
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Durch Umschreiben mittels der Formel fiir die Inverse Matriz A erhalten wir die Kramersche Regel

a1 bl e Q1p
Ap1 o bn . Gpp
Ij:
det A

wobei die b’s in der j-ten Spalte stehen.

3.6 FEuklidische und unitire Riume

Wir bezeichnen nunmehr Elemente eines Vektorraums V' mit Symbolen z oder y ohne Hinzufiigen von

Vektorpfeilen, um der allgemein abstrakteren Sachlage gerecht zu werden.

Ebenso wollen wir lineare Abbildungen von Vektorraumen anstatt in der fritheren Notation
o: V=V Z—o@

nun mittels linearer Operatoren T schreiben
T: V=V z-Tx

Linearitéit lautet in dieser Notation T'(A\x + py) = ATz + uTy.

Definition. Ein Vektorraum V iiber R heifit euklidisch, wenn ein Skalarprodukt V' xV — R mit folgenden
Eigenschaften definiert ist:

L (z[y) = (ylx)
2. (z[Ayr + py2) = AMz|y1) + p(zly2)
3. (z]z) >0,(zjx) =0 2=0

Definition. Ein Vektorraum V iiber C heiflt unitdr, wenn ein Skalarprodukt V' x V' — C mit folgenden
Eigenschaften definiert ist:

L (zly) = (ylz)"
2. (z[Ayr + py2) = Mzlyr) + plaly2)
3. (z|x) > 0,(z]z) =0 2=0
Beispiel. V = C" mit .
(zly) =D x "y € C
i=1

ist n-dimensionaler unitirer Raum.

Beispiel. Funktionenraum C°([a,b], C) (Menge der stetigen komplexwertigen Funktionen auf reellem

Intervall [a, b]) ist mit
b
(flg) = / f*(z)g(z)dx € C

ein (unendlich dimensionaler) unitidrer Raum.

85



Definition. Norm

Eine Norm ist eine Abbildung von einem Vektorraum V iiber dem Koérper K der reellen oder der kom-

plexen Zahlen in die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen,
1L ]jz]| >0 |lz|]|]=0<2=0
2. [zl = A || A e K
3. [z +yll < [l + Iyl

Wir wollen im Folgenden nur endlich dimensionale euklidische bzw. unitdre Rdume betrachten.

Satz. Sei x Element eines euklidischen oder unitiren Raumes. Dann ist

[|z[| = /(]x)

eine Norm.

Definition. Seien z,y aus euklidischem oder unitirem Raum. z heifit orthogonal zu y, wenn

(zy) =0

Definition. Ein Orthonormalsystem ist eine Menge von Elementen eines euklidischen oder unitéren

Raumes, welche orthogonal aufeinander stehen und auf 1 normiert sind.

Definition. Eine Orthonormalbasis ist eine Basis, die zugleich ein Orthonormalsystem ist. Wir wollen

Orthonormalbasen mit den Buchstaben e; bezeichnen:
{e1...en} Basis mit (e;|ej) = 0y;

Satz. (Gram-Schmidt)
Jede linear unabhdngige Menge von Vektoren aus euklidischem oder unitirem Raum kann durch eine
geeignete Linearkombination in ein Orthonormalsystem tberfihrt werden. Insbesondere kann jede Basis

b; durch Linearkombination in eine orthonormale Basis e; umgeformt werden.

Beweis. (by...b,) sei eine Basis eines unitiren Raumes.

e b
1 =
[[b1]]
by —ei(er]bo)
g = o2
|[b2 — e1(e1]ba)]]
und tatsachlich ist z.B. . . ,
(e1]e2) = (€1lbe) =1 - (erfbs) _,

|[b2 — e1(e1|b2)]|
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Definition. adjungierter Operator 7'
Sei T': V — V linearer Operator in unitirem VR. Der adjungierte Operator T ist definiert durch

(yTz) = (T'ylz)

Wir kénnen zeigen, dass dem Operator T'1 die Matrix AT = AT" zugeordnet ist, wenn T die Matrix A

zugeordnet ist.

Beweis. Sei (z|y) = >, afy; und V = C™.

W Tz) = nyzaikxk

Somt lesen wir die dem Operator Tt zugeordnete Matrix Af ab:

A= (ay), Al=A""=(a},)

Bemerkunyg. e T hermitescher Operator eines unitiren VR, wenn 7' = T'f
e T unitérer Operator eines unitiren VR, wenn 71T = TTT =1

e T normaler Operator eines unitiren VR, wenn 77T = T T

3.7 Eigenwerte, Eigenvektoren, Diagonalisierung

Definition. Eigenwert, Eigenvektor, Spektrum

Sei T : V — V linearer Operator in unitdrem VR, A\ € C heifit Eigenwert des linearen Operators T' sowie

x € V heifit Eigenvektor zum Eigenwert A, wenn
Tx =\

Hier gilt « # 0, sodass die Normierung ||x||=1 gewihlt werden kann. Die Menge aller Eigenwerte eines

linearen Operators T heisst das Spektrum von 7.
In Bezug auf die dem linearen Operator T zugeordnete Matrix A definieren wir die Gleichung fiir die

Eigenvektoren
AX = AX
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Satz. Die Figenwerte von A sind durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
Py(N) =det(A1 — A)
bestimmt und zu jedem FEigenwert gibt es (wenigstens) einen Figenvektor.

Beweis. Sei X #0und AX =\ X
=(AN-A4)X=0

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem. Es besitzt genau dann eine Losung X # 0, wenn

det(A1 — A) =0
det(A1 — A) ist ein Polynom in A und es existiert immer eine Nullstelle Ay (oder mehrere) in C. O
Beispiel.
1 1
A =
Pa(A) = det(A\1—A)
A-1 1
= det
0 A—1
= (A-1)?

Es liegt ein Eigenwert A = 1 mit Vielfachheit 2 vor, ausgehend von (A1 — A)X = 0 studieren wir die
Losung der Eigenvektor Gleichung

110 11 x\ (0 =1\ [(z\ [-y\ (O
0 1 0 1 Y 0 O Y 0 0
1
Somit erhalten wir y = 0, jedoch ist x beliebig, der normierte Eigenvektor lautet somit (O) Wir

()00

Satz. Sei T normaler Operator eines unitiren VR (das heisst T'T = TT'), x # 0 Eigenvektor mit
FEigenwert \, Tx = \x. Dann gilt T'z = \*z.

iiberpriifen unser Ergebnis

Beweis.

Tr=Xx<0 = ||[(T—\)z|?
(T — \)z|(T — M\)z) = (TT = X 1)(T — \1)z|z)
(T — A)(TT = XN 1)z|z) = (TT = N D)x|(TT — \*1)x)

(TT =X 1)z|?=0=> TTz = XNz

|
(
(
|
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Satz. T hermitescher Operator eines unitiren VR (das heisst T = T') = Eigenwerte sind reell.
Tz =M =Tl =Nz

= A=)\"
Satz. T wunitirer Operator eines unitiren VR (das heisst T'T = T Tt =1) = Eigenwerte haben Betrag
1.
(z]z) = (2|T'Tz) = (Tz|Tx)
= [AP(zl2)
= [A=1

Satz. T normaler Operator eines unitiren VR = Figenvektoren x,y zu verschiedenen Figenwerten A, u

sind orthogonal.

(@.Ty) = plz,y)=(T'zy)
N
= Az,y)

Sei yu— A #0.
= (L= A)(z,y) =0

= (3372/) =0

Wir hatten bereits die durch Basiswechsel b, = EZ:1 Sk:br induzierten Anderungen von Komponenten

von Vektoren X und Matrizen A besprochen, ndmlich
X' =57"'X
sowie
A =8"1AS8
Satz. Das charakteristische Polynom Pa(\) = det(A\1 — A) dndert sich nicht bei Basiswechsel = Die

Eigenwerte sind basisunabhdngig und charakterisieren eindeutig die lineare Abbildung!

Beweis.

Py = det(A\1—4)
= det(ST'SA - ST1AS)
= det[ST!(A\1 - A)9]
= det S™'det(A\1 — A)det S
= det(A\1— A)
= Pa())
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Satz. Spektralsatz

Die FEigenvektoren eines normalen Operators eines unitdren VR bilden eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei T normaler Operator eines unitdren n-dimensionalen VR, so existiert sicher ein Eigenwert
A1 und ein Eigenvektor f; # 0, wir normieren ||f1]| = 1. Sei V4 := {y € V|(f1ly) =0}, Vi CV, dann
gilt, dass T" aus V7 nicht herausfiihrt, y € V3 = Ty € V4. Dies folgt aus

(ilTy) = (TTf1|y) = (A fily)
= M(fily) =0

Ebenso fithrt T aus V4 nicht heraus

(f1|TTy) = (Thly) = (Mfily)
AM(fily) =0

= T ist im (n — 1) dimensionalen unitdrem Raum V; wieder normal. = es existiert zumindest ein
Eigenwert Ao mit Eigenvektor fo in Vi mit fo # 0 und ||f2]] = 1 wo (fz2|f1) = 0. Nach n analogen
Schritten ist eine Orthonormalbasis {f1, fo, ..., fn} gefunden.

O

Satz. Spektralsatz und Diagonalisierung normaler Matrizen

Fiir normale Matrizen A existiert eine unitdre Basistransformation S, sodass

\ 0
A =StAS = Az
0 A

diagonalisiert ist. Hier ist S = (F1,..., Fp,) jene Matriz, deren n Spalten aus den n orthonormalen Figen-
vektoren von A besteht. Wir bezeichnen mit F; eine n X 1 Matriz, die aus den Komponenten des i-ten

Eigenvektors f; gebildet wird.

Beweis. Sei f; Orthonormalbasis aus Eigenvektoren des normalen Operators T,
Tfi=M\fi mit (fil fk) = dik.

In Matrixschreibweise gilt

AF; =\ F,

WO
fri
fni

und wir schreiben die Orthonormierungsbedingung ausgedriickt durch die Spaltenvektoren F; und Zei-
lenvektoren FiT als
FIFy, = 64,
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Fiir § = (Fy, ..., F),)

Sir o fin
S =
for o fam
folgt damit STS = 1, d.h. S ist unitir. Weiters
A-S = A-(F, F,.., Fy) = (AR, AF,, ..., AF,) = (A Fy, AaFs, ..., \nFy)
A 0
= (F, Foy.y ) A
0 An
A1 0
- S A2
0 An
A1 0
= StAs= Az
0 An

O

1

Beispiel. Sei normale Matrix A = ( 5

2
1) gegeben, wie lauten Eigenwerte, Eigenvektoren sowie

Diagonalisierung?

% -2
A = 142 +el ) =
+2  42i y

1 (1
= 2ix = 2y:>f1<.>

e = 1-29i <(21 2) <z>_0
2 —9i) \y

1 (1
- = ()
1 (1 1
5 = ﬁ(i —i)
gt - L (1 A
5 st = \/5(1 i)
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A =8TAS =

1(1 —i 1 2\ /1 1
201 i) \=2 1/ \i =i
o1 f1+2 2-i) (1 1) [1+2 0
o201 —2 24i/\i i) \ o0 1-2

Bemerkung. Sei A normal. Falls einer der Eigenwerte m-fach entartet ist (d.h. m-fache Nullstelle von
Py4()) ist), gibt es zwar m linear unabhiingige Eigenvektoren, diese miissen jedoch nicht notwendigerweise
aufeinander orthogonal stehen. Man muss daher Gram-Schmidt anwenden, um daraus m orthonormale

Eigenvektoren zu erhalten.

Satz. Formulierung des Spektralsatzes mittels Projektionsoperatoren

Jede normale Matriz A kann in der Form A = Z?Zl Ai P; mit Projektionsoperatoren P; = FZ-F; mit den

FEigenschaften
zerlegt werden.
Beweis. Mittels der Zerlegung
A1 n 0 ... 0
=> N 1
An =1 0 .. 0

(wo die 1 in der i-ten Zeile und i-ten Spalte steht) schreiben wir

A1
A = S . St
An
" fir e fin 0 .. 0 oo
= D\ . 1 R
=t fm1 fon 0 .. 0 7 <
n 0 fiu O 0 0 0 0
= > N o o1 fi -
i=1 0 fui O 0 .. 0 0 0
= Z NFF] = Z AiP;
=1 =1
Hier ist P;
P, = FF}

Projektionsoperator auf den Unterraum zum Eigenwert ;. Die Orthogonormierungsrelationen der Eigen-

vektoren bewirken, dass
PZ‘P]‘ = (;HPZ

gilt.
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Definition. Funktionen normaler Matrizen

Sei A eine normale Matrix, dann definieren wir

fx)
fA)y=5 St
f(An)
Beispiel. Sei f(z) = 2™ dann stimmt
AT M M A1
f(A) =S5 St=9 st
At At A
=5 Sts St.s st

mit dem m-fachen Matrixprodukt iiberein.

Beispiel. Fiir f(z) = v/z definiert

f(A) =58 St

die Wurzel v/ A der normalen Matrix A.

Beispiel. Ein anderes Beispiel fiir eine Anwendungsmoglichkeit des Spektralsatzes bzw. der Diagonalisie-

rung von Matrizen sind lineare homogene Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten

Koeffizienten:
U air ... Qin
Y = A= Qij cR
Yn an1l Anpn
Y' =AY
C1
Wihlen als Ansatz Y = Ce* mit C = | ... | damit folgt
Cn
ACe = ACeM
AC = \C
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daraus folgt A, sind Eigenwerte und ¢,, sind Eigenvektoren von A.

Bestimmung der Eigenwerte:

0 = det()\l — A) = A, Ag, ... C_i, C_é,
Y = kiGeM® 4+ kaize™® + ..+ knée T
Beispiel.
Yy —1ly; —8ys = 0
yvh—8y1+y2 = 0

Y2 8 -1
—11 _
0= det [ 8 =(A—11)(A+1)—64
-8 A+1

=M _-10A—-11-64=0

und somit Ay = 15 und Ay = —5.

2 -1
Eigenvektor zu A\; = 15 ist <1> , Eigenvektor zu Ao = —5 ist < 5 )

insgesamt
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