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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Historischer Uberblick

Die Einfiihrung des Wirkungsquantums h durch Maz Planck im Jahr 1900 gilt ge-
meinhin als die Geburtsstunde der Quantentheorie. Dennoch dauerte es noch ein
Vierteljahrhundert bis zur Entdeckung jener Naturgesetze, welche die Vorginge
im atomaren Bereich beschreiben und eine radikale Abkehr von den Vorstellungen
der klassischen Physik bedeuteten. Die wichtigsten Schritte, die schlieflich zu ei-
ner endgiiltigen Formulierung der nichtrelativistischen Quantenmechanik fiihrten,
werden hier stichwortartig aufgelistet.

I~ Max Planck (1900): Einfilhrung des Planckschen Wirkungsquantums
h zur Beschreibung des Energiespektrums der ,,Hohlraumstrahlung®. Energie-
dichte des elektromagnetischen Feldes im Frequenzintervall [v, v + dv]:

8mh v
dv = dv.
u(v)dy 3 exp(hv/kT) — 1 v

Fiir hv < kT ergibt sich die klassische Formel (Rayleigh-Jeans)
u(v) = u(v) = 8m*kT/c,

die zur sog. Ultraviolettkatastrophe

[e.9]

/@m@zw

0

fithrt. — Klares Versagen der klassischen Physik fiir grofle Frequenzen. Idee
Plancks: Atome in den Wénden werden als harmonische Oszillatoren aufgefasst,
die Energie nur in ganzzahligen Vielfachen von hr (v = Schwingungsfrequenz

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

des Oszillators) emittieren oder absorbieren. Aber nach wie vor Vorstellung eines
klassischen Strahlungsfeldes.

" Albert Einstein (1905): Seine Lichtquantenhypothese besagt, dass
Licht aus Teilchen mit Impuls

p=nhk (|k| =2r/)\ h=h/27)

und Energie .
E = c|p| = ch|k| = 2mch/\ = hv = hw
besteht. Man beachte, dass £ = c¢|p| die Energie-Impuls-Beziehung eines

masselosen Teilchens ist. — Erkldrung des Planckschen Strahlungsgesetzes und
des Photoeffekts.

I¥" Spektroskopie (ab 1885) lieferte Informationen iiber die Struktur der
Atome: Atome absorbieren und emittieren elektromagnetische Strahlung mit be-
stimmten charakteristischen Frequenzen (Spektrallinien).

%" Joseph John Thomson (1903): Gugelhupfmodell des Atoms. Elektronen
sitzen wie die Rosinen im Teig in einer homogenen positiven Ladungsverteilung.

¥~ Hans Geiger, Ernest Marsden (1908): Messung der Winkelverteilung

von
aAu = aAu

— Ablenkung der a-Teilchen auch bei sehr groBen Streuwinkeln 6 > 7/2 beob-
achtet. Durch Gugelhupfmodell nicht erklérbar!

I¥" Ernest Rutherford (1911): Klassische Berechnung des differentiellen Wir-
kungsquerschnitts zweier Punktladungen:

2
do mZy Zqe?
dQ  \ 2p2sin?(0/2)
— Erkldrung des Experiments von Geiger und Marsden: positive Ladung des
Goldatoms in sehr kleinem Kern ~ 10~ m konzentriert — Rutherfordsches ,,Pla-
netenmodell“ des Atoms: Z Elektronen (mit negativer Gesamtladung —Ze) um-

kreisen einen winzigen Kern mit positiver Ladung Ze, der fast die gesamte Masse
des Atoms enthélt.

Ungeldste Probleme: Diskrete Spektren, Stabilitdt der Atome (beschleunigte
elektrische Ladungen strahlen — Elektronen stiirzen innerhalb kiirzester Zeit in
den Kern — ,klassisches“ Atom ist instabil).

I¥" Niels Bohr (1913): Diskrete Frequenzen der Spektrallinien durch Uberginge
zwischen diskreten Energieniveaus der Atome zu erkliren:

hvpm = B, — E,,.
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Bohrsches Atommodell fiir das H-Atom: klassische Mechanik + aufgepfropfte
Quantenbedingungen — Aussonderung ,erlaubter Bahnen* — diskrete Energie-
niveaus

mec’a’ 13.6eV
E, = — o2 = — RCR n=12,...,
mit der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten
B e? 1
T e T 137

Allerdings: Drehimpuls im Grundzustand des Bohrschen Atommodells falsch:
[ = h (tatsdchlich: I = 0).

¥ jltere Quantentheorie (1913-1925): Versuch einer Weiterentwicklung der
Bohrschen Ideen (Arnold Sommerfeld u.a.), versagte jedoch bereits bei der An-
wendung auf das He-Atom!

%" Louis de Broglie (1923): Jedes Teilchen besitzt Welleneigenschaften. Zu-
sammenhang zwischen Impuls p und Wellenzahlvektor &

p=hk (|k] =27/))

und Energie F und Kreisfrequenz w:

E=c\/p?+m?c2=c R2k2 + m2¢2 = hw

Beschreibung eines Teilchens mit Impuls p'= Rk durch monochromatische ebene
Welle . .
exp [z (k: - T — w(k)t)] .

¥ Werner Heisenberg (1925): Radikale Abkehr von den Vorstellungen der
klassischen Mechanik. Position ) und Impuls P eines Teilchens werden durch
unendlichdimensionale Matrizen mit der Vertauschungsrelation

QP — PQ = ikl

dargestellt. Ausbau der Matrizenmechanik durch Werner Heisenberg, Max
Born und Pascual Jordan.

I¥” Wolfgang Pauli (1925): Losung des Wasserstoffproblems mit den Methoden
der Matrizenmechanik.

¥ Erwin Schrodinger (1926): Aufstellung einer Wellengleichung fiir de
Broglie-Wellen (Schrédinger Gleichung). Losung des Wasserstoffproblems. Be-
weis der mathematischen Aquivalenz von Matrizen- und Wellenmechanik: Dar-
stellung von () als Multiplikations- und von P als Differentialoperator

Q—q, P— —z’hﬁ,
dq
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die auf eine Wellenfunktion v(q) wirken.

¥ Max Born (1926): Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunk-
tion. |¢(q)|? dg ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Ortsintervall [q, ¢+ dq]
anzutreffen.

" Heisenbergsche Unschirferelation (1927) als Folgerung aus der Quan-
tenmechanik:

AQAP > h/2.

1.2 Grundprinzipien der Quantentheorie

Anhand eines Streuerperiments werden die Spielregeln der Quantentheorie
erldautert. Zu jedem FEreignis gibt es eine komplexe Wahrscheinlichkeitsamplitude,
deren Absolutquadrat die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses
angibt. Gibt es mehrere ununterscheidbare Méglichkeiten fiir den Ubergang eines
physikalischen System wvon einem gegebenen Anfangszustand in einen bestimm-
ten Endzustand, so werden die entsprechen Amplituden addiert. Zerlegt man eine
Amplitude in verschiedene (z.B. hintereinander stattfindende) Teile, so werden
die dazugehdérigen Teilamplituden miteinander multipliziert.

Die mikroskopische Struktur eines Kristalls soll durch ein Streuexperiment unter-
sucht werden. Von einer Quelle (), die sich in sehr groffem Abstand von dem zu
untersuchenden Objekt befindet, wird ein Teilchen (z.B. ein Neutron) mit dem
Impuls p ausgesandt. Ebenfalls in grofem Abstand von dem Streuzentrum sind
Detektoren aufgestellt, die feststellen konnen, in welches Raumwinkelelement das
Teilchen gestreut wurde. Dabei soll der gesamte Raumwinkel 47 durch Detektoren
erfasst werden.

Detektor D

Quelle @
— A
] LJ

Kristall

Y

Abbildung 1.1: Streuung eines Teilchens an einem Kristall.

Man beobachtet nun, dass stets genau einer der Detektoren anspricht und nicht
etwa mehrere gleichzeitig oder manchmal gar keiner. Das ist genau das Verhal-
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ten, das man von einem ,, Teilchen* erwartet. Wir nehmen natiirlich an, dass wir
sideale* Detektoren zur Verfiigung haben, die stets richtig ansprechen und nie
eine Fehlmeldung abgeben. (Das ist das Schone an Gedankenexperimenten: Wir
miissen uns um die technische Realisierung nicht kiimmern!)

Das gestreute Teilchen landet mit dem Impuls p” im Detektor, der Impulsiibert-
rag p — p’ soll von dem gesamten Kristall aufgenommen werden. Da wir den
Kristall (verglichen mit dem Sondenteilchen) als unendlich schwer betrachten
konnen, ist [p’| = [p/|. Wir wollen weiters annehmen, dass der Durchgang des
Teilchens durch den Kristall dort keinerlei Spuren hinterlésst, wir also bei einer
nachherigen Untersuchung des Kristalls auch im Prinzip nicht feststellen kénnen,
mit welchem Gitteratom eine Wechselwirkung stattgefunden hat.! D.h. der End-
zustand des Kristalls nach dem Streuvorgang soll gleich seinem urspriinglichen
Anfangszustand sein. Der Kristall wirkt also, unter den gegebenen Annahmen,
wie ein duBeres Kraftfeld auf das Sondenteilchen.

Der besprochene Vorgang wird nun sehr oft wiederholt. Das heifit, wir schieflen
ein Teilchen auf den Kristall und notieren in welchem Detektor es schliefflich lan-
det. Erst dann schicken wir das néchste Teilchen los, schauen welcher Detektor
angesprochen hat und so weiter. Es befindet sich also immer nur ein Sonden-
teilchen in der Versuchsapparatur. Nach Auswertung der Daten erhélt man eine
Raumwinkelverteilung, die charakteristisch fiir das untersuchte Objekt ist.

Man kann zwar bei einem einzelnen Streuvorgang nicht vorhersagen, in wel-
chem Detektor das Teilchen landen wird (in diesem Sinn ist die Natur inde-
terministisch), fiir die Raumwinkelverteilung der Teilchen erhdlt man bei einer
Wiederholung der Messreihe mit unverinderten Anfangsbedingungen (innerhalb
der iiblichen statischen Schwankungen) aber dasselbe Ergebnis (in diesem Sinn
ist die Natur deterministisch).

Wie kann man das Zustandekommen der beobachteten Winkelverteilung nun
theoretisch beschreiben? Um dies anhand eines besonders einfachen Beispiels zu
erklaren, machen wir die folgende Annahme: In unserem Kristall sollen sich zwei
Fremdatome A; und A, im Abstand d an den Gitterplidtzen 1 und 2 befinden.
Die Wechselwirkung des Sondenteilchens mit den iibrigen Atomen im Kristall soll
vernachléssigbar klein sein, sodass wir uns nur um die Wechselwirkung mit den
zwei Streuzentren an den Punkten 1 und 2 kiimmern miissen. Weiters wollen wir
annehmen, dass die Abmessungen der beiden Atome viel kleiner sind, als die de
Broglie-Wellenldnge A = h/|p’| des Sondenteilchens. (D.h. die Atome kénnen bei
dem verwendeten Impuls als punktférmig angesehen werden.)

!Das Gegenteil wiire der Fall, wenn etwa durch die Wechselwirkung mit dem Sondenteilchen
ein Atom von seinem Gitterplatz entfernt wird. Thermische Neutronen haben eine Energie von
etwa 1/40 eV, wihrend die Bindungsenergie der Atome im Kristall einige eV betriigt. In diesem
Fall wird der Atomkern nur mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit aus seiner Ruhelage ausgelenkt
und es ist nicht feststellbar, an welchem Atom die Streuung stattgefunden hat.
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Abbildung 1.2: Streuung an zwei Atomen.

Man beobachtet nun folgendes: In vielen Féllen wird das Teilchen nicht abgelenkt
und landet in dem Detektor, der dem Streuwinkel 6 = 0 entspricht. Interessanter
sind jene Fille, in denen das Teilchen gestreut gestreut wird (6 # 0).

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit dafiir finden, dass ein von der Quelle
@ emittiertes Teilchen in einem bestimmten Detektor D (6 # 0) nachgewiesen
wird. Nach der ersten Regel der Quantentheorie gibt es dafiir eine komplexe
(Wahrscheinlichkeits-) Amplitude, die wir mit

(D, aus|@, ein)

bezeichnen. Dabei haben wir eine in der Quantentheorie iibliche Notation ver-
wendet. Gewohnungsbediirftig ist dabei, dass der Anfangszustand rechts vom
Endzustand steht und man die Formel von rechts nach links lesen muss!

Aus der Wahrscheinlichkeitsamplitude erhélt man die Wahrscheinlichkeit fiir
das dazugehorige Ereignis dadurch, dass man die Lange der Amplitude quadriert.
In unserem Fall ist also die gesuchte Wahrscheinlichkeit durch

(D, aus|Q, ein)|?
gegeben.?

Um gleich zur zweiten Regel der Quantentheorie zu kommen, stellen wir fest,
dass das Teilchen zwei Moglichkeiten® hat von @ nach D zu gelangen:

1. Das Teilchen bewegt sich von der Quelle () zum Gitterpunkt 1, dort findet
eine Wechselwirkung mit dem Atom A; statt und anschliefend bewegt sich
das Teilchen vom Punkt 1 zum Detektor D. Die entsprechende Amplitude
bezeichnen wir mit (D|Q),. Wire das zweite Atom nicht vorhanden, so
wire die Wahrscheinlichkeit, dass der Detektor D anspricht durch |[(D]Q);|?
gegeben.

2Wir werden in Hinkunft ,,ein“ und ,,aus® weglassen.
3Die zusétzliche Moglichkeit einer Mehrfachstreuung werden wir spiter besprechen.
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2. Das Teilchen bewegt sich von der Quelle () zum Punkt 2, dort findet ei-
ne Wechselwirkung mit dem Atom A, statt und anschlieBend bewegt sich
das Teilchen vom Punkt 2 zum Detektor D. Die entsprechende Amplitu-
de bezeichnen wir mit (D|Q)2. Die Streuwahrscheinlichkeit wére dann bei
Abwesenheit des ersten Atoms einfach |(D]Q)2|*.

Da wir angenommen haben, dass die Wechselwirkung in dem Kristall keine
Spuren hinterldsst, ist nicht feststellbar, welchen der beiden Wege das Teilchen
tatsdchlich genommen hat. Nach der zweiten Regel der Quantentheorie sind in
diesem Fall die Amplituden fiir die beiden ununterscheidbaren Moglichkeiten
zu addieren, um zur Gesamtamplitude zu gelangen:
(D|Q) = (D|Q)1 + (D|Q)2 .
—— N —

——
P12 1 @2

Die beiden Amplituden ¢; und ¢» kann man nun in weitere Einzelteile zerlegen.
So setzt sich der durch die Amplitude ¢; beschriebene Vorgang aus folgenden
Abschnitten zusammen:

1. Das Teilchens bewegt sich von der Quelle @) zum Gitterpunkt 1. Die dazu-
gehorige Amplitude nennen wir K (1, Q). Die Wahrscheinlichkeit, dass das
Teilchen am Ort 1 eintrifft, wenn es von der Quelle () produziert wurde, ist
daher |K(1,Q)*

Bemerkung: Eine Amplitude, welche die (freie) Bewegung eines Teilchens
beschreibt, wird manchmal auch Ausbreitungskern oder Propagator ge-
nannt.

2. Zwischen dem Teilchen und dem Atom A; findet eine Wechselwirkung statt.
Die entsprechende Amplitude bezeichnen wir mit Wi. |IW;|? ist daher die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei 1 eine Wechselwirkung stattfindet.

3. Das Teilchen bewegt sich vom Punkt 1 zum Detektor D mit Amplitude
K(D,1).

Nach der dritten Regel der Quantentheorie erhélt man nun die Amplitude ¢,
dadurch, dass man die Teilamplituden fiir die drei hintereinander stattfinden
Vorgénge miteinander multipliziert:

¢1 = (D|Q)1 = K(D,1) W1 K(1, Q).

Die Zerlegung von ¢- erfolgt natiirlich analog und man erhélt schliellich die
Gesamtamplitude fiir den Nachweis des bei () ausgesandten Teilchens im Detektor
D durch den Ausdruck

\f_/ ~~ - ~~ -
$12 ¢1 P2
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Wir schreiben nun die die beiden komplexen Zahlen ¢; und ¢, in der Form

G1 = |p1]e, o = |pale™?,

mit reellen Phasenwinkeln o, und ¢,. w; = |¢|? ist die Wahrscheinlichkeit, dass
der Detektor D anspricht, wenn nur das Atom A; vorhanden ist und wy = |¢y|?
die entsprechende Wahrscheinlichkeit, wenn nur das Streuzentrum 2 vorhanden
ist. Sind beide Streuatome vorhanden, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
Detektor D anspricht durch

w1z = 12> = |¢1 + d2]” = |¢1] + |d2]® + 2|01 [ p2] cos(p2 — 1)
—~— S~ ~ z

w1 wa Interferenzterm

gegeben. Das Ergebnis ist also nicht einfach die Summe der Wahrscheinlichkeiten
w1, wo der Streuung an den beiden Atomen, sondern es tritt ein zusétzlicher In-
terferenzterm 2, /w,w; cos(pe — 1) auf, der von der Phasendifferenz der beiden
Streuamplituden abhéngt.

Wir wollen nun die Abhéngigkeit dieses Interferenzeffekts vom Streuwinkel 6
genauer untersuchen. Wenn (wie in Abbildung 1.2) die Verbindungslinie von A;
und As normal auf p'steht, haben wir keine Phasendifferenz zwischen K (1, Q) und
K(2,Q) und wir kénnen diese beiden Amplituden gleich setzen. Ebenso wollen
wir annehmen, dass die beiden Atome gleich sind und daher W; = Wy gilt. In
diesem Fall ist

¢12~ K(D,1)+ K(D,2)

und wir miissen uns nur mehr um die Ausbreitungsamplituden von den Punkten
1 und 2 zum Detektor D kiimmern. Diese haben die Form
eipr /h eipTQ/h

K(D1) ~ S KD~ p=7l=I7,

wobei 71 5 die Abstdnde der Gitterpunkte 1,2 zum Detektor D sind. Da ry 5 > d,
gilt

‘¢1|22 |¢2\2:w, r9 — 11 = dsiné.
w1 w2

Fiir die Phasendifferenz erhélt man
wo — @1 =p(ry —11)/h = pdsinf/h
und somit
wig = 2w [1 + cos(pd sin 0/ k)] = 4w cos?(pdr sin 0/h) = 4w cos®(dn sin §/)),

wobei A = h/p die de Broglie-Wellenlénge ist. Das erste Interferenzminimum tritt
fiir desinf/A = 7/2 auf, d.h. fir jenen Winkel 6, der sinf = \/2d erfiillt. Da
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|sind| < 1, ist dies nur moglich, falls A < 2d. Das darauf folgende Interferenz-
maximum tritt fiir drsinf/\ = 7, d.h. fiir sin@ = A/d auf. Dies ist nur moglich,

falls A < d.

Bemerkungen:

1. Der Interferenzeftekt beim Doppelspaltversuch kann auf analoge Weise
diskutiert werden.

2. Bei der Behandlung der Streuung an einem realistischen Kristall miissen
die Beitrédge von allen Atomen, die sich an den durch den Index ¢ durchnu-
merierten Gitterplatzen befinden, summiert werden:

(D|Q) = ZK(DJ)WZ-K@, Q)

3. Wir haben in unserer bisherigen Analyse nur jene Beitrige zur Gesamtam-
plitude beriicksichtigt, bei denen das Teilchen genau einmal an einem
Atom gestreut wird. Wie zusétzliche Beitrige infolge von Mehrfachstreu-
ung einzubauen sind, sollte jetzt klar sein:

(D|Q) = Z K(D,))W;K(i,Q)+ Y _K(D,j)W;K(j.i)W;K(i, Q)+ O(W?)

i7j

Ein wesentlicher Punkt bei der bisherigen Diskussion war die Annahme, dass der
Zustand des Kristalls durch die Wechselwirkung nicht geéndert wird, dass wir
also nicht sagen konnen, an welchem Atom die Streuung tatsichlich stattgefun-
den hat. Ein durchaus realistischer Fall, bei dem diese Annahme i.A. nicht mehr
gerechtfertigt ist, tritt auf, wenn der Spin des in dem Streuexperiment verwende-
ten Teilchens und der Kernspin der Atome eine Rolle spielt. Tatséchlich besitzen
Neutronen einen Eigendrehimpuls (Spin), der beziiglich einer willkiirlich gew&hl-
ten Richtung zwei mogliche Einstellungsrichtungen besitzt (,Spin hinauf* und
»Spin hinunter”). Haben die Atomkerne keinen Spin, spielt der Spin des Neu-
trons keine Rolle und wir haben die vorhin diskutierte Situation. Anders ist die
Lage, wenn die Atomkerne des Kristalls ebenfalls einen Spin besitzen.* Wenn der
Spin des Neutrons und der Kernspin in dieselbe Richtung zeigen, kann wihrend
des Streuvorgangs keine Anderung des Spins auftreten. Zeigen aber der Spin des
Neutrons und der Kernspin in entgegengesetzte Richtungen, dann gibt es fiir den
Streuvorgang zwei Moglichkeiten: entweder beide Spins bleiben unverédndert, oder
beide klappen um und schauen dann in die jeweils andere Richtung.

4Wir wollen der Einfachheit halber auch fiir den Kernspin nur zwei Einstellungsmoglichkei-
ten annehmen.
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Wir kehren nun wieder zu unserem Gedankenexperiment mit den zwei Atomen
zuriick, diese sollen jetzt aber jeweils zwei Spinfreiheitsgrade besitzen. Wir fithren
die folgende Notation ein:

ny, Ny

bezeichnet ein Neutron mit ,,Spin hinauf” bzw. ,Spin hinunter®,

ein am Gitterplatz i (i = 1,2) befindliches Atom mit ,Kernspin hinauf* bzw.
,2hinunter®.

Wenn wir annehmen, dass die beiden Kernspins vor der Streuung hinauf zei-
gen und der Spin des einlaufenden Neutrons nach unten, dann gibt es folgende
Moglichkeiten fiir die Endzustédnde des Streuexperiments:

1. Es kommt zu keinem Umklappen des Spins des Neutrons. Da sich der
Zustand der beiden Atome nicht dndert, tritt ein Interferenzeffekt auf und
die Streuamplitude ist durch

Yo = (Dny, Ay, An|Qny, Ay, Asp)
= KD,1)W K(1,Q)+ K(D,2) Wy K(2,Q)

gegeben, wobei W; jetzt die Amplitude fiir die Streuung des Neutrons am
Atom A; ohne Umklappen des Spins bedeutet.

2. Der Spin des Neutrons klappt durch die Wechselwirkung mit dem Kern des
ersten Atoms um. Die Streuamplitude lautet jetzt

U1 = (Dny, Ay, An|@Qny, Ary, Agyp)
= K(D,1) W, K(1,Q),

mit der Amplitude W/ fiir die Wechselwirkung des Neutrons mit dem Kern
des ersten Atoms, wenn die Spins umgeklappt werden. Da das zweite Atom
an dem Streuvorgang nicht beteiligt ist, tritt kein Interferenzeffekt auf.

3. Der Spin des Neutrons des Elektrons klappt durch die Wechselwirkung mit
dem Kern des zweiten Atoms um. Die Streuamplitude lautet

Yy = (Dny, Ay, Agy|Qny, Ary, Agp)
= K(D,2)W, K(2,Q),

mit der Amplitude Wi fiir die Wechselwirkung des Neutrons mit dem Kern
des zweiten Atoms mit Umklappen der Spins. Da das erste Atom an dem
Streuvorgang nicht beteiligt ist, tritt wieder kein Interferenzeffekt auf.
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Obwohl der Spin des im Detektor nachgewiesenen Neutrons sowohl im zweiten
als auch im dritten Fall nach unten zeigt, diirfen die entsprechenden Amplitu-
den keinesfalls addiert werden, da die beiden Endzustidnde verschieden (und
damit unterscheidbar) sind. Die vollstdndige Beschreibung des Endzustandes er-
fordert nédmlich auch die Beriicksichtigung der beiden Atome! Im zweiten Fall
zeigt der Kernspin des ersten Atoms nach dem Streuvorgang nach unten und der
des zweiten Atoms nach oben, im dritten Fall ist es gerade umgekehrt. Man kénn-
te daher durch eine Untersuchung des Kristalls im Prinzip feststellen, an welchem
Atom die Streuung stattgefunden hat. (Fiir den Ausgang des Experiments ist es
natiirlich unerheblich, ob man tatséchlich ,nachschaut“, wesentlich ist nur, dass
man es im Prinzip konnte.)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Neutron im Detektor D (unabhéngig von
seiner Spineinstellung) landet, erhdlt man daher durch die Addition der Wahr-
scheinlichkeiten fiir die drei verschiedenen Endzustédnde:

[0l + [01]? + 2]

Bemerkung: Ubertragen auf den Doppelspaltversuch bedeutet dies: Wenn ich
auf irgendeine Weise feststellen kann, durch welchen Spalt das Teilchen gegan-
gen ist, tritt keine Interferenz auf. Diese ist nur moglich, wenn prinzipiell nicht
festgestellt werden kann, welchen der beiden Wege das Teilchen genommen hat.

Wir wollen jetzt noch eine weitere Variante unseres Gedankenexperiments bespre-
chen. Dabei nehmen wir wieder an, dass die beiden Kernspins vor der Streuung
,hach oben® polarisiert sind, der Spin des von der Quelle produzierten Neutrons
jedoch in 50 % der Félle nach oben und in 50 % der Fille nach unten zeigt. Die
drei moglichen Amplituden g, 11, 1 fiir einen Anfangszustand mit Neutronspin
nach unten haben wir oben bereits besprochen. Zeigt der Spin des Neutrons im
Anfangszustand nach oben, so kann es bei der Streuung zu keinem Umklappen
der Kernspins kommen, da diese ja ebenfalls nach oben zeigen. Die dazugehori-
ge Amplitude xo wird daher wieder vom ,Interferenztyp“ sein, da man ja nicht
feststellen kann, ob die Streuung am ersten oder am zweiten Atom erfolgt ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Detektor (unabhéngig vom Spin des Neutrons
im Endzustand) ein Signal gibt, ist in diesem Fall

1
(Jtol* + [ ]* + [4o]?) + §|Xo|2,

| —

d.h. man muss iiber die zwei moglichen Spineinstellungen im Anfangszustand
mitteln. Sind die Neutronen im Anfangszustand teilweise polarisiert, so lautet
die entsprechende Formel

p([ol* + i + [42]*) + (1 = p)Ixol’, 0<p <1,
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wobei p die Wahrscheinlichkeit ist, dass der Spin des einlaufenden Neutrons nach
unten zeigt. Man spricht in diesem Fall iibrigens von einem gemischten Anfangs-
zustand, im Gegensatz zu dem frither diskutierten Fall eines reinen Zustands,
bei dem der Spin des einlaufenden Neutrons immer nach unten zeigte (dies ent-
spricht dem Grenzfall p = 1).

Literatur: R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: The Feynman Lectures on
Physics, vol. 3 (Quantum Mechanics), Addison-Wesley, Reading, Massachusetts,
1965

1.3 Quantenleiter

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, gibt das Interferenzmuster in einem
Streuexperiment einen Hinweis auf zwei (i. A. mehrere) Streuzentren. Da aber In-
terferenz nur dann auftritt, wenn die de Broglie-Wellenléinge des Sondenteilchens
kleiner als der Abstand der Streuzentren ist (A = h/p < d) ist das Auflésungs-
vermogen durch A (bzw. die GroBe des verwendeten Impulses) beschrénkt.

Ein Lichtmikroskop verwendet als Sondenteilchen Photonen des sichtbaren
Lichts mit Wellenldngen zwischen A = 360nm = 3.6 x 10~"m (violettes Licht)
und A = 780nm = 7.8 x 107" m (rotes Licht). Deshalb ist die Untersuchung von
Bakterien ~ 107%m mit Hilfe eines Lichtmikroskops moglich.

Viren (~ 107"m) sind dagegen fiir Untersuchungen durch ein Lichtmikroskop
zu klein und erfordern daher eine kleinere de Broglie-Wellenlénge (bzw. einen
groferer Impuls) des Sondenteilchens. Man benotigt daher in diesem Fall ein
Elektronenmikroskop.

Die Rontgenstrukturanalyse gestattet die Untersuchung der Gitterstruktur
eines Kristalls mit Gitterabstinden von ~ 1071%m, was gerade der Wellenlinge
von Rontgenstrahlung entspricht.

Eine oft verwendete Energieeinheit ist das Elektronvolt. Ein Elektronvolt (eV)
entspricht jener kinetischen Energie, die ein Teilchen mit Elementarladung e (z.B.
e, p) gewinnt, wenn es die Potentialdifferenz von einem Volt durchlduft.

Man erhélt daraus sofort eV /c als Impulseinheit und eV /c? als Masseneinheit.

Typische Beispiele fiir die Verwendung dieser Einheiten sind m, ~ 0.5 MeV /c?,
my, =~ m, =~ 940 MeV /2.

Mit Hilfe der Quantenleiter lisst sich der Zusammenhang zwischen dem Impuls
eines Teilchens und dem Auflosungsvermogen auf einen Blick sehen:

h=Ap
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h = (1.2x10%m) - (1eV/e)
= (1.2x107"%m) - (10*eV/c) = (1.2 x 107" m) - (10 keV /c)
= (1.2x10%m)- (10°eV/c) = (1.2 x 107 m) - (1 GeV /c)
= (1.2x107"m) - (10" eV/c) = (1.2 x 107" m) - (100 GeV /c)
= (1.2x107"%®m)- (10"%eV/c) = (1.2 x 107 ¥ m) - (1 TeV /c)

Immer groflere Impulse gestatten die Untersuchung immer kleinerer Strukturen.
Auf den Sprossen dieser Quantenleiter gelangt man von der Lichtmikroskopie
(Untersuchung von Zellen, Bakterien, ...) zur Elektronenmikroskopie (Viren, ...)
tiber die Rontgenstreuung (Struktur von Atomgittern, ...) zu den Experimenten
der Kernphysik (Untersuchung von Atomkernen, ...) und schlielich der Teilchen-
physik (Substruktur der Nukleonen — Quarks, Gluonen, ...). In den Experimen-
ten der Teilchenphysik konnten die elektroschwache und die starke Wechselwir-
kung bisher bis zu Distanzen von ~ 107'® m untersucht werden. Selbst bei diesen
winzigen Abstédnden konnte keine Abweichung von den Grundregeln der Quan-
tentheorie® festgestellt werden.

Typische Energien von Hochenergiebeschleunigern:

e LEP (1989—2000)
ete” 100GeV + 100 GeV

o LHC (seit 2009)
pp 3.5TeV + 3.5 TeV (7TeV + 7TeV)
Pb Pb  287TeV + 287 TeV

°Bei diesen grofien Energien erfolgt die Beschreibung der erwihnten fundamentalen Wech-
selwirkungen durch eine so genannte relativistische Quantenfeldtheorie, welche die Spielregeln
der (speziellen) Relativitédtstheorie mit jenen der Quantentheorie verbindet.
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Kapitel 2

Elementare Quantenmechanik

Die quantenmechanische Beschreibung eines spinlosen, nichtrelativistischen Teil-
chens wird besprochen. Grundkonzepte der Quantentheorie (reiner Zustand, Ob-
servable, mdgliche Messwerte einer Observablen, Mittelwert) werden zusammen
mit ihren mathematischen Entsprechungen (Wellenfunktion, hermitescher Ope-
rator, Spektrum eines hermiteschen Operators, Erwartungswert) anhand dieses
einfachen Beispiels erldautert. Die Diracschreibweise gestattet die Formulierung
der Quantenmechanik ohne Bezugnahme auf eine spezielle Darstellung (wie etwa
die Orts- oder Impulsdarstellung). Die allgemeine Form der Unschirferelation
st eine unmittelbare Konsequenz der Nichtkommutativitit von Observablen. Die
Zeitentwicklung eines reinen Zustands wird durch die Schrodingergleichung be-
schrieben.

2.1 Wellenfunktion

Ein Teilchen (allgemein ein physikalisches System) kann sich in vielen verschiede-
nen Zustinden befinden. Besitzt man die maximal mogliche Information iiber
den Zustand eines Systems, so spricht man von einem reinen Zustand, ist die
Information unvollstandig, von einem gemischten Zustand. In der klassischen Me-
chanik ist ein reiner Zustand eines Teilchens (zu einem bestimmten Zeitpunkt)
durch die Angabe der Position 7 und der Geschwindigkeit v des Teilchens festge-
legt. In der Quantenmechanik wird ein reiner Zustand eines Teilchens mit Spin
0 durch eine komplexwertige Wellenfunktion (Z) mit der Normierungsbedin-

gung

[Eap@r =

R3

15
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beschrieben. Erstreckt man die Integration nur iiber ein Teilgebiet V| so gibt der

Ausdruck
[ezt@r

\%4

die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen irgendwo im Gebiet V C R? anzutref-
fen. Die Normierungsbedingung bedeutet daher, dass die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen irgendwo im gesamten Raum zu finden gleich eins ist. p(%) = [¢(Z)]?
wird daher auch als Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet.

Bemerkung: In der Sprache von Abschnitt 1.2 ist

(@) = ()

die Amplitude, das Teilchen am Ort & zu finden, wenn es sich in dem reinen

Zustand v befindet.

Die experimentelle Realisierung eines Zustands kann man sich durch eine
sehr grofle Zahl N gleich priparierter Kopien (ein Ensemble) des betrachteten
physikalischen Systems (in unserem Fall: des Teilchens) vorstellen.

Wir wollen nun annehmen, dass wir einen Detektor D haben, der feststellen kann,
ob sich das Teilchen zu dem betrachteten Zeitpunkt irgendwo in dem Gebiet
V C R? befindet. Ein zweiter Detektor D’ soll registrieren, ob sich das Teilchen
auBerhalb des Gebiets V' aufhilt. Wir fithren diese Messung an allen N Kopien
unseres Systems durch. Dabei stellen wir fest, dass bei einer gegebenen Kopie
des Systems jeweils genau einer der beiden Detektoren anspricht, also nie beide
gleichzeitig oder nie keiner von beiden. Das Teilchen wird also immer entweder
in V oder in V' = R3*\V vorgefunden. Bezeichnen wir mit Ny die Anzahl der
Félle, in denen der Detektor D angesprochen hat und mit Ny die entsprechende
Anzahl fiir den Detektor D', so ist daher Ny + Ny = N.

Im Grenzfall N = oo ist

. Ny
wy = lim —
N—o0

die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen im Gebiet V' angetroffen wird. Wurde
der durch die Wellenfunktion v () beschriebene Zustand prapariert, so ist

wy = [,
v
d.h. der theoretische Wert [i, d®x[i)(Z)[* ist der Erwartungswert fiir das

Verhéltnis Ny /N, welches fiir endliches N gemifl den bekannten statistischen
Regeln um den theoretischen Wert [i, d®x [¢(Z)|* verteilt ist.
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Man kann zwar nicht vorhersagen, bei welcher Kopie des Systems gerade der
Detektor D ansprechen wird! (in diesem Sinn ist die Quantenmechanik nicht
deterministisch). Man kann aber sehr wohl die Wahrscheinlichkeit angeben, mit
der der Detektor D ein Signal geben wird, wenn der durch die Wellenfunktion ¢
beschriebene Zustand prapariert wurde (in diesem Sinn ist die Quantenmechanik
deterministisch).

Aufgaben:

1. Die oben beschriebene Messung werde an N Kopien des Systems durch-
gefiihrt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit p,,, dass das Teilchen bei genau
n Kopien (n = 1,...,N) im Gebiet V nachgewiesen wird. Bestimmen Sie
den Mittelwert und die Schwankung von n. (Hinweis: Binomialverteilung)

2. Verallgemeinern Sie die Diskussion dieses Abschnitts auf den Fall von K
Detektoren Dy (k =1,..., K > 2), welche feststellen kénnen, ob sich das
Teilchen innerhalb der disjunkten Gebiete Vi befindet (Ur—, Vi = R?).

2.2 Ortsmessung

Wie wird der durch die Wellenfunktion ¢ beschriebene Zustand durch eine Mes-
sung verdndert? Wenn der Detektor D angesprochen hat, wissen wir nun, dass
sich das Teilchen mit Sicherheit im Gebiet V' befindet. War der urspriingliche
Zustand des Teilchens durch die Wellenfunktion v beschrieben, so kénnen wir
behaupten, dass die Wellenfunktion nach der Messung durch

cv ()(7)
Jy B (E)

gegeben ist, wobei ¢y (7) die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) des

Gebietes V ist:
. 1 fallsx eV
cy (%) = .

0 sonst

Der hier beschriebene Vorgang wird manchmal auch Zustandsreduktion (oder
Reduktion des Wellenpakets) genannt.

Die Vorschrift ,,Multipliziere 1(Z) mit der Funktion ¢y (Z)!“ ist ein typisches
Beispiel fiir einen linearen Operator:

cv (Z) (a1 (T) + axhs(T)) = arev ()91 (T) + agev (T)ha(T), a2 € C.

'Es sei denn, die Wellenfunktion wiirde entweder auerhalb des Gebiets V oder auf ganz V'
verschwinden.
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Unter einer Eigenfunktion ¢(Z) dieses linearen Operators versteht man eine
nicht verschwindende Funktion mit der Eigenschaft

cy (Z)o(Z) = Ap(Z), M e C.

Die Zahl X bezeichnet man als Eigenwert des Operators und die obige Glei-
chung als Eigenwertgleichung (des betrachteten Multiplikationsoperators). Da
im vorliegenden Fall ¢y (Z)cy (Z) = cy(Z) gilt, folgt aus der Eigenwertgleichung
die Beziehung \?> = ), sodass als Eigenwerte nur 0 oder 1 in Frage kommen.
Die Menge der Eigenwerte eines linearen Operators bezeichnet man auch als sein
Spektrum. Im Fall unseres Multiplikationsoperators ist das Spektrum also die
Menge {0, 1}.

Es gibt also fiir den Multiplikationsoperator ¢y (Z) zwei Typen von Eigenfunktio-
nen: Ist ¢(Z) = 0VZ ¢ V, so ist der dazugehorige Eigenwert A = 1. Ist dagegen
P(Z)=0VZeV,soist A=0.

Physikalisch steht der Multiplikationsoperator ¢y (Z) in unmittelbarer Beziehung
zu dem Ja/Nein-Experiment ,Befindet sich das Teilchen im Gebiet V7“. Den
beiden moglichen Ergebnissen der Messung (Ja oder Nein) entsprechen die Ei-
genwerte 1 oder 0. Die normierten Eigenfunktionen zum Eigenwert 1 sind genau
jene Wellenfunktionen, bei denen das Teilchen mit Sicherheit im Gebiet V' an-
getroffen wird, dagegen sind die normierten Eigenfunktionen zum Eigenwert 0
genau jene Wellenfunktionen, bei denen das Teilchen immer auflerhalb von V'
vorgefunden wird.

Der Erwartungswert
[z vtayen@)
R3
des Operators cy(Z) in dem durch die Wellenfunktion () beschriebenen Zu-

stand, ist gerade die bereits frither besprochene Wahrscheinlichkeit wy,, das Teil-
chen im Gebiet V' zu finden.

Weitere Beispiele fiir lineare (Multiplikations-) Operatoren sind die Ortsopera-
toren x1, x9, x3:

Betrachten wir etwa die Eigenwertgleichung fiir x4,
119(L) = y19(F),

so ist die Losung des Eigenwertproblems durch

o(Z) = 0(x1 — 1) f (22, x3)

gegeben, wobei y; beliebige reelle Werte annehmen kann. Das Spektrum von z; ist
also ganz R. Die Eigenfunktionen (genauer Eigendistributionen) sind in diesem
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Fall allerdings nicht normierbar, was bei einem kontinuierlichen Spektrum
charakteristisch ist.

Man kann auch Distributionen angeben, die simultane Eigendistributionen von
1, To, T3 sind:

05(7) = (21 —y1)d (22— y2)8(23 —ys) = 8P (T ~9), 26D (T~F) = y:6@ (T 7).

Die nicht normierbaren Eigendistributionen ¢;(%) = §® (7 — ¢) stellen gewisser-
massen den Grenzfall von Wellenfunktionen dar, bei denen das Teilchen immer
besser am Ort 3 lokalisiert ist.

Wird der Zustand eines Teilchens durch die Wellenfunktion () beschrieben, so
ist der Erwartungswert des Ortsoperators & durch

[Ezviarsv@ = @@z

R3 R3
gegeben.

Man kann sich die entsprechende experimentelle Situation so vorstellen, dass
man Ortsmessungen mit beliebig grofler Genauigkeit durchfithren kann. Fiir die
Messung der Position des Teilchens ergibt sich dann bei der k-ten Kopie des
Systems der Messwert Z(k) und als Mittelwert von sehr vielen Messungen

Bemerkungen:

1. Aus einer Ortsmessung lassen sich auch andere beobachtbare Gréflen
(Observable) gewinnen. Man kann z.B. den Mittelwert

N

1
Jim ; Vi (k)? + a(k)? + 23(k)?

bestimmen und die entsprechende theoretische Grofle
[Ezvtar [+ g+ ao@ = [app@Pia
R3 R3

berechnen. Dieser Ausdruck ist der Erwartungwert fiir die Observable ,, Ab-
stand des Teilchens vom Ursprung des Koordinatensystems®.
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2. Die Annahme der beliebig scharfen rdumlichen Lokalisierbarkeit eines Teil-
chens ist nur im Rahmen einer nichtrelativistischen Néherung gerecht-
fertigt. Versucht man ndmlich die Bewegungsfreiheit eines Teilchens auf ein
Gebiet einzuschrinken, dessen Dimensionen kleiner als die Comptonldnge
h/me des Teilchens sind, kommen wegen der Unschérferelation Impulse
im relativistischen Bereich in Spiel, was u.a. zur Erzeugung von Teilchen-
Antiteilchen-Paaren fiihrt. Damit endet die Moglichkeit der theoretischen
Beschreibung durch eine Einteilchentheorie. Eine Quantentheorie, die auch
bei relativistischen Energien Giiltigkeit beanspruchen kann, ist daher not-
wendigerweise eine Mehrteilchentheorie, eine so genannte relativistische
Quantenfeldtheorie.

2.3 Hilbertraum

Als geeigneter mathematischer Rahmen erweist sich der Funktionenraum der
komplexwertigen, quadratintegrablen Funktionen auf R?:

(B = {4 B - o /d% W@ < oo}

Die Wellenfunktionen sind also genau jene Elemente 1) von L*(R?), welche die
Normierungsbedingung [, d*z [¢(Z)|* = 1 erfiillen.

Man kann zeigen, dass L?(IR?) einen Vektorraum iiber C bildet. Weiters kann
man durch

(ol) = / P p(7) (7). o € A(RY)

ein (komplexes) Skalarprodukt definieren, das die folgenden Eigenschaften besitzt
(a12 € C):

(S1) (plarths + agba) = ar(plibr) + as(plib2)
(S2) {ply) = (WYlp)”
(S3) (Ylv) >0, (YY) =01 =0

Bemerkungen:
1. Aus (S1) und (S2) folgt:

(a1p1 + agpa|th) = aj(p1lYh) + as5(palt))
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2. Das Integral ist im Sinn von Lebesgue zu verstehen.

3. Man kann zeigen, dass der so definierte Raum beziiglich der durch das
Skalarprodukt induzierten Norm ||¢|| = (1]1)'/? vollstandig ist (d.h. jede
Cauchyfolge besitzt einen Limes).

4. (P|) = 0 = ¢» = 0 ldsst sich dadurch garantieren, dass man Funktionen,
die sich nur auf einer ,Nullmenge* (die bei der Integration nichts beitrégt)
unterscheiden, identifiziert. (Die Elemente von L*(R) sind also eigentlich
Aquivalenzklassen von (messbaren) Funktionen.)

L*(R?) ist ein Beispiel fiir einen Hilbertraum, darunter versteht man einen
(i.A. unendlichdimensionalen) Vektorraum (iiber C) mit einem Skalarprodukt,
der beziiglich der durch ||| = (|¢))/? definierten Norm vollstindig ist.

Ein weiteres Beispiel fiir einen in der Quantenmechanik oft verwendeten Hilbert-
raum ist

PE) = {v: R €] [doloia)f <ocf, (ele) = [ dopla)via),

der bei der Beschreibung eines Teilchens in einer Raumdimension zum Einsatz
kommt.

Die aus der linearen Algebra bekannten unitéren Vektorraume sind Beispiele fiir
endlichdimensionale Hilbertraume.

2.4 Lineare Operatoren

‘H sei ein Hibertraum. Unter einem linearen Operator A : H — H versteht
man eine Vorschrift, die jedem Element 1) € H wieder ein Element Ay € H
zuordnet, mit der Eigenschaft

A(Clwl -+ ngg) = 61A1/11 + CQAwQ v’l/}LQ c H, VCLQ c C.

Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man den zu A adjungierten Operator AT
einfiithren:

(0| ATY) = (Aply) Vo, ¢ eH.
Es gelten die folgenden Rechenregeln (A, B sind lineare Operatoren, a,b € C):

(aA+bB)' = a* AT +b*BY, (AB)! = BTAT, (AN = A.
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Ein linearer Operator A heifit hermitesch, falls AT = A erfiillt ist. Jede beob-
achtbare Grofie (Observable) wird in der Quantenmechanik durch einen her-
miteschen Operator dargestellt.

Beispiel: Auf H = L?(R) wird durch die Vorschrift
(Cry)(@) = cr(z)y(z), v e L*(R), ICR

ein hermitescher Operator definiert. (Uberpriifen Sie diese Behauptung!) Ein et-
was allgemeineres Beispiel fiir einen hermiteschen Operator auf L?(R) ist durch
die Vorschrift

(F)(x) = f(x)i(x)

gegeben, wobei f(r) eine reellwertige Funktion mit f(z)y(z) € L*(R)Vvy €
L*(R).

Einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor ¢ € H mit der Eigenschaft

Ap = agp

bezeichnet man als Eigenvektor des linearen Operators A, a € C ist der dazu-
gehorige Eigenwert

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Eigenwerte eines hermiteschen Operators reell
sind.

In der Quantenmechanik sind die Eigenwerte eines hermiteschen Operators A die
moglichen Messwerte der dazugehorigen Observablen. So représentiert z.B.
der Operator C das Ja/Nein-Experiment ., Befindet sich das Teilchen im Intervall
17, Wie wir bereits wissen, besteht das Spektrum von C} nur aus den Werten

{0,1}.

Bemerkung: Einen Operator II mit den Eigenschaften
O =11, I’ =11

nennt man (orthogonalen) Projektor oder Projektionsoperator. Ein Projekti-
onsoperator kann nur die Eigenwerte 0 oder 1 besitzen, in der Quantenmechanik
kann er stets mit einer Ja/Nein-Messung in Verbindung gebracht werden.

Besitzt ein hermitescher Operator zwei verschiedene Eigenwerte a; # as mit
dazugehorigen Eigenvektoren ¢; und ¢o, so gilt (¢1|p2) = 0, d.h. die beiden
Eigenvektoren stehen aufeinander orthogonal. (Beweisen Sie diese Behauptung!)

Beispiel: Projektionsoperator C
Cror = ¢1 ¢ ist eine Eigenfunktion zum Eigenwert 1

Cropa =0 ¢ ist eine Eigenfunktion zum Eigenwert 0
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¢1 ¢

] | 5
| I g

Abbildung 2.1: Zwei Beispiele fiir Eigenfunktionen des Projektionsoperators C7.

(D1]¢o) = fd56’<151 Pa(z) =04/

Besitzt ein hermitescher Operator A = A" mehrere linear unabhiingige Eigen-
vektoren zum gleichen Eigenwert a (im Fall von C; sind es sogar unendlich vie-
le), so kann dennoch ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren gewihlt werden
(d.h., man wihlt eine Orthonormalbasis fiir den Eigenraum von a).

Allgemein gilt fiir einen hermiteschen Operator A mit rein diskretem Spektrum
der folgende Spektralsatz: Es gibt ein vollstindiges Orthonormalsystem
(VONS) {¢1, ¢, ...} von Eigenvektoren, A, = a,¢,.

Orthonormalsystem (ONS) bedeutet: (¢, |¢pn) = Omn

Vollstiandigkeit bedeutet, dass man jeden Vektor 1) € H als Linearkombination
der Basisvektoren {¢1, ¢o, ...} schreiben kann:

Y= Z(bncn, ¢, € C.

Bemerkungen:

1. In einem unendlichdimensionalen Hilbertraum ist die Konvergenz der Sum-
me im Sinne der durch das Skalarprodukt induzierten Norm zu verstehen.

2. Wir beschéftigen uns ausschliellich mit separablen Hilbertraumen, welche
ein abzihlbares VONS besitzen.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass ¢, = (¢, 1) ist.

Fiir H = L*(R) hat man
400

= 3 )t = > 6u(o) [ayon)e /dyzasn Jouly)* (),

—0o0
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das heifft, man kann die Vollstandigkeitsrelation in der Form
> n(@)gnly) = 6(z —y)

schreiben.

2.5 Skalarprodukt und Erwartungswert

Ein physikalisches System befinde sich in einem reinen Zustand, der durch den
Zustandsvektor ¢ beschrieben wird. Der hermitesche Operator A représentiere
eine bestimmte Observable mit dem VONS von Eigenvektoren ¢q,¢s,... und
Eigenwerten aq, as,.... Man kann v nach diesem VONS entwickeln,

Kommt der Eigenwert a,, nur einmal vor, dann ist [(¢,|¢)|* die Wahrschein-
lichkeit, bei einer Messung der Observablen A den Messwert a, zu erhalten.
(pn|tp) wird als dazugehorige Wahrscheinlichkeitsamplitude bezeichnet.

Man kann den durch den Vektor v beschriebenen Zustand auch durch die Angabe
aller Wahrscheinlichkeitsamplituden (¢,|v)) vollstéindig charakterisieren.?

Die Relation

> Unlt)? = W]y =1

bedeutet einfach, dass die Wahrscheinlichkeit irgendeinen der moglichen
Messwerte aq, as, ... zu messen gleich 1 ist.

Kommt ein bestimmter Eigenwert in der Folge aq, as, ... mehrmals vor, z.B.
a1 = ag =: a, so ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung der Observablen A
den Messwert a zu erhalten durch

(D) + [(d2]0)]”
gegeben.

Der Erwartungswert einer Observablen A (mit rein diskretem Spektrum) in
dem durch den normierten Vektor 1) € H beschriebenen reinen Zustand ist durch

= ) (Wlon) (bl AV) = (V] > duldnl AV) ) = (1| A¢)

n

A

2Darauf beruht der Zusammenhang zwischen der Schrédingerschen Wellenmechanik und der
Heisenbergschen Matrizenmechanik.
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gegeben.

Besitzt der betrachtete Operator ein kontinuierliches Spektrum, miissen die
oben angegebenen Formeln etwas modifiziert werden. Ich diskutiere hier als Bei-
spiel den Ortsoperator ¢ (z) — x(x) fiir ein Teilchen in einer Raumdimension.
Die Eigenfunktionen (Eigendistributionen) sind in diesem Fall

¢y(x) = o(z —y)

und fiir die Eigenwerte y sind alle reellen Zahlen moglich. Die Eigenfunktionen
¢y(z) sind zwar nicht auf 1 normierbar, sie sind jedoch orthogonal in dem Sinn,
dass

(yloy) = /dfv Oy(2) oy (z) = /dl’ 0z —y)d(z—y) =6y —y)

Das System der Ortseigenfunktionen ¢, (x) ist in dem Sinn vollstédndig, dass sich
jede normierbare Funktion v (z) als Linearkombination der Ortseigenfunktionen
schreiben lasst,

—+00 —+00

b(z) = / dy §(z — y)o(y) = / dy 6,(2)6 (),
wobei
By) = (i) = / dz ¢, (2)"(z) = / d §(z — y)(x).

Bemerkung: Statt (¢,|1) schreibt man tiblicherweise kurz (z|¢), d.h.

(z[v) = ¥(x).

Da |(z|¥)|*dz = | (x)|*dz die Wahrscheinlichkeit ist, das Teilchen im Intervall
[z, x + dz] vorzufinden, kann man die Wellenfunktion ¢ (z) als Wahrschein-
lichkeitsamplitude dafiir ansehen, das Teilchen am Ort z zu finden. Dement-
sprechend erhélt man fiir den Erwartungswert des Ortsoperators die bekannte

Formel:
o o0

[dsaltalo)P = [ iz i) i)

—0o0 —00
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2.6 Ortsoperator

Der durch (Xv)(z) = x¢(x) definierte Ortsoperator X ist ein Beispiel fiir einen
unbeschriinkten Operator. Ist ndmlich ¥(z) € L*(R), dann ist z¢(x) nicht
notwendigerweise in L?(R). Ein Beispiel fiir eine derartige Funktion wire

1
Y(x) = ia > 0,
denn . .
1 s
d 2 = d _— = —
[arlota = [dr i =T <o,
aber

ist divergent. Das heifit, der Ortsoperator kann nicht auf dem ganzen Hilber-
traum L?(R) definiert werden, sondern nur auf dem Definitionsbereich

D(X) = {p(z) € L2<1R,)‘SL’Q0($) e L*(R)}.

D(X) ist dicht in L*(R), d.h. V¢ € L*(R) und Ve > 0 3¢ € D(X) mit
[l —¢l| <e.

Definition: Ein linearer Operator A : H — H heifit beschrinkt, falls eine Kon-
stante C' > 0 existiert, sodass ||Ap|| < C||¢|| V¢ € H. Das ist gleichbedeutend
damit, dass

1]l = sup [[Ag|| < oo.
lpll=1

(||A]| wird als Operatornorm von A bezeichnet.)

Alle Operatoren in endlichdimensionalen Hilbertraumen (unitdren Vektorrdum-
en) sind beschrénkt. Ebenso ist der frither besprochene Multiplikationsoperator
C'7 beschrankst.

Der Ortsoperator X ist klarerweise unbeschrankt. Man betrachte z.B. die Funk-
tionenfolge ¢, () = cpny1)(2), n € N. Dann gilt ||p,|| =1, ¢, € D(X) und
n+1
1
| X onl|* = /dazx2 =n’+n+- — oo.

3 n—oo
n

Hat man es ganz allgemein mit einem unbeschréinkten Operator A zu tun, der
daher nicht auf ganz H definiert sein kann (D(A) C H, D(A) dicht in H), so
wird der dazu adjungierte Operator A" folgendermafen definiert:

D(AY) = {p € H|{p|A¥) = (x|¥) V¢ € D(A), x € H}.
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Da D(A) dicht in H vorausgesetzt ist, ist y = ATy eindeutig festgelegt. Es gibt
genau dann ein y mit der obigen Eigenschaft, falls [{p|A)| < C||v|| Vo € D(A).

A heiBt selbstadjungiert, falls D(AT) = D(A) und A = AT
A heifit hermitesch, falls D(A) C D(AT) und A = AT auf D(A).
Ist A beschriinkt, so ist D(A) = H = D(AT") und die beiden Begriffe fallen

zusaminen.

Wir haben bereits bemerkt, dass X keine Eigenvektoren besitzt, da die Eigen-
wertgleichung z¢(x) = yé(z) nur die , Losungen® ¢(x) ~ §(x — y) besitzt, welche
aber keine Elemente von L?(R) sind. Der Grund dafiir ist bekanntlich, dass der
Ortsoperator ein rein kontinuierliches Spektrum besitzt.

Eine mathematisch prézise Definition des Spektrums eines linearen Operators
A erhélt man, indem man die Resolvente des Operators A,

1
RA(Z):Z—A’ ZGC,

betrachtet. Das Spektrum von A besteht dann aus allen z € C, fiir die R4(2)
kein beschrankter Operator ist.

Ist ¢ € H ein Eigenvektor von A mit Eigenwert a, so ist der Operator a — A nicht
invertierbar und R4(a) existiert nicht, d.h. a gehort zum Spektrum von A.

Wir wenden jetzt diese Definition des Spektrums auf den Ortsoperator X an:

(Rx(2)o)(e) = ——p(x)
IBx@ll = [ do| =] le@]P
e let)P
B _éd (Rez — x)? + (Imz)?
1 400
e [ el
= llelI?

Die Resolvente Rx(z) ist beschriankt, falls Imz # 0, daher besteht das Spektrum
aus allen Zahlen z € C mit Imz = 0 = das Spektrum des Ortsoperators ist ganz
R.

Literatur: Walter Thirring, Lehrbuch der Mathematischen Physik, Band 3:
Quantenmechanik von Atomen und Molekiilen, Springer, Wien, New York, 1994
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2.7 Impuls

Wie aus T1 bekannt ist, besteht ein Zusammenhang zwischen den rdumlichen
Verschiebungen und dem Impuls eines physikalischen Systems.

Wir betrachten daher die Verschiebung einer Wellenfunktion () um die Strecke
a, die durch den Translationsoperator

(Tay)(2) = p(x — a)

bewirkt wird.

Bemerkungen: Der Operator T, besitzt die folgenden Eigenschaften:
T.Ty=Toy, T,=1, TI=T, T,17=TT,=1.

Einen Operator U mit der Eigenschaft UUT = U'U = 1 bezeichnet man als
unitiren Operator. Sein Spektrum ist eine Teilmenge des Einheitskreises in
der komplexen Zahlenebene.

Fir infinitesimales a erhalt man

d tah d
Yo = a) = () — ailz) = Bla) - T2 ().
Den hermiteschen Operator
p_hd
didr

bezeichnet man als Impulsoperator (der Zusammenhang mit dem , iiblichen*
Impuls wird im klassischen Limes A — 0 klar werden).

Aufgabe: Uberzeugen Sie sich davon, dass der Impulsoperator tatsichlich her-
mitesch ist. Es ist also zu zeigen, dass

70dx w(x)*?%@b(x) = 70dx (?%¢(x))*w(x)

—c0 —00

erfiillt ist. Dabei konnen Sie annehmen, dass die Funktionen ¢ und ¢ im Unend-
lichen verschwinden.

Um die Eigenfunktionen des Impulsoperators zu bestimmen, betrachten wir
die Eigenwertgleichung

h d
;@f@) =pf(x),
welche die Losungen
1 )
fp(x) — ezpa:/ﬁ
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besitzt. Fiir den Impulseigenwert p kommen alle reellen Zahlen in Betracht,
das Spektrum ist also (wie beim Ortsoperator) kontinuierlich, daher sind die
Impulseigenfunktionen f,(x) nicht normierbar, sie erfiillen aber die Orthogona-
litatsrelation

+oo +oo
d , -
(hlt) = [ dofifa) futa) = [ 5 mlhe ™l = 5(p ).

(Das erklart die Wahl des seltsamen Normierungsfaktors 1/v/27h.)

Analog zu den Eigenfunktionen des Ortsoperators sind die Impulseigenfunktionen
Grenzfille von Wellenfunktionen mit immer scharferem Impuls. Wieder kann jede
Wellenfunktion ¢ (z) ((¢|) = 1) als Superposition von Impulseigenfunktionen
geschrieben werden:

“+00 —+00

~ etpz/h
wwz/@ﬁwwmz I e=(0)

Wegen (fp|fy) = d(p —p') ist

+oo
—ipz/h

V2rh v

(p) = (fHply) = [ dx

—00

().

1 (p)|2dp = |(f,|1)|?dp ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Impulsmessung
einen Messwert im Impulsintervall [p,p + dp] zu erhalten, wenn der durch die
Wellenfunktion () beschriebene Zustand pripariert wurde. Ublicherweise wird
statt (f,|1) kurz (p|v) geschrieben. (p|¢) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitu-
de, bei einer Impulsmessung den Messwert p zu erhalten. 1(p) = (p|) wird auch
Impulsraumwellenfunktion genannt, sie enthélt dieselbe Information wie die

Ortsraumwellenfunktion ¢ (z) = (x[v).
Zusammenfassung des Zusammenhangs zwischen Orts- und Impulsdarstellung:

—+00

¢m:=mw=/@g@@@

—oo /b yj(p)

V2rh
+oo
&@:=@w=/mg@@w,
—00 e—wz/h ()

V2rh



30 KAPITEL 2. ELEMENTARE QUANTENMECHANIK

+oo +oo
Beobachtung: [ dz|z){(z| = [ dp|p)(p| = 1.

Es ist egal, ob man ein Skalarprodukt in der Orts- oder der Impulsdarstellung
berechnet,

+oo +oo
ww:/wwmmwszwmmw.
—00 p(@)* YP(z) —0 e®)*  P(p)

Aufgabe: Zeigen Sie, dass der Impulsoperator in der Impulsdarstellung durch die
Multiplikationsvorschrift (p) — py(p) gegeben ist, wihrend der Ortsoperator
jetzt durch den Differentialoperator ih% dargestellt wird.

Orts- und Impulsoperator kommutieren nicht miteinander, denn

@@i—ﬁﬂﬁ)wwzx%w@—§ww—x%w@=ﬁw@>

tdr  idx
In der Impulsdarstellung erhélt man das gleiche Ergebnis:

Q@%p—pméﬁi@»:ﬁwqo+ﬂw%qo—ﬁw%@>=ﬁwwy

Unabhéngig von der gewéahlten Darstellung erhélt man die fundamentale Ver-
tauschungsrelation

[X,P] =XP—PX =ihl
N——

Kommutator

zwischen Orts- und Impulsoperator.

Die Verallgemeinerung der obigen Formeln auf den Fall von drei Raumdimen-
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sionen ist offensichtlich:

Y(I—a) = (@) —d Vw(f)zd)(f)—g ;WJ(@“),
P = —ihV,
—ihV f3(Z) = FfH(7),
oiPE/h
fﬁ(f) = (ﬂﬁ)IW’

folfs) = @) =DE-p"),
G(@) = (Fe) = / & (@5 (51,
——

——
DT /h 1; 7
(2mh)3/2 @)

3F) = (Gl = /d% 17 (#0),
BN ()
(2mh)3/2

[Xk, Pl] = 'Lhdklﬂ

2.8 Diracschreibweise

Wir haben gesehen, dass die Ortsraumwellenfunktion v (z), die Impulsraumwel-
lenfunktion ¢ (p) oder die Folge von Skalarprodukten (¢1]t), (¢s|1), . . . beziiglich
eines beliebigen VONS ¢, @9, . .. jeweils dieselbe Information iiber den betrach-
teten Zustand enthalten.

P.A.M. Dirac folgend spricht man daher von dem , abstrakten“ Zustandsvektor
(,ket-Vektor®) [¢)) € H (ohne Bezug auf eine bestimmte , Darstellung®). Das
Skalarprodukt (p|v) (bracket) interpretiert man dann als Multiplikation des ,,bra-
Vektors® (p| (Element des Dualraums von H) mit dem ket-Vektor |¢).

Die Skalarprodukte (¢,[1) sind die Komponenten des Vektors [¢)) beziiglich des
VONS [¢1), |pa),. ... Oft schreibt man statt |¢,) kurz |n). Die Zerlegung des
Vektors [1) beziiglich des VONS lautet dann

[0) = In)(nly)

und die Orthogonalitéits- und Vollstédndigkeitsrelation haben in dieser Schreib-
weise die Form
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Sind die Vektoren des VONS |¢1), |¢2), . .. Eigenvektoren eines Operators A mit
dazugehorigen Eigenwerten aq,as,..., so lautet die Spektraldarstellung des

Operators
A= "ay|n)(n|.
Funktionen von A kann man dann leicht durch

F(A) = flan)n)(n|

angeben.

Im obigen Sinn kann man die Ortsraumwellenfunktion ¢ (x) als Projektion des
Zustandvektors |1)) auf die kontinuierliche , Basis“ der Eigenfunktionale |z) des
Ortsoperators X interpretieren:

+oo
Xfo) = al) Galy) ot —y), [ delo)al =1,
X = / dre o)z, f(X) = / dr f(z) ) {z].

—00 —00

Analog interpretiert man die Impulsraumwellenfunktion v (p) als Projektion des
Zustandvektors [¢)) auf die kontinuierliche ,Basis“ der Eigenfunktionale |p) des
Impulsoperators P:

—+00

Plp) = »plp), (plp') =0p—1p), /dp|p><p|:11,
P = [awlil 5(P)= [do sl

Der Zusammenhang zwischen Orts- und Impulsdarstellung wird durch die Formel

eipx/ﬁ

(z]p) = NGrT

hergestellt.

Aufgabe: Verallgemeinern Sie die Diskussion der Orts- und Impulsdarstellung
im Diracformalismus auf den Fall von drei Raumdimensionen.
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2.9 Unscharferelation

Gegeben sei ein Zustandsvektor [¢). Der Erwartungswert (1| Ay) einer Observa-
blen A in diesem Zustand werde mit (A) bezeichnet. Unter dem Schwankungs-
quadrat (AA)? von A im Zustand [¢)) versteht man den Erwartungswert des

Operators (A — (A))?, d.h.
(A4)* = ((A—(4))%) = (4%) - (4)"

= A4 = V((A-(4))) = V(42) - (4)%
Fiir einen beliebigen (nicht notwendigerweise hermiteschen) Operator C' gilt:

(CTC) = (Y|CTCy) = (Cy|Cy) > 0.

Fiir zwei beliebige hermitesche Operatoren A, B sei der Operator C' durch

A—(A) B—(B)
Ad T AB
definiert. Fiir diese Wahl von C' erhalt man

o = (A5 2 (25

C:

- (AB)? i
= (dAY T (aBe T AAAB

(AB — BA)

- 24

AAZAB (AB — BA) > 0.
Man erhilt also die Ungleichung

AAAB > —%([A, B)
und nach Vertauschen von C' und CT die Ungleichung
AAAB > +%<[A, B)).

Somit ergibt sich die allgemeine Form der Unschérferelation:

AAAB > % I(i[A, B])|.
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Fiir den Spezialfall A = X und B = P ist der Kommutator durch [X, P] = ihl
gegeben und man erhélt die Unschérferelation fiir Ort und Impuls:

AXAP > g

Die folgende experimentelle Uberpriifung der Unschérferelation fiir Ort und Im-
puls ist (theoretisch) denkbar:

Praparation von N Kopien des Systems im Zustand [))

Durchfithrung einer Ortsmessung mit Messwerten (1), z(2),...,z(N)

N
Berechnung des Mittelwerts z = + > (k)
k=1

S (k)

k=1

2=

Berechnung von z2 =

Daraus erhélt man (z — 7)? = 22 — 72 e (AX)?
— 00

Priaparation von NV weiteren Kopien des Systems im Zustand [¢)

Durchfiihrung einer Impulsmessung mit Messwerten p(1),p(2),...,p(N)

N
Berechnung von p = % > p(k)
k=1

_ N
Berechnung von p? = + l;lp(k)Q

Daraus erhilt man (p — p)? = p2 — p> — (AP)?

N—oo

Kombination der Ergebnisse beider Messreihen liefert das Produkt

/

a2/ p? — AXAP

Bemerkungen:

1.

Die Unschirferelation ist eine direkte Folge der Beschreibung des Zustands
eines Teilchens durch eine Wellenfunktion. Sie folgt direkt aus den Postu-
laten der Quantenmechanik und ist keine aufgepfropfte Zusatzbedingung.
Die Formulierung ,,dass man nicht genauer messen kann“ ist falsch, rich-
tig ist, dass man keinen Zustand mit AXAP < h/2 praparieren kann:
Es gibt keinen Zustand mit AXAP < //2! Insbesondere gibt es kei-
ne theoretische Einschrankung an die Messgenauigkeit einer Orts- oder
Impulsmessung (aber natiirlich praktische Grenzen).
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2. Unsere Herleitung der Unschérferelation hat nichts mit der Hintereinander-
ausfithrung von Orts- und Impulsmessung an ein und dem selben Teilchen
zu tun (das wére eine alternative Variante, bei der die Zustandsreduktion
zu berticksichtigen ist).

3. Die Unschérferelation ist i.A. weniger von experimentellem, sondern von
theoretischem Interesse (erklirt Grundzustandsenergie des harmonischen
Oszillators, Stabilitét des H-Atoms, etc.).

Wir wollen jetzt jene Zustédnde finden, fiir die das Produkt aus Orts- und Impuls-
unschérfe den minimalen Wert AXAP = f/2 annimmt. Das Gleichheitszeichen
entspricht

X—$0+,P—p0
1
o h/20 ’

(CY|ICY) =0 = Clp)y =0, C=

wobei der Ortsmittelwert mit xg, der Impulsmittelwert mit py, die Ortsschwan-
kung mit o und dementsprechend die Impulsunschérfe mit /20 bezeichnet wur-
de. In der Ortsdarstellung entspricht C'|¢)) = 0 der Differentialgleichung

[x—wo . 2%0 (7_?1 _po)] (z) =0,

g

als deren Losung man
’QZ)(I‘) _ Ne—(m—xo)2/4a2 eipoar/ﬁ

erhalt.

Bemerkung: Die Gleichung C|)) = 0 ergibt keine normierbare Losung.

2.10 Zeitentwicklung

Wir haben bis jetzt Wellenfunktionen zu einem fixen Zeitpunkt betrachtet.
Gemif den de Broglie-Beziehungen § = hk, E(p) = p?/2m = hw wird die
Zeitentwicklung eines freien Teilchens mit scharfem Impuls p" durch die ebene

Welle

N .52
ezp-m/hefzg—mt/h

beschrieben. Wir beschrinken uns (zunéchst) wieder auf den Fall der eindimen-
sionalen Bewegung. Die de Broglie-Welle

- . p2
ezpm/hefz%t/h
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entspricht der Zeitentwicklung des (nicht normierbaren) Grenzfalls eines Zustands
mit scharfem Impuls p. Die Zeitentwicklung von normierbaren Wellenfunktio-
nen (also tatsichlichen Zustdnden) ldsst sich als Superposition von de Broglie-
Wellen schreiben:
+o00 eipx/h 2 h
= - ¢ om
Y(z,1) dp Ve U(p) -
— P(pt)

‘P2 7 . . . .
P(p,t) = e zmt/M(p) ist die Impulsraumwellenfunktion zum Zeitpunkt ¢.
Fiir ein freies Teilchen ist die Impulsverteilung [¢(p,t)|> = [¢(p)|* zeitun-
abhingig. 1 (p,t) erfiillt die Schrédingergleichung

_0b(p,t) PP -

Fiir die Ortswellenfunktion lautet die Schrodingergleichung

00 (,1) (—ihd/0x)?

ot 2m . t).

Jener hermitesche Operator, welcher der Observablen ,Energie des Teilchens®
entspricht, wird als (Hamiltonoperator) bezeichnet. Fiir ein freies Teilchen
enthélt er nur die kinetische Energie,

P2
" 2m
im Impulsraum wird er als Multiplikationsoperator
»
2m

und im Ortsraum als Differentialoperator

h* 0°

2m Oz
dargestellt.

Unabhéngig von der gewéhlten Darstellung ist die Zeitentwicklung eines
Zustandsvektors eines freien Teilchens durch die (zeitabhéngige) Schrodinger-
gleichung

P2
" 2m

. d
ih=—v(t)) = HlY(t)), H

bestimmt, ihre Losung ist

(1)) = e "My (0)).
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Befindet sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Anfangszustand [¢/(0)), so wird
es zum Zeitpunkt ¢ im Zustand |¢(t)) vorgefunden, wenn die Zeitentwicklung
ohne &duflere Storung (also insbesondere ohne zwischenzeitliche Messung einer
Observablen des Systems) erfolgt.

Will man von der abstrakten Form wieder zur Ortsdarstellung zuriickkehren,
bildet man das Skalarprodukt

(@le(t)) = (zle™ M p(0))
und fiigt zwischen Zeitentwicklungsoperator und Anfangszustand den Einheits-

operator in der Form
+00

n:/@@@

—00

ein:
+o0

(al(®) = [ dp lale i) pl(0),
Wegen H = P?/2m ist |p) auch ein Eigenvektor des Hamiltonoperators,

P2 p2 —1 fii v
5P =5 —lp) = e HUM p) = e~ 5m /M| p)

und man erhilt somit wieder die oben angegebene Formel:

Hlp) =

—+00

mwm:/@@mf%Wwww.
————’ —— ————
P(zt) —00 epz/h ¥ (p,t=0)

V2rh

Beispiel: Zeitentwicklung eines Zustands, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch das
Gauflsche Wellenpaket

]_ 2 2
o o —x?/40° ipox/h
Pz, t=0)= 7(27()1/40_1/26 e
beschrieben wird. Die dazugehorige Wellenfunktion im Impulsraum hat die Form
- e~ (p—p0)? /4(Ap)?

vt =0 = e

Ap = h/20.

+o0
eip:v/h

dp ——e
p\/27rh

—00

+oo

= ga,t) = St (.t = 0)

/d eirz/h i e—(P—p0)*/4(Ap)?
= (& .
p 5h, : (27r)1/4(Ap)1/QJ

—00 ~~

P(pt)
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Die Berechnung dieses Gaufschen Integrals ergibt das Resultat

T— m)?2 ipoxT
o 1) exXp ( QPOIti) exp (_4((02-1:221/2271» exp (2%
xr = .
’ (2m)V/4(o + iApt/m)'/

Daraus erhélt man als Wahrscheinlichkeitsdichte die Gaufiverteilung

(z—pot/m)?
exp (‘2[02+<p§pt/m>2]>

(2m)V/2 02 + (Apt/m)?]'

[¥(z,t)|* =

deren Maximum sich lings © = pot/m mit der Geschwindigkeit po/m bewegt?
und deren zeitabhingige Breite durch Ax(¢ \/ o2+ (Apt/m)? gegeben ist
(,, ZerflieBen“ des Wellenpakets).

Bewegt sich das Teilchen unter dem Einfluss einer &ufleren Kraft —oV (z)/0x,
so hat der Hamiltonoperator die Gestalt

2

P
H=— V(X
2m+ \<,—)f’

pot. Energie

wobei die Zeitentwicklung wieder durch die (zeitabhéngige) Schrodingergleichung

bestimmt ist: ,

d P
h—|v(t)) = H|p(t H=—+V(X).
B |o(t) = Hl(W), H =3 +V(X)
In der z-Darstellung lautet die Schrédingergleichung jetzt

L oY(x,t h? 0%(x,t
20t IETVED |y gy,

Aufgabe: Welche Form hat die Schrédingergleichung in der p-Darstellung?

Um die formale Losung

[4(1)) = e " (0))
nutzbringend anwenden zu kénnen, muss man zunéchst das Eigenwertproblem
des Hamiltonoperators,?

H[p) = El¢),

16sen. Wir wollen der Einfachheit halber annehmen, dass H nur diskrete Eigen-
werte Fy, Ey, ... mit einem dazugehorigen VONS von Eigenvektoren |0), 1), ...
besitzt:

Hln) = Eoln),  (m|n) = 6y, Z\n

3Das bestitigt unsere Interpretation von —ihd/dz als Impulsoperator.
4Manchmal wird die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators auch als zeitunabhiingige
Schrodingergleichung bezeichnet.
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Die Spektraldarstellungen von H und exp(—iHt/h) lauten daher
H =3 Eiln)inl, e "= e M

und

[ (1)) = e M (0)) = D e M |n) (n]4(0)).

n

Die Wahrscheinlichkeitsdichte

p(x,t) = [¢(x, 1)
und der Wahrscheinlichkeitsstrom

o = 2 [y oy 22D _ 0ty

m ox ox

P(,1)

erfiillen die Kontinuititsgleichung

Oplx,t) | 0j(x.t)

ot or 0-

Aufgabe: Uberpriifen Sie diese Behauptung.
Die physikalische Bedeutung der Kontinuitétsgleichung sieht man so:

b

wy(t) = /d:c p(x,t)

a

ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ im Intervall I = [a, D]
anzutreffen. Differenziert man diesen Ausdruck nach der Zeit,

dwTIt(t) :/d:p%:—/dx% = j(a,t) —j(b,t),

a a

so siecht man, dass die zeitliche Anderung von wy(t) durch den am Randpunkt
a eintretenden Wahrscheinlichkeitsstrom j(a,t) minus den am Randpunkt b aus-
tretenden Wahrscheinlichkeitsstrom j(b,t) gegeben ist.

Im Limes a — —o0, b — +oco erhdlt man (die Wellenfunktion verschwindet im

Unendlichen)
+oo
d
pr dx p(z,t) =0,

—00
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das heifit, die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo anzutreffen ist zeitu-
nabhingig (nidmlich gleich 1).

In drei Raumdimensionen haben wir

—

P? >
H=—+V(X
2m+ ( )7

die Schrodingergleichung in der Ortsdarstellung lautet

(&, e o
ih M;; b _ o A(E 1)+ V(@ ).

Die Wahrscheinlichkeitsdichte

und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

m
erfiillen die Kontinuitétsgleichung

ap(fvt) = .
o

Die Grofle
wrlt) = [dp(at

\%

ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ im Gebiet V' C R?
anzutreffen. Fiir ihre zeitliche Anderung erhélt man

dwy(t) [ 5 Op(Z,t) 3 S oo P 2o
0 [ P o [0 an = - [af @,
174 174 ov

wobei im letzten Schritt der Integralsatz von Gaufl verwendet wurde. Die Glei-
chung besagt, dass die zeitliche Anderung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Teilchens im Gebiet V' gleich dem durch den Rand von V' eintretenden Wahr-
scheinlichkeitsstrom ist.



Kapitel 3

Eindimensionale Probleme

Die bisher entwickelten Methoden werden auf die Behandlung einfacher quanten-
mechanischer Probleme in einer Raumdimension angewandt. Die Energie eines
Teilchens, das in einer Schachtel eingesperrt ist, kann nur bestimmte, diskrete
Werte annehmen. Die Heisenbergsche Unschirferelation bestimmt die Grundzu-
standsenergie des harmonischen Oszillators, sein Figenwertproblem lisst sich rein
algebraisch untersuchen, kohdrente Zustinde zeigen quasiklassisches Verhalten.
Das Verhalten eines Teilchens in Anwesenheit einer Potentialstufe dient zur Illu-
stration von Reflexion und Transmission an einem Hindernis. Dass ein Teilchen,
entgegen der klassischen Erwartung, durch einen Potentialwall tunneln kann, er-
klart den a-Zerfall von Kernen und findet eine wichtige praktische Anwendung in
der Rastertunnelmikroskopie. Die Bewegung eines Teilchens in einem (anziehen-
den) Deltapotential liefert ein Beispiel fir ein System, in dem sowohl ein Bin-
dungszustand als auch Streuzustinde auftreten. Die Anwendung von Feynmanre-
geln bei Streuproblemen stellt den Zusammenhang mit den bereits besprochenen
Regeln der Addition und Multiplikation von Amplituden her. Das Auftreten von
Bindungszustanden in einem Potentialtopf und der Knotensatz werden qualitativ
diskutiert.

3.1 Unendlich hoher Potentialtopf

Beschrénkt man die Bewegungsfreiheit eines Teilchens auf das Intervall [0, L], so
geniigen die Wellenfunktionen den Randbedingungen v (0) = (L) = 0 und die
Eigenwertgleichung fiir die Energieeigenfunktionen lautet

L a) = Bola), 6(0) = 6(L) =0,

2m dx?

41
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Die Losungen des Eigenwertproblems sind Funktionen der Form
h2k?
2m

o(x) ~ sin kz, E=

Losungen der Form der Form ~ cos kx sind wegen der Randbedingung bei z = 0
ausgeschlossen. Die zusétzliche Beriicksichtigung der Randbedindung bei x = L
fithrt zu einer Quantisierung der moglichen Werte von k:

sinkL=0 = k,L=nm (n=12...).

Somit erhélt man die Energieeigenfunktionen und Energieeigenwerte

onm h2ki h2n2r?
¢n(x) ~ sin T E, = o = oTZ (n=1,2,...).
<~
kn

Die Beriicksichtigung der Normierungsbedingung

o N

L
1:\N|2/d:csm —a:—|./\f\ = |N|P=
0

liefert schliefllich das Endergebnis

2
On(x) = \/;sinknx, kn:% (n=1,2,...),

h2k?
By = 5 (Gnlén = [ doon@)éula) = G
0
1 [(hr\?
E1 - %(f), E2:4E17 E3:9E1,....

Jede beliebige Wellenfunktion () auf [0, L], welche die Randbedingungen
¥(0) = (L) = 0 erfiillt, lasst sich als Superposition der Energieeigenfunktio-
nen ¢, schreiben:

L

=3 @ = (0nlt) = [debarvia)

0

Die Zeitentwicklung einer Wellenfunktion ist durch

7@Ent/h . 72Ht/h
Z (& Cp = Z ¢n

M—/
P(z,t=0)

gegeben.
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3.2 Harmonischer Oszillator

Wir kommen nun zur Behandlung des Eigenwertproblems des harmonischen Os-
zillators,

1 mw?
H=—P?+ X2,
2m 2
——
V(X)

In der klassischen Mechanik ist jener Zustand des harmonischen Oszillators, wel-
cher die kleinst mogliche Energie besitzt, durch x = 0, p = 0 charakterisiert, die
klassische Grundzustandsenergie ist daher gleich Null.

In der Quantenmechanik ist das Energiespektrum zwar sicher C R™, weil der
Hamiltonoperator H nicht negativ ist,

mw?
2

WIH) = o {0IP2) + T (] X%)

1 mw?
= o (PY|Py) + 5 (X|X9) >0,
—_—— —_——
0 >0

aber die Grundzustandsenergie kann nicht gleich Null sein, da dies im Wider-
spruch zur Unschérferelation wére. Ja man kann sogar den tatsdchlichen Wert
der Grundzustandsenenergie aus der Unschérferelation erhalten. Wir bezeichnen
die Grundzustandsenergie mit E, und den dazugehorigen Eigenzustand des Ha-
miltonoperators mit |¢):

H|po) = Eo|do), {po|po) = 1.

Ey ist der kleinste Eigenwert von H (Ey < E; < ...). Es ist klar, dass fiir den
Grundzustand

<X>¢0 =0, <P>¢0 =0

gelten muss, wobei die Kurzschreibweise (A),, = (¢o| Apo) verwendet wurde. Wir
betrachten daher die Menge aller Zusténde |¢) mit verschwindendem Erwartungs-
wert von X und P. Fiir diese lautet die Unschérferelation

(X%)4(P), > (Z)

Einsetzen der Unscharferelation in

1 mw?

(H)y = %ng)(b + T<X2>¢>
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ergibt die Ungleichung

(o > 5 (5) oo+ e (X

2m
R 1 mw?
- X2,

Wir verwenden die Abkiirzung u := (X?), und betrachten die Funktion

B B2 1 mw?

E = -4 — >
(u) M u 2 u, w2l
—— =
T(u) V(u)
und bestimmen ihr Minimum:
R 1 mw?
E = —— —
(u) 8m u? + 2’
h hw
E' = 0= min:—:>E min) — 5
(u) b 2mw (tmin) 2
A
FE
hw
2 V
T
h »-
2mw u

Abbildung 3.1: Erwartungswerte der kinetischen Energie T'(u), der potentiellen
Energie V(u) und der Gesamtenergie F(u) in Abhingigkeit vom Schwankungs-
quadrat des Ortes u = (X?).

Aufgrund der Unschéarferelation miissen also alle Energieeigenwerte (und damit
auch die Grundzustandsenergie) des harmonischen Oszillators > fiw/2 sein. Gibt
es aber tatséichlich einen Eigenvektor |¢g) mit Fy = hw/27 Diese Frage lisst sich
leicht beantworten. Nimmt man n&mlich als Grundzustandswellenfunktion ein
Gauflsches Wellenpaket y
exp(—x* /4o
Po(x) = W
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B\ /2
o= |(— ,
(Qmw)

so ist die wegen AXAP = h/2 die Impulsunschérfe

1/2
AP h (hmw)

mit Ortsunscharfe

T2 2
und man erhalt

1 mw?

<H>¢0 = %<P2>¢0+

1 hmw+mw2 h
2m 2 2 2mw

hw
= — = F,.
5 0

Durch die Unschérferelation ist der Beitrag der kinetischen Energie mit jenem
der potentiellen Energie korreliert und man erhélt als Grundzustandsenergie
den optimalen Kompromiss der beiden Anteile in (H). Man beachte, dass im
Grundzustand der Erwartungswert der kinetischen Energie und der Erwartungs-
wert der potentiellen Energie jeweils gleich grofie Beitrige zur Grundzustands-
energie Fy = hw/2 liefern.

Da |¢pg) ein Zustand mit minimalem Unschérfeprodukt AXAP = h/2 und
(X)po = (P)g, = 0 ist, wissen wir von frither, dass

X P
(E +2E) |40) =0

gilt, wobei in unserem Fall

1/2 1/2
AX = <i) . AP = (hm_w) _
2mw 2

Somit ist der Grundzustandsvektor des harmonischen Oszillators durch die Glei-

chung
2mw , 2
( 5 X+u/—hme> lpo) =0

N J/
-~

=2a

charakterisiert. Wir fiithren an dieser Stelle die Leiteroperatoren

mw 1 mw 1
= /==X +iy/ P, d ==X —iyf P
“ 2h T 2hmw "’ “ 2h ! 2hmw
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ein, wobei man natiirlich auch X, P durch a,a' ausdriicken kann:

h hmw
T = 4/ (At
X = 5 (a+a), P = 2 z(a a)

Die fundamentale Vertauschungsrelation [X, P] = iAl ist dquivalent zu der Kom-
mutatorrelation

[a,a'] = 1.

Mit Hilfe der nichthermiteschen Operatoren @ und a' definieren wir den hermi-
teschen Operator

1 mw 1
N =d'a = PP+ —X?4+ —[X,P
@a S AR TR T )
il
1 1 mw? 1
= —(—P?+ —/X?)—- =N
hw (Qm + 2 ) 2
"
Somit kann der Hamiltonoperator in der Form
H = hw(a'a +1/2)
N
geschrieben werden.
Die Kommutatorrelationen
[N, a'] = a, [N,a] = —a

gestatten die Bestimmung des Spektrums von N und damit auch das des Hamil-
tonoperators, fiir den analoge Relationen gelten:

[H,a'] = hwa', [H,a] = —hwa.

Wir wissen bereits, dass die Gleichung a|¢g) = 0 eine (bis auf einen Phasenfaktor)
eindeutig bestimmte normierte Losung |¢g) besitzt ((¢o|po) = 1). Wegen N = a'a
ist somit N|¢g) = 0 und |¢py) ist ein normierter Eigenvektor von N zum
Eigenwert 0. Wir betrachten nun den Vektor af|dy),

Nallgy) = (Na' — a'N)|¢o) = [N, a'] |¢o) = al|¢v),
af

das heiBt, af|¢g) ist ein Eigenvektor von N zum Eigenwert 1 und aus

(a’¢olatdo) = (¢olaa’do) = (o] [a,a’] go) = (¢oldo) = 1
1
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sieht man, dass |¢1) = al|@g) ein normierter Eigenvektor von N zum Eigenwert
1 ist.

Man kann dieses Verfahren nun fortsetzen, indem man a' auf |¢;) anwendet:
Na'lgr) = (a'N +a)|¢1) = 2a|¢y).

allgy) = (aT)Q |o) ist somit ein Eigenvektor von N zum Eigenwert 2. Die Lange
dieses Vektors kann man aus der Gleichung

(a'gila’or) = (1] gal ¢1) = 2{d1]¢n) = 2

N+1

ablesen. Durch ] 1
_ ) = )2
= —a =—(a
[02) = Za'lén) = = (@) [60)

erhédlt man daher einen normierten Eigenvektor von N zum Eigenwert 2.

Auf diese Weise erhélt man schliefflich ein vollstidndiges Orthonormalsystem
von Eigenvektoren von N und H und die dazugehorigen Energieeigenwerte des
harmonischen Oszillators:

algo) = 0, {¢o[¢o) =1,
1 o
|¢N> = ﬁ(af)nw)O)a <¢m|¢n> = Omn, nZ:O |¢n><¢n| =1,
N|¢n> = n|¢n>> H|¢n> :hw(n+1/2)|¢n>> (nZOavaa"')'
————

En
Bemerkungen:

1. a' heifit auch Erzeugungsoperator, er ,erzeugt® bei Anwendung auf einen
Zustandsvektor ein ,, Energiequant“ Aw. Den Operator a nennt man dagegen
Vernichtungsoperator, da er bei der Anwendung auf einen Zustandsvek-
tor die Energie um den Betrag hw erniedrigt.

2. Die Energieeigenfunktionen im Ortsraum erhélt man durch Anwendung von
a' in der Ortsdarstellung,

po(x) = (mw)1/4exp(—mwx2/2h),

h
1 mw h d !
Pn(r) = ﬁ( on T —2mw%> Po(z)
B « ~(ox)?/2 1y o jmw 1
_ e Wlaz), o= = ,
NG ) T VIAX),

mit den Hermitepolynomen H,,.
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3.3 Kohiarente Zustinde

Der Grundzustand |0) = |¢g) eines harmonischen Oszillators mit Masse m und
Kreisrequenz w ist ein Zustand mit minimalem Produkt von Orts- und Impul-
sunschérfe. Verschiebt man ihn um das Stiick xg im Ortsraum und um pgy im
Impulsraum, so erfiillt der entsprechende Zustandsvektor |xq,pg) die Gleichung

1 (X -z P—po B
5( AX +1 AP )‘x07p0>_07

1/2 1/2
AXz(i) , AP:(hm—“) .
2mw 2

Der Vektor |xg, po) ist somit eine Losung der Gleichung

wobel

1 p
alzo, po) = = (E +ZA—37> |0, Po)-

Durch die komplexe Zahl

1 T mw

\/_

die Gleichung a|z) = z|z) und die Normierungsbedingung (z|z) = 1 ist der
kohérente Zustand |z) = |zg, po) (bis auf einen frei wéhlbaren komplexen Pha-
sefaktor €*) eindeutig festgelegt. Wir machen den allgemeinen Ansatz

|2) = f(a")]0)

und erkennen mit Hilfe der Vertauschungsrelation
[a, f(ah)] = f'(a"),
dass die Losung der Gleichung a|z) = z|z) durch
[2) = Ce*'|0)

gegeben ist. Schreibt man den kohédrenten Zustand |z) als Linearkombination der
normierten Energieeigenzustinde |n) = |¢,) des harmonischen Oszillators,

o0

ZZ_I )"10) = CZ\/—M

n=0

so sieht man, dass (z|z) = 1 gleichbedeutend mit |C|2e/** = 1 ist. Wir wiihlen
unsere Phasenkonvention so, dass

‘Z> — €7|z|2/262aT |0>
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ist.

Wir wollen nun annehmen, dass sich der harmonische Oszillator zum Zeitpunkt
t = 0 in dem kohérenten Zustand |z) befindet. Man rechnet leicht nach, dass
dann der Zustandsvektor zum Zeitpunkt ¢ wieder ein kohérenter Zustand ist,

efth/h‘z> — efiwt/2‘zefiwt>
Aus diesem Resultat liest man ab, dass die Erwartungswerte von Ort und Im-

puls wie die entsprechenden Gréflen eines klassischen harmonischen Oszillators
schwingen,

(ze ™" X|ze ™) = mgcoswt + Lo sin wt
mw
<Ze—iwt|P|Ze—iwt> = ppCOSwWt — Mmwxy sin wi

und die Schwankungen von Ort und Impuls zeitunabhingig sind.

3.4 Potentialstufe

Wir betrachten nun die Bewegung eines Teilchens unter den Einfluss einer dufleren
Kraft F(z) = —Vy d(z) mit der potentiellen Energie

0 fallsxz <0

, Vo > 0.
Vo fallsx >0

Viz) =Vol(x) = {

Es handelt sich somit um den Grenzfall einer Kraft, die nur in einem sehr
kleinen Bereich um x = 0 (nach links) wirkt.

V(x)

Vo

Abbildung 3.2: Potentialstufe.

In der z-Darstellung hat der Hamiltonoperator die Gestalt
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Unser Ziel ist es, das Eigenwertproblem (H¢)(x) = E¢(z) zu losen. Wegen
(H) > 0 kommen fiir £ nur nicht negative Werte in Frage.

Fiir x < 0 lautet die Eigenwertgleichung

I (a) = Bola)

mit der Losung

) ) h2k2
Ae*® 4 Be~the, E = >0, k€R
2m
Fiir x > 0 lautet die Eigenwertgleichung
h? h2k?
——¢"(x) = (E—-Vo)o(z), E=

2m

und man muss die Falle

(1) 0<E<V,

(2) Vo< E
unterscheiden.
Im Fall (1) ist die Losung Ce ™" (k > 0) mit

h2 K> h2 k>
2m N—— - 2m

NG
=k o= \2mVo/R2— k2, |k < ZWO_

Bemerkung: Die Losung e explodiert fiir + — oo und kommt daher nicht
in Frage.
Im Fall (2) ist die Losung Ce*® + De=** (k' € R) mit
thIQ h2k2
- BE-V,=

2m SN—— 2m
>0

NoTY
=K = VR —2mVe/RE, k| > Z”.

-V

An der Stelle x = 0 miissen sowohl ¢(x) als auch ¢'(x) stetig sein, da ein Sprung
von ¢(z) (an der Stelle x = 0) beim Bilden der zweiten Ableitung einen Term
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~ ¢'(x) erzeugen wiirde, aber auch nur ein Knick von ¢(z) (an der Stelle z = 0)
wiirde einen Sprung der Funktion ¢'(z) (an der Stelle z = 0) bedeuten und somit
einen Term ~ §(z) in ¢”(x) erzeugen. Weder der eine noch der andere Term
konnen aber in der Eigenwertgleichung

_;_m¢ff<x> + Vo b(x)d(x) = Eg(x)

auftreten.

Im Fall des vorliegenden Hamiltonoperators treten nur nicht normierbare Ei-
genfunktionen auf, das Spektrum von H ist R* und somit rein kontinuierlich, es
treten (wie zu erwarten war) keine Bindungszustinde auf.

Ein vollstdndiges System von Eigenfunktionen ¢y (z),
h2k?
2m
E(k)

(Hor)(x) = Pk ()

kann man folgendermaflen konstruieren:

Fir 0 < k <+2mVy/h (d.h. k> 0 und E(k) < V) nimmt man

() ehr 4+ Re=hr fiir 1 < ()
xr) = )
g Ce "= firz > 0

wobei
Kk =/2mVy/h? — k% > 0.

Die Stetigkeit der Funktion ¢(x) bei z = 0 ergibt 1 + R = C, die Stetigkeit der
ersten Ableitung von ¢ (),

o(z) = ik (e** — Re™™*)  fiir £ <0
k —kCere fir x>0’

liefert ik(1 — R) = —xC. Die Amplituden R, C' sind somit durch den Wert von k
eindeutig bestimmt:

2%k k—i
R W = \omVy R — k2

C: =
k+ik’ k+ik’

Die gefundene Losung beschreibt eine Welle mit drei verschiedenen Anteilen: Eine
einlaufende Welle ¢?**0(—z) bewegt sich von links auf die Potentialstufe zu. Der
entsprechende Wahrscheinlichkeitsstrom ist

h

,jein = —
2im

i & hk
tkx am ezkm .
m
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Der Anteil Re~**0(—x) entspricht einer total reflektierten Welle mit
jreﬂ = —hk / m.

Der Anteil Ce™"*0(x) entspricht dem Eindringen der Welle in den (klassisch
verbotenen) Bereich z > 0 mit einer Eindringtiefe von ~ 1/x.

Fir & > v/2mVy/h (dh. £ > 0 und E(k) > Vp) nimmt man

Pr(z) =

I

e'r 1 Re~*r  fiir £ < 0
Teik's firx > 0
wobei

K = \/k2 — 2mVy/h2 > 0.

Die Stetigkeitsbedingungen liefern das Gleichungssystem
1+R=T, ik(l—R)=ik'T

mit den Losungen

2% k— K
7= p=CTF = IZ_omVy 2.
ik T hrw mVo/

Wieder sind die Transmissionsamplitude (Durchgangsamplitude) 7" und die
Reflexionsamplitude R durch k eindeutig bestimmt. Diese Losung beschreibt
eine Welle mit einem einlaufenden Anteil

ikx . h
0 - ein — _7
€ ( ZL‘), J m
einem reflektierten Anteil

e | fik |
Re F 0(—l‘), Jrefl = _|R|QE = _|R|2]ein

und einem Anteil, der die Potentialstufe iiberwindet:

1 hE' K
Te™* “0 durch = [T’ — = TP ein -
e 0(x),  Jawen = [T m T i)

Bemerkenswert ist die nichtverschwindende Wahrscheinlichkeit fiir die Reflexi-
on des Teilchens, welche in der klassischen Mechanik im Fall £ > V|, nicht
auftritt.

Da die besprochene Energieeigenfunktion den Grenzfall eines Zustands mit schar-
fer Energie E(k) = h?k?/2m beschreibt, liegt folgende Interpretation nahe:
| = |RP

,]ell’l
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ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen an der Potentialstufe reflektiert

wird. _
Jdurch

k/
= |T|>—
TP

ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen die Potentialstufe iiberwindet.
Tatséchlich gilt:

k:/
[B]?+ TP = 1.

Aufgabe: Zur Vervollstindigung unseres Systems von Energieeigenfunktionen
fehlen jetzt noch jene Losungen ¢ (x), k < 0, die (mit £ > V4) von rechts kom-
men und dann entweder reflektiert werden oder in den Bereich x < 0 weiterlaufen.
Bestimmen Sie diese Funktionen!

3.5 Streuung eines Wellenpakets

Wir studieren nun das zeitliche Verhalten eines Wellenpakets, das an einer Po-
tentialstufe gestreut wird. Jede normierte Wellenfunktion v (z), die also einen
moglichen Zustand beschreibt, lisst sich als Uberlagerung der (nicht normierba-
ren) Energieeigenfunktionen ¢ (z) darstellen:

—+00

U(x) = /dk or(x)e(k).

—0o0
Als Beispiel konstruieren wir ein Wellenpaket, das sich zunéchst links von der
Potentialstufe befindet und sich auf diese zubewegt. Uns interessiert die Zeitent-
wicklung dieser Wellenfunktion, insbesondere ihre Form nach dem Passieren der
Potentialstufe. Dazu konstruieren wir zunéchst die Ortswellenfunktion

+oo +oo
f(x) = / dk g k), / dr | f(z) = 1.

mit einer reellen Funktion g(k), die im k-Raum auf das Intervall [—Ak, +Ak]
um den Wert k = 0 konzentriert ist und etwa so wie in Abbildung 3.3 aussehen
konnte.

Bemerkung: Mit der Wellenfunktion im Impulsraum (p = hk) besteht der Zu-
sammenhang (p) = /27 /h g(p/h).

Da die Funktion g(k) reell gewdhlt wurde, verschwindet der Erwartungswert des
Ortsoperators in diesem Zustand,

+oo

[ dals@p =0

—0o0
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g(k)

| 1
—Ak | +AE k

Abbildung 3.3: Mégliche Form der Funktion g(k).

weiters kann man die Ortsunscharfe Az durch AxzAk ~ 1 abschéatzen.

Wir betrachten nun die folgende Losung der =zeitabhédngigen Schrédinger-
gleichung;:
“+oo

U(z,t) = / dk g(k — ko)e “®e, (z)
w(k) = E(k)/h= hk*/2m, ko > 0, ko > Ak.

Da in dem obigen Integral nur der Bereich [kq— Ak, ko + Ak] beitragt, sind wegen
ko — Ak > 0 nur die Energieeigenfunktionen mit k£ > 0 relevant.

Im Bereich z < 0 erhalt man

+00 +oo
/ dk g(k — ko)e w®teike 4. / dk g(k — ko)e M R(k)e~* | 9(—z).

Wir untersuchen zunéchst den ersten Term,
“+o0o

Yein(x,t) = /dk g(k — ko)e @btk _g)

—00

—+00

— /dlg(l)e_iw(k0+l)t6i(k0+l)x9(—l‘),

—00

wobel im Schritt von der ersten zur zweiten Zeile die Variablentransformation
l = k — ko durchgefiihrt wurde. Setzt man
hko h

h
w(/{io + l) = %(/{70 + l) = w(ko) + —l + %F
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in das Integral ein, so erhélt man

+Ak
wein<$7t) — e*l’w(ko)teikox / dlg<l>€il(mfhkot/m)efiht12/2m9(_x>

—Ak

Wie wir frither gesehen haben (siehe Zeitentwicklung eines Gaufischen Wellen-
pakets) kommt es zu keiner wesentlichen Anderung der Breite des Wellenpakets,
wenn die Ungleichung

h|t|Ak

m

< Az

erfiillt ist. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit

hlt|(Ak)*
— . L 1’
m
fir nicht zu grofle Zeiten |t| (im obigen Sinn) kann daher der Term

exp(—ihtl?>/2m) im Integranden gleich 1 gesetzt werden und man erhélt

+Ak
. A hk
Vein(z,1) ~ e kol gikor /dlg(l)exp [zl(x - = t)}ﬁ(—:p)
m

20
= e wkolteikor £ (0 yi1)(—2).

Das Wellenpaket bewegt sich also fiir ¢ < 0 mit der Geschwindigkeit vy = hko/m
auf die Potentialstufe zu.

Nun analysieren wir den zweiten Term,

+o0o
Vrea(z, 1) = / dk g(k — ko)e P R(k)e~*2g(—x)

—00

+Ak
= / dl g()e”“FFtD Rk + 1)e kotDeg(_g).

—Ak

Wir nehmen an, dass Ak so klein gew#hlt wurde, dass sich R(kq + [) innerhalb
des fiir die Integration relevanten Bereichs | € [-Ak, +Ak| nur wenig dndert.

Wir untersuchen zunéchst den Fall E(kg) < Vi:

k—1 2mV,
N
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Wegen |R(k)| = 1, kann man die Reflexionsamplitude in der Form
R(k) = ), o(k) = -2 arctan%

schreiben. Da bei der Integration nur Werte von [ mit |I| < Ak beitragen, kann
man, falls Ak < kg erfiillt ist, die Naherung

2
o(ko +1) ~ (ko) + ¢'(ko)l = —2arctan 242y
k(] Ko
verwenden:

R(ko+1) ~ gl (ko) gied' (o)l

Fiir den Fall E(kg) > Vj hat die Reflexionsamplitude die Form

k—Fk
R(k) =1 K =/k?—2mVy/h? (P /2m > V).

In diesem Fall ist R(k) = |R(k)| und es tritt keine komplexe Phase auf. Die
Taylorentwicklung

2R (ko)

R(ko +1) = R(ko) — 1

[+ O

zeigt, dass der zweite Term gegen den ersten zu vernachléssigen ist, falls Ak < &
erfiillt ist.

In beiden Féllen (sowohl E(kg) < Vp als auch E(ko) > Vp) kann man also so
vorgehen, dass man R(ky + () in der Form

R(ko +1) = |R(kq + 1)|e?¢koFD
schreibt und diesen Ausdruck durch

R(k?o + l) ~ |R(k;0)|6iso(ko) i’ (ko)
—

R(ko)
approximiert. Man erhélt dann (wieder fiir nicht zu groBe Zeiten [t| < Z22):
+Ak i
bualot) = e [ esp [~ x - M 0 i) o
m
_Ak N~~~

vo

_ e*iw(kO)tefikoxR(/{}o) f( —r — Uot + g0/<k0>)9<_~r).
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Der reflektierte Teil des Wellenpakets bewegt sich fiir ¢ > 0 mit der Geschwindig-
keit —vy von der Potentialstufe weg. Fiir den Erwartungswert des Ortsoperators
liest man © = —wgt + ¢'(ko) ab.

Im Fall E(kq) > Vi ist ¢'(ko) = 0 und die Reflexion eines Teils des Wellenpakets
erfolgt (ohne zeitliche Verzogerung) unmittelbar an der Potentialstufe bei z = 0.
Fir E(ky) < Vo ist ¢'(ko) = 2/ko > 0 und die Totalreflexion (|R(ko)| = 1)
erfolgt zeitlich verzogert, da die Welle in den Bereich x > 0 eindringen kann.

Um die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen nach der ,, Wechselwirkung®
mit der Potentialstufe (also fiir geniigend grofles ¢ > 0) im Bereich z < 0 aufhélt,
zu erhalten, berechnen wir das Integral

0

/ 0 |iren(z, 1) = | R(ko)|2.

—00

Es ergibt sich also — unter den gemachten Voraussetzungen — tatséchlich die schon
frither mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsstromes diskutierte Reflexionswahrschein-

lichkeit.

Zur Analyse des zeitlichen Verhaltens der Wellenfunktion im Bereich x > 0 geht
man analog vor. Im Fall F(ky) < Vj hat der Teil des Wellenpakets, welcher die
Potentialstufe iberwindet, die Form

400
wdurch<x7 t) = /dk g(k - ko)eiiw(k)tC(k})eiﬁ(k)me<x)

—00

k(k) = /2mVy/h? — k2,

C(k) = ﬂ(k;—m(k)) _ 2 ke
mV, mVj ’

_ r(k) _ (k)
d(k) = —arctan Pl

Wir fithren wieder die Variablentransformation k = kg + [ durch,

+o00
Yawen(, 1) = / dl g(1)e™*F* D C (kg + 1) FotDeg ()

—00
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und erhalten fiir nicht zu grofles |¢| und geniigend kleines Ak die Naherungsformel

wdurch (I‘, t) =

+Ak
e O k)| 06 ) / 1 g(1)e (ot )
N’
C(ko) —Ak

e_w(kO)tC(ko)e_mx@(x)f( — vot + 0’ (ko) ),

1//60
Da die Funktion f(z) im Wesentlichen auf den Bereich [-Ax, +Azx] (Az ~ 1/Ak)
konzentriert ist, macht sich dieser Beitrag nur fiir Zeiten bemerkbar, welche

—Al’+1//€05@0t5A1’+1//€0

erfiillen. Es kommt also zu einem kurzzeitigen, exponentiell abfallenden Eindrin-
gen der Welle in den Bereich x > 0.
+o00

Im Fall E(kg) > V; hat der die Potentialschwelle passierende Anteil die Form

wdurch (I‘, t)

—00

/ dk g(k — ko)e @D (k)e g ()

2k
K(k) = +/k*—2mVy/h? Tk)=+——.
( ) m 0/ ) ( ) /{Z+/{Zl<l€)
In der besprochenen Naherung erhélt man

+oo

wdurch (l’, t)

—0o0

/ dl g(l)e “FtT (ko 4 1) Rt ()

+Ak

~ efiw(ko)teik(’)xT<k0)9(x) /dlg<l)€il(vot+kom/k(’))

—Ak

e~ i)t ko2 (10)6) () f(k—?(x - —01)),
0 m

das heifit dieser Teil der Wellenfunktion bewegt sich mit der gegeniiber dem
einlaufenden Wellenpaket reduzierten Geschwindigkeit

PR

m k?o
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und mit einer um den Faktor k{/ko verringerten Breite. Berechnet man (fiir
geniigend grofies t > 0) das Integral

) “+o0
/dx|¢(x,t)|2 ~ /dx|Tk:0| \f( (@ —vpt))|’
0 — 00 M—/
7 ¥
= 2P [ alwP = TP 2
> s

1

so erhélt man tatséichlich die Durchgangswahrscheinlichkeit |T'(ko)|? v)/vo.

3.6 Potentialwall

Als weiteres Beispiel betrachten wir den Hamiltonoperator

2

P
H =~ +Vif(X)f(a— X), Vo >0,

der die Bewegung eines Teilchens in Anwesenheit eines Potentialwalls beschreibt
(sieche Abbildung 3.4). Das Spektrum von H ist wieder R*.

V(z)
Vo
eilm Teikx
e e
-
Refz'k:v
0 a T

Abbildung 3.4: Potentialwall.

Wir betrachten wieder eine von links einlaufende Welle (k > 0). Fir F < 1}
lautet die entsprechende Energieeigenfunktion

etk 4 Re=kr  fijr £ <0
or(z) = ¢ Ae™ 4+ Be ™™ fir0<uz <a,

Ttk firx > a
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wobei
Kk =/2mVy/h? — k% > 0.

Die explizite Form der Amplituden R, T', A, B findet man wieder durch Beriick-
sichtigung der Stetigkeit von ¢y (z) und ¢, (z) an den Stellen x = 0 und = = a.
Die Welle wird teilweise reflektiert, sie dringt aber auch in den klassisch verbo-
tenen Bereich 0 < x < a ein, sodass sich ein zweiter Teil der Welle schliellich im
Bereich x > a weiter fortzupflanzen kann. Dies bedeutet, dass ein Teilchen mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit durch den Potentialwall tunneln kann. Man
bezeichnet dies als Tunneleffekt.

Fiir £ >V, lautet die Energieeigenfunktion
etkr 4 Re—tkx fiir x <0

or(z) = { Ae*® + Be™** fir0<z<a,

Ttk fiirx > a

wobei

K = \/k2 = 2mVy/h? > 0.

Aufgabe: Bestimmen Sie fiir beide Fille R(k), T(k), A(k) und B(k), die
Reflexions- und Transmissionwahrscheinlichkeit sowie die zeitliche Verschiebung
eines Wellenpakets beim Uberwinden des Potentialwalls bzw. bei der Reflexion
daran.

Beispiele fiir den Tunneleffekt:
1. Alphazerfall

Ein *He-Kern wird als a-Teilchen bezeichnet. Schwere Kerne sind instabil und
zerfallen héufig durch Emission eines a-Teilchens. Ein Beispiel dafiir ist der Zerfall

U = %Th+a, E,~42MeV, 73 ~4.5x 107 a.

Den Mechanismus des a-Zerfalls kann man so verstehen: die Reichweite der (an-
ziehenden) Kernkrifte betragt etwa

R~15x10""mAY3,

wodurch der Kernradius R bestimmt ist. Auflerhalb des Kerns (r > R) spiirt das
a-Teilchen eine abstoflende Coulombkraft mit der potentiellen Energie

V(r) ~ AZ=2) ; 2)e :

Die Abhéngigkeit der potentiellen Energie des a-Teilchens vom Abstand r ist in
Abbildung 3.5 schematisch dargestellt.



3.6. POTENTIALWALL 61

Kernpotential
Vi(r)
anziehende's abstoBendes
Kernpotential  cqy]omb-Potential
_ Vi) = L
i > "
@ &
_E o
: ¢
2 g -
en = 2B
" Ct) S 2
TN Tunneleffekt U
¥ Y
s, >
Y Radiusr
£ &
ER-
T =
sl oy
Kernradius

Abbildung 3.5: Tunneleffekt beim Alphazerfall (Quelle: ,Informatiker aus der
deutschsprachigen Wikipedia“, de.wikipedia.org/wiki/Alphastrahlung).

Fiir 23U betrigt die Hohe der Potentialschwelle etwa 28 MeV. Obwohl FE, =~
4.2MeV <« 28 MeV, kann der a-Zerfall durch den Tunneleffekt erfolgen.

Da die Tunnelwahrscheinlichkeit empfindlich von Vy — E,, abhéngt, variieren die
Halbwertszeiten der a-radioaktiven Kerne betrachtlich:

Th:  E,~4.0MeV, 7 ~14x10" a,
2§S6Ra : E, ~48MeV, 7/, ~ 1600 a,
28142Po : Eo, ~88MeV, 7/ ~3X 1077 s.

2. Rastertunnelmikroskop

Im Jahr 1986 erhielten Gerd Binnig und Heinrich Rohrer den Nobelpreis fiir
die Erfindung des Rastertunnelmikroskops. Dieses Gerét besteht aus einer sehr
scharfen leitenden Spitze, die sich in einer Entfernung von wenigen A von einer
ebenfalls leitenden Probe befindet. Wird eine kleine Spannung zwischen Spitze
und Probe angelegt, konnen Elektronen, die durch den Potentialwall zwischen
Spitze und Probe getunnelt sind, auf der anderen Seite des Potentialwalls ein
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noch unbestztes Energieniveau vorfinden. Es flieft ein sogenannter Tunnelstrom,
der eine sehr prézise Vermessung der Oberflichenstruktur der Probe auf atoma-
rem Niveau (genauer: der Elektronendichte der Probe) gestattet. Der prinzipielle
Aufbau eines Rastertunnelmikroskops ist in Abbildung 3.6 dargestellt.

|—> Bilderzeugung <—|

Strom-Signal Regel-Signal

A *

Regler
> (@) z
(Abstand Spitze-Probe

z
il | Verstarker Y
generator X > & 200V) X
x!y) > y
X
Logarithmierer Wandler

< Spannung € Strom

by MR (1 mV/10 pA)

Abbildung 3.6: Funktionsprinzip eines Rastertunnelmikroskops (Quelle: Frank
Trixler, LMU Miinchen; adaptiert aus LMU/CeNS: Organic Semiconductor
Group, de.wikipedia.org/wiki/Rastertunnelmikroskop).

Die Spitze des Rastertunnelmikroskops, deren Position im Raum durch ein Pie-
zoelement verdndert werden kann, rastert die Oberfliche der in der z-y-Ebene
befindlichen Probe ab. Der Tunnelstrom héngt exponentiell von der Breite der
Potentialbarriere und damit vom Abstand d ab.

Wird beim Abrastern der Probe der Tunnelstrom (und damit der Abstand) durch
Riickkopplung konstant gehalten gehalten, so spricht man vom ,,Constant Cur-
rent Mode“. Dabei wird die z-Koordinate der Spitze entsprechend variiert und
liefert die Information {iber die Oberflichenstruktur der Probe. Das Abrastern
(Bewegung der Spitze) wird elektronisch aufgezeichnet. Der Abstand d ~ 10 A
wird mit einer Genauigkeit von 0.1 A eingehalten.

Im ,,Constant Height Mode* wird der Abstand zwischen Spitze und Probe beim
Abrastern konstant gehalten und der nun variierende Tunnelstrom gemessen.
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3.7 Deltapotential

Wir untersuchen nun das Eigenwertproblem des Hamiltonoperators

2

o= i),

2m
Das hier betrachtete Deltapotential V(z) = Ad(z) ist fiir A > 0 abstoflend und
fiir A < 0 anziehend. In der z-Darstellung lautet die Eigenwertgleichung:
2

_h_m(p”(x) + A(z)o(x) = Ep(x).

Man findet die Losungen dieser Gleichung wieder durch Anstiickeln der Losungen
fiir die Bereiche z < 0 und z > 0. Die Funktion ¢(z) muss zwar an der Stelle
x = 0 stetig sein,

lim ¢(—¢) = lim ¢(+e),

fiir die erste Ableitung ¢'(z) gilt das aber jetzt nicht mehr. Integriert man namlich
die Eigenwertgleichung iiber ein kleines Intervall [—¢, €], so erhilt man

2mA
lim (¢/(+¢) - ¢/(~¢) = 55

¢(0).

Fiir einen von links einlaufenden Streuzustand (k > 0) mit der Energie F =
h%k?/2m machen wir wie gewohnt den Ansatz

or(x) = (e””” + Re_”m)e(—x) + Te“””@(x).

Die Anstiickelungsbedingungen liefern das lineare Gleichungssystem

: 2mA
1+R=T, ik(T—1+R)= 72 T,
das fiir 7" und R die Losungen
1 — A
Tk) = ——vr, R(k) = ——~
o T

ergibt.

Ist [mA/h?k|] < 1 (also fiir ein geniigend schwaches Potential, oder geniigend
groflen Teilchenimpuls), dann kann man die Amplituden so schreiben:

T = i(—m)", R = —ia i(—ia)" = i(—m)", a= ;nTz
n=0 n=0 n=1

Dieses Resultat kann man mit Hilfe der folgenden zwei Feynmanregeln und
unserer Postulate fiir die Addition und Multiplikation von Amplituden ,,anschau-
lich“ verstehen:
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1. Die Amplitude fiir die freie Bewegung eines Teilchens mit Impuls p = hk
vom Ort z; zum Ort xf ist durch exp(ik|x; — z;|) gegeben.

2. Die Amplitude fiir eine einmalige Wechselwirkung mit dem am Ort x = 0
befindlichen Deltapotential ist —ic.

Will man z.B. die Amplitude dafiir erhalten, dass das Teilchen am Ort z > 0
nachgewiesen wird, wenn es mit dem Impuls p = hk von der am Ort z¢ < 0
befindlichen Quelle produziert' wurde (Transmission), muss man folgende Am-
plituden addieren:

e Das Teilchen bewegt sich von der Quelle zum Ort z, ohne dass eine Wech-
selwirkung mit dem Potential stattfindet:

ezk(a:—xQ)

e Das Teilchen bewegt sich zum Punkt 0, dort findet eine Wechselwirkung
mit dem Potential statt, anschliefend bewegt sich das Teilchen zum Punkt
x:

eik({rfo) (_ia)eik(of"EQ) _ _Z'O[eik(mle:@)

e Das Teilchen bewegt sich zum Punkt 0, dort findet eine Wechselwirkung
mit dem Potential statt. Das hat ihm so gut gefallen, dass es gleich noch
einmal mit dem Potential wechselwirkt, bevor es sich zum Punkt z bewegt:

(_ia>2€ik(x71'@)
® USW.

Als Resultat erhélt man tatséchlich die Gesamtamplitude fiir Transmission,

o0

Z<—’l()é>n eik(:vme) ’
n=0

——
T

wobei der von der Quelle stammende Phasenfaktor e~**@ natiirlich keine Aus-
wirkung auf beobachtbare Grofien hat.

Im Fall g < 2 < 0 geht man analog vor:
e Das Teilchen bewegt sich von der Quelle zum Ort z, ohne dass eine Wech-
selwirkung mit dem Potential stattfindet:

eik(mfQO)

!Die Wahl von zq ist vollig willkiirlich und hat keinen Einfluss auf observable Gréen.
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e Das Teilchen bewegt sich zum Punkt 0, dort findet eine Wechselwirkung
mit dem Potential statt, anschliefend bewegt sich das Teilchen zum Punkt
x:

eik(ofx) (_Z’o{>€ik(0*xQ) — _Z'Oéefik(lvﬁn’L'Q)

e Das Teilchen bewegt sich zum Punkt 0, dort findet eine zweimalige Wech-
selwirkung mit dem Potential statt, dann bewegt sich das Teilchen zum

Punkt z:
(_,l'a)2€7ik($+x@)

® USW.

Die Summation aller Beitrage liefert schliellich die Gesamtamplitude

<eik:v 4 i(_,l&)n efik:v> efik:vQ.
n=1

R

Im Fall eines anziehenden Deltapotentials (A < 0) gibt es auch einen Bin-
dungszustand mit Energie Fz < 0. Fiir die entsprechende Energieeigenfunktion
machen wir den Ansatz

h2K?

¢p(z) =N (™0(—z) + e 0(x)) = Ne el w>0, Ep=-— 5

)

wobei die Stetigkeit von ¢p(x) an der Stelle z = 0 bereits beriicksichtigt wurde.
Die Sprungbedingung fiir die erste Ableitung der Wellenfunktion,

) 2mA
lim (¢(+e) — ¢5(=¢)) = —7-¢5(0),
liefert S N \2
m m m
—2f€: h2 = K = h2 = EB:—2—FL2

Aufgabe: Diskutieren Sie das Eigenwertproblem des Hamiltonoperators

P2
H = om + MO(X = 21) + X0(X —2), 0 <y <.
m

Uberpriifen Sie Thr Result fiir die Reflexions- und Transmissionsamplitude, in-
dem Sie diese Groflen mit Hilfe der oben besprochenen Feynmanregeln bis zur
quadratischen Ordnung in A;» berechnen (Diagramme zeichnen!) und mit der
entsprechenden Entwicklung des vollstdndigen Resultats vergleichen. Wann gibt
es Bindungszustdnde? Wovon hiangt ihre Anzahl ab?
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3.8 Potentialtopf

Die Losung des Eigenwertproblems fiir einen rechteckigen Potentialtopf (siehe
Abbildung 3.7) mit dem Hamiltonoperator

2
H = §—m+V09(X—|—b)«9(b—X), Vo <0
erfolgt fiir Streuzustdnde (£ > 0) wie im Fall des Potentialwalls. Fiir £ < 0 fiihrt
das Eigenwertproblem auf eine transzendente Gleichung, die numerisch oder gra-
phisch gelost werden kann und mindestens eine Losung besitzt. Es gibt also min-
destens einen Bindungszustand ¢g(z) mit einem dazugehorigen Energieeigenwert
Vo < Ey < 0. Ist der Potentialtopf tief genug, kommen noch weitere Bindungs-
zustande ¢1(x), ¢o(x),... mit diskreten Energieeigenwerten Ey < E; < Ey <
... < 0 hinzu. Die Energieeigenfunktion ¢, (x) besitzt genau n Nullstellen und ist
fiir gerades n eine gerade Funktion und fiir ungerades n eine ungerade Funktion.

Aufgabe: Fiihren Sie die hier besprochenen Rechnungen selbst durch!

V(z)

Vo< 0

Abbildung 3.7: Rechteckiger Potentialtopf.

Die hier fiir den rechteckigen Potentialtopf besprochenen qualitativen Eigenschaf-
ten der Energieeigenfunktionen und Eigenwerte gelten ganz allgemein auch fiir
einen symmetrischen Potentialtopf beliebiger Form (Abbildung 3.8), wobei wir
annehmen wollen, dass die potentielle Energie fiir || > b verschwindet.

Die Eigenwertgleichung lautet in diesem Fall

_2m

#'(@) = 5 (V@) - F)o(a),

von der wir normierbare Losungen mit V(0) < E < 0 finden wollen. Mit Hilfe
der dimensionslosen Grofien

_ 2mb?

€= x’ g(f) = \/E<Z5($)a U(f) TR

_ 2mb?
b

V(z), e= 72 E,
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Abbildung 3.8: Symmetrischer Potentialtopf.

kann man die Eigenwertgleichung in der Form

g9"(€) = (v(§) —€)g(€)

schreiben. Das reskalierte Potential v(€) verschwindet jetzt fir |£] > 1 (siehe
Abbildung 3.9).

Zunéchst iiberzeugen wir uns davon, dass die Energieeigenwerte des diskreten
Spektrums (also der Bindungszusténde) nicht entartet sind. Dazu nehmen wir
an, dass g; und g, Losungen der Eigenwertgleichung zum selben Eigenwert ¢ < 0
sind, woraus

91

g1 [
bzw. ¢{gs — ghg1 = 0 folgt. Integriert man diese Beziehung, so erhélt man

i
_ 9%

Y

g192 — gog1 = const.

Da es sich um die Wellenfunktionen von Bindungszustinden handelt, die im
Unendlichen verschwinden, muss die Integrationskonstante gleich Null sein. Somit
erhélt man die Beziehung

9 G d ( 91)
=22 =0 —(In= ) =
0 g2 dg§

und nach einer weiteren Integration g, = C'gy, d.h. die beiden Losungen sind
linear abhéngig.

Bemerkung: Bei diesem Beweis war wesentlich, dass die Energieeigenfunktionen
im Unendlichen verschwinden. Fiir die Energieeigenfunktionen des kontinuierli-
chen Spektrums (Streuzustéinde) gilt dies bekanntlich nicht und tatséchlich gibt
es zu jeder vorgegebenen Energie £ zwei linear unabhingige Losungen des Ei-
genwertproblems (die ebene Welle kann von links oder von rechts kommen).
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Wegen der angenommenen Symmetrie des Potentials, v(—¢) = v(€) und der Nich-
tentartung der Energieeigenwerte des diskreten Spekrums, kann die Wellenfunk-
tion eines Bindungszustands nur entweder eine gerade Funktion, g(—¢) = ¢(¢),
oder eine ungerade Funktion, g(—¢§) = —g(&), sein. Das heifit, dass im ersten
Fall ¢’(0) = 0 und im zweiten Fall g(0) = 0 erfiillt ist.

Wir wollen jetzt versuchen, das Zustandekommen der diskreten Energieeigen-
werte bei ganz bestimmten Werten von ¢ < 0 qualitativ zu verstehen. Da wir
angenommen haben, dass das Potential fiir |£] > 1 verschwindet, ist in diesem
Bereich die Losung der Eigenwertgleichung exakt bekannt,

e’ firé < —1
~ - s > O’ E = — 2.
9(§) {6% fiir € > 1 K K

Wir wéhlen die (willkiirliche) Normierung g(—1) = 1, somit ist g(§) = e”e"* fiir
¢ < —1 und die erste Ableitung der Wellenfunktion an der Stelle £ = —1 ist dann
gerade gleich k.

Zunichst einmal ist klar, dass ¢ = —x? grofer als das Minimum des Potentials,
v(0), sein muss. Wegen der Unschérferelation kann auch v(0) sicher kein Energie-
eigenwert sein. Mit Hilfe der Energieeigenwertgleichung kann man das so sehen:
v(€) — v(0) ist ndmlich im gesamten Bereich £ < 0 positiv, wegen g(—1) =1> 0
ist somit die Kriimmung der Funktion g im Bereich £ < 0 ebenfalls positiv und
wegen ¢'(—1) = k > 0, kann g an der Stelle & = 0 sicher keine verschwindende
Ableitung, geschweige denn eine Nullstelle besitzen.

v(€)

Y

NP2

Abbildung 3.9: Reskaliertes Potential.

Man muss also € grofer (bzw. k kleiner) wihlen. Die Nullstelle von v(§) — ¢
befindet sich dann an einer Stelle € mit —1 < & < 0 (siehe Abbildung 3.9). In
diesem Fall besitzt die Funktion ¢ fiir £ < é wieder eine positive Kriimmung,
an der Stelle é hat sie einen Wendepunkt, wo die Kriimmung das Vorzeichen
wechselt. Mit einer geschickten Wahl ey = —k2 kann man daher erreichen, dass die
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erste Ableitung der dazugehorigen Funktion gy an der Stelle £ = 0 verschwindet.
(Man kann zeigen, dass diese Losung stets existiert.) Die Funktionswerte fiir
¢ > 0 erhélt man durch Spiegelung an der Ordinatenachse. Man erhélt also eine
gerade Funktion ohne Nullstellen, welche (abgesehen von der Normierung) die
Grundzustandswellenfunktion darstellt.

VergroBlert man den Wert von € weiter, so bewegt sich 5 weiter nach links und g
kriimmt sich zwischen £ und 0 weiter zur Abszissenachse. Ist das Potential tief
genug, kann man durch eine geeignete Wahl der Energie, e; = —k?, erreichen,
dass die dazugehorige Funktion g; an der Stelle 0 eine Nullstelle besitzt. Die Fort-
setzung dieser Funktion in den Bereich & > 0 ergibt eine ungerade Funktion mit
einer Nullstelle. Man hat dann (wieder modulo Normierung) die Wellenfunktion
des ersten angeregten Zustands gefunden.

Die Fortsetzung dieses Verfahrens liefert (bei geniigend tiefem Potentialtopf)
einen Eigenwert €5 > €1 mit einer geraden Eigenfunktion go, welche zwei Null-
stellen besitzt. Dann folgt ein Eigenwert €3 > €5 mit einer ungeraden Eigenfunk-
tion g3 mit drei Nullstellen, usw.

Bemerkung: Eine numerische Ermittlung der Bindungsenergien und der Ener-
gieeigenfunktionen kann mit Hilfe eines einfachen Computerprogramms durch-
gefiihrt werden. Man unterteilt das Intervall [—1,0] in N Teile der Linge A{ =
1/N,

&n=—14+nAf n=0,1,2,...,N.

Ausgehend von den Startwerten

9(&) =g(=1) =1, ¢'(&)=4g(-1) ==

erhélt man eine Ndherungslosung fiir die Funktion g(£) durch Iteration von

9(n1) = 9(&) + gl(gn)Aga
g/(gn-i-l) = gl(gn) + (U(Sn) + I{Q)g(fn)Af.

Beginnend mit x = |v(0)|'/2 verringert man den Wert von & in geeignet gewihlten
Schritten der Grofle Ak, bis schlieBlich (fiir ein gewisses ') ¢'(0) das Vorzeichen
wechselt. Den Parameterbereich zwischen £’ und ' + Ak untersucht man nun
genauer und erhélt auf diese Weise eine Naherungslosung fiir kg und damit fiir
die Grundzustandsenergie ¢y = —x3. Danach werden die Werte von k weiter
verringert, man sucht jetzt allerdings nach einer Anderung des Vorzeichens von
9(0), was schliefllich eine Ndherungslosung fiir x; und damit fiir die Energie des
ersten angeregten Zustands, e; = —x?, liefert. Durch Fortsetzung dieses Verfah-
rens gelangt man schlielich zu x = 0 und hat damit N&herungslosungen fiir alle
Energien und Wellenfunktionen der Bindungszustidnde des betrachteten Potenti-
als gefunden.
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Aufgabe: Verallgemeinern Sie die obige Diskussion auf den Fall eines Poten-
tialtopfs, der nicht die Symmetrie v(—¢§) = v(§) aufweist. Welche allgemeinen
Aussagen bleiben erhalten? Wie muss das Programm zur néherungsweisen Er-
mittlung der Energieeigenfunktionen und Energieeigenwerte modifiziert werden?

Literatur: R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: The Feynman Lectures on
Physics, vol. 3 (Quantum Mechanics), Addison-Wesley, Reading, Massachusetts,
1965; F. Schwabl: Quantenmechanik (QM1), Springer, Berlin, Heidelberg, New
York, 2007



Kapitel 4

Mathematische Struktur der
Quantentheorie

Die mathematische Struktur der klassischen Mechanik und der Quantenmecha-
nik werden gegeniibergestellt. Wihrend in der klassischen Theorie beobachtbare
Grdfien durch reellwertige Funktionen auf dem Phasenraum dargestellt werden, ist
die Observablenalgebra in der Quantentheorie nicht kommutativ. Dagegen kénnen
Zustdinde in beiden Fillen als normierte, nicht negative lineare Funktionale auf
der Oberservablenalgebra aufgefasst werden. Den reinen Zustinde entsprechen im
Fall der klassischen Mechanik Punkte im Phasenraum, in der Quantenmechanik
Strahlen im Hilbertraum. Gemischte Zustinde sind konvexe Linearkombinationen
von reinen Zustinden. Der Dichteoperator gestattet eine Standarddarstellung von
gemischten (wie auch reinen) Zustinden in der Quantenmechanik.

Die Zeitentwicklung eines dynamischen Systems kann auf verschiedene (physi-
kalisch dquivalente) Arten beschrieben werden. Im Heisenbergbild sind die den
Observablen entsprechenden Operatoren zeitabhdingig und die Dichteoperatoren
(bzw. Zustandsvektoren) zeitunabhdngig, im Schridingerbild ist es gerade umge-
kehrt. Im Heisenbergbild erfiillen die Operatoren (z.B. fir Ort und Impuls) die
klassischen Bewegungsgleichungen.

In einem zweidimensionalen Hilbertraum kann man die mdglichen Zustinde als
Punkte der Blochkugel interpretieren. Reine Zustdinde sitzen auf ihrer Oberfliche,
gemischte dagegen im Inneren.

4.1 Klassische Mechanik

Wir betrachten ein System mit f Freiheitsgraden mit verallgemeinerten Koordi-
naten

q:<q177Qf>

71
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und den dazu kanonisch konjugierten Impulsen

b= (pla"'vpf)'

In der klassischen Mechanik werden die beobachtbaren Gréflen (Observa-
blen) durch reellwertige Funktionen auf dem Phasenraum dargestellt,

A(le e dqr P, pf)7

die Menge dieser Funktionen bildet die Observablenalgebra.

Beispiele von Observablen im Einteilchenphasenraum R®:

(i) kinetische Energie T' = p?/2m
(ii) i-te Komponente des Drehimpulses L; = (Z X p'); = €5,k

(iii) Ist das System im Gebiet B C R® des Phasenraums?
L 1 fiir (Z,p) € B

c x’ = - =
5(%,7) {o fiir (,77) ¢ B

Die moéglichen Messwerte einer Observablen A sind die Elemente des Wer-
tebereichs (das ,,Spektrum®) der Funktion A(g,p). Im vorigen Beispiel sind die
Spektren der drei Observablen:

() R*, (i) R, (i) {0,1}.

In der klassischen Mechanik entspricht einem reinen Zustand ein Punkt (qo, po)
im Phasenraum. Im Formalismus der klassischen Mechanik stehen der Realisie-
rung eines solchen Zustands keine theoretischen (d. h. in der Struktur der Theo-
rie gelegene), sondern nur praktische Grenzen entgegen. Versucht man einen
Zustand des Systems durch eine grofie Anzahl von gleich priaparierten Kopien
des Systems zu realisieren, so wird es in einer realen experimentellen Situati-
on natiirlich nicht mdéglich sein, dass alle Kopien exakt die gleichen Werte von
(qo, po) aufweisen. Es werden vielmehr Schwankungen auftreten, die man durch
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(q, p) im Phasenraum beschreiben kann:

p(q,p) >0, /dq dpp(q,p) = 1.

Bemerkung: Bei makroskopischen Systemen mit f ~ 10% Freiheitsgraden ist
die Realisierung eines reinen Zustands von vornherein vollig aussichtslos.
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Der Erwartungswert der Observablen A in dem durch die Wahrscheinlichkeits-
dichte p(q,p) beschriebenen Zustand ist

(A) = /dqdpp(q,p)A(q,p)-

Realisiert man den Zustand experimentell durch N nach der gleichen Vorschrift
praparierte Kopien des Systems und misst man bei jeder die Observable A mit
den Messwerten aq,...ay, so ist (A) der Erwartungswert fiir den gemessenen
Mittelwert A,

N
1 _
A:Nz_lam A5

wobei der Limes wieder in dem friither besprochenen statistischen Sinn zu verste-
hen ist.

Beispiele von Zusténden:

1. Reiner Zustand: p(q,p) = 6(q¢ — qo)d(p — po)!

= () = [dadpdta - a)élo - p)Ala.p) = Alao. o).
(AA)? = ((A—(A))?) = (4% —(4)? =0,
d. h. in einem reinen Zustand sind in der klassischen Mechanik alle

Observablen schwankungsfrei (wir wissen bereits: in der Quantenmechanik
ist das nicht der Fall!).

2. Gemischter Zustand: In einem Behélter B mit dem Volumen V' befinde
sich ein ideales Gas im thermodynamischen Gleichgewicht (absolute Tem-
peratur 7). Der Zustand eines einzelnen Gasteilchens wird durch die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

p(T, ) = Ne 7 /mkT

beschrieben, wobei m die Masse des Teilchens und k& ~ 1.38 x 10723 JK~!
die Boltzmannkonstante ist. Die Normierungskonstante N ist so zu wéhlen,

dass
[ & [ @ptan) =1

B R3

erfillt ist.

1Zusténde, deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen nicht diese Form haben, heifien gemischte
Zusténde.
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Wir sehen, dass durch die Vorschrift

A—(A) = /dq dp p(q,p)A(q, p)

jeder Observablen A eine reelle Zahl (A) (der Erwartungswert von A in dem
betrachteten Zustand) zugeordnet wird. Diese Zuordnungsvorschrift hat die fol-
genden Eigenschaften:

1. Linearitét: (c1A; + c2As) = c1(A1) + c2(Az), c12 € R, Ay 2 Observablen
2. Das Funktional ist nicht negativ: {A2?) > 0 V Observablen A

3. Normierung: (1) =1

Man kann diese drei Eigenschaften zur abstrakten Charakterisierung eines Zu-
stands verwenden: ein Zustand ist ein normiertes, nicht negatives lineares
Funktional auf der Observablenalgebra.

Bemerkung: Diese abstrakte Charakterisierung eines Zustands kann (fast wort-
lich) auch bei der allgemeinen Definition eines Zustands in der Quantenmechanik
verwendet werden.

Bis jetzt wurden die Observablen und Zustédnde zu einem bestimmten, fixen Zeit-
punkt betrachtet. Die Zeitentwicklung ist in der klassischen Mechanik durch die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

. OH . 0H

gegeben. Wir bezeichnen ihre Losungen mit

Q<t7 QO7p0)7 p<t7 QO7p0)7

wobei
9 = q(0,9,p0), po=p(0,q,P0)

die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind. Den Erwartungswert einer
Observablen A zum Zeitpunkt ¢ erhalt man durch

(A), = / dao dpo pldo, po) Ala(t, g0, po), p(t, g0, po)).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(qo,po) ist hier zeitunabhingig, dagegen
ist die Observable A(q(t, qo,po), p(t, qo, o)) zeitabhingig. Die Aufteilung der
Zeitabhéngigkeit (Observable zeitabhingig, Wahrscheinlichkeitsverteilung zeitu-
nabhéingig) bezeichnet man als Heisenbergbild.
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Wird die Zeitabhéngigkeit von der Observablen auf die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung iibergewélzt, so spricht man vom Schrédingerbild. Zu diesem gelangt
man durch die Variablentransformation

()= ()= Gl

wobei dqg dpy = dq dp gilt. Fiir das Integral erhélt man

4

()= [ dadp planlt.2.0). ot 0.) Ala.p).

~~

pt(q,p)

mit der zeitabhingigen Wahrscheinlichkeitsverteilung

pi(q,p) = p(qo(t, ¢, ), Po(t, ¢, p))

und der zeitunabhingigen Funktion A(q,p). Die Groe (A);, welche die Zeit-
entwicklung des Erwartungswertes der Observablen A beschreibt, ist natiirlich
von der Wahl des Bildes unabhéngig.

Bemerkung: In der Quantenmechanik haben wir bis jetzt immer das Schrodin-
gerbild verwendet.

4.2 Axiome der Quantentheorie

Zu jedem quantenmechanischen System gibt es einen geeigneten Hilbertraum
‘H, den sogenannten Zustandsraum des betrachteten Systems. Obwohl der Zu-
standsraum i. Allg. unendlichdimensional ist, gibt es physikalische Probleme,
bei denen nur ein endlicher Teilraum des gesamten Hilbertraums relevant ist. Um
unnotige mathematische Komplikationen zu vermeiden, wollen wir uns bei der
Formulierung der Grundpostulate der Quantentheorie auf Systeme beschrinken,
die sich durch einen endlichdimensionalen Zustandsraum # (unitidren Vek-
torraum) beschreiben lassen.

Die beobachtbaren Groéflen oder Observablen des betrachteten quantenme-
chanischen Systems werden durch die hermiteschen Elemente der Observa-
blenalgebra L(H) reprisentiert.? Der wesentliche Unterschied zur klassischen
Physik liegt darin, dass man es in der Quantenmechanik mit einer nichtkom-
mutativen Obervablenalgebra zu tun hat, d. h. es gibt Operatoren A, B € L(H)
mit [A, B] # 0.

2In einem unendlichdemensionalen Hilbertraum wiirde man L(H) durch B(#), die C*-
Algebra der beschrinkten linearen Operatoren auf H, ersetzen.
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Die moglichen Messwerte der durch den hermiteschen Operator A € L(H)
beschriebenen Observablen sind die Elemente des Spektrums von A (d. h. die
Eigenwerte von A). Das heifit, bei einer Messung der Observablen A kann als
Messergebnis immer nur einer der Eigenwerte a4, ..., a, von A auftreten.

Bemerkung: Eine besondere Rolle spielen die Projektionsoperatoren, die als
hermitesche Operatoren ja ebenfalls beobachtbare Grofien repréasentieren. Ist ein
hermitescher Operator durch seine Spektraldarstellung

A= zm: ao P,
a=1

gegeben (m ist die Anzahl der verschiedenen Eigenwere von A), so entspricht
dem Projektor P, (der auf den Eigenraum des Eigenwertes a, projiziert) die
Durchfiithrung des folgenden Ja/Nein-Experiments: ,,Erhdlt man bei einer Mes-
sung der Observablen A den Messwert a,?“ Da der Projektionsoperator P, nur
die Eigenwerte 1 und 0 besitzt, entspricht dem Eigenwert 1 die Antwort ,,ja* und
dem Eigenwert 0 die Antwort ,nein®.

Die moglichen Zustédnde des Systems werden durch lineare Funktionale auf
der Observablenalgebra beschrieben, die zusétzlich nicht negativ und normiert
sind. Bei einem Zustand w handelt es sich also um eine Abbildung w : L(H) — C
mit folgenden Eigenschaften?:

1. w(clAl + CQAQ) = clw(Al) + CQW(AQ), 0172 c (D, ALQ € L(H)
2. w(ATA) >0 VA€ L(H)

3. w(l) =1

Durch den Zustand w wird jeder Observablen A ihr Erwartungswert w(A)
zugeordnet. Fiir den Projektionsoperator P, = P! = P, P, erhilt man wegen der
Eigenschaft 2

Po = w(Ps) = w(P.Py) =w (PIP,) > 0.

Pa = w(P,) ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung der Observablen A
den Messwert a,, zu erhalten, wenn sich das System in dem durch w beschriebenen
Zustand befindet. Wegen der Vollstdndigkeitsrelation

3In einem unendlichdimensionalen Hilbertraum kéme noch eine Stetigkeitsbedingung fiir w
hinzu.
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und der Linearitdt und Normierung von w erhélt man

D_pa= wll)=w (Z Pa) = (1) =1

fiir die Wahrscheinlichkeit irgendeinen der Eigenwerte von A zu messen. Der
Erwartungswert von A im Zustand w lédsst sich dann, wieder unter Verwendung
der Linearitdt von w, in der Form

A)=w (Z aaPa> Zaaw Zaapa

schreiben. Prépariert man eine grofle Anzahl N von identischen Kopien des Sy-
stems alle im gleichen Zustand w und fiihrt dann an jeder dieser Kopien eine
Messung der Observablen A durch, so wird man N,-mal den Messwert a, erhal-

ten, wobei
No

_— —
N N~>oopa

und Y N, = N ist. Fiir den Mittelwert der Messwerte ergibt sich daher

a=1

Z%N — Zaapa—w

Beispiele von Zustinden:

1. |¢b) € H sei ein Einheitsvektor. Dann wird durch w(A4) = (Y|AY)V A €
L(H) ein reiner Zustand definiert. Man iiberzeugt sich leicht, dass die Ei-
genschaften 1-3 tatséchlich erfiillt sind. Man nennt [¢) dann den Zustands-
vektor des entsprechenden reinen Zustands. Bemerkung: Der Zustands-
vektor e*®[)) beschreibt denselben Zustand. Die Menge {c“*|¢))|a € R}
wird als Strahl im Hilbertraum H bezeichnet.

2. Wi,Wws,...,w, seien Zustdnde und pi,ps,...,p, positive Zahlen mit
> i1 pj = 1. Dann ist w = 37 pjw; ebenfalls ein Zustand. Man spricht
in diesem Fall von einer konvexen Linearkombination von Zusténden. Ins-
besondere wird durch

=D pi{ulAd;) YA€ L(H)
j=1

ein Zustand definiert, wenn die |¢;) (nicht notwendigerweise aufeinander
normal stehende) Zustandsvektoren ((1;|¢;) = 1) sind. Zusténde, die man
nicht in der Form w(A) = (¢|Ay) schreiben kann, heiflen gemischte
Zustéande.
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Man kann eine Standardform fiir die Beschreibung von Zusténden angeben. Da
w(A) linear in A ist, muss sich w(A) in der Form

w(A) = puAn,
ol

schreiben lassen, wobei Ay = (@)|Apx) die Matrixelemente des Operators A
beziiglich einer beliebigen Orthonormalbasis {|p1),...,|¢n) } (n = dim H) sind.
Die Koeffizienten py; € C kann man dann ebenfalls als die Matrixelemen-
te eines Operators p € L(H) beziiglich derselben Orthonormalbasis auffassen

(orr = (prlper))-

= w(A) = DO (enl pei) o] Ape)

k=1 =1
n

= ) (or| pApx) = Tr(pA),

k=1

wobei die Spur eines Operators B,

TrB = Z(‘Pk | Bow) = ZBkk
k=1

k=1
unabhiingig von der gewihlten Basis ist (Tr = Trace = Spur).

Bis jetzt wurde nur die Linearitdt von w verwendet. Die Eigenschaft
w (ATA) >0 VAe L(H)

liefert eine weitere Einschrankung an den Operator p. Nimmt man fiir A ndmlich
den eindimensionalen Projektor A = |¢)(p| (wobei |p) ein beliebiger Einheits-
vektor ist), so erhiilt man wegen ATA = A

(e pp) > 0.

Ergénzt man némlich |¢) zu einer Orthonormalbasis {|¢), [p2), ..., |¢n) } von H,
so ergibt sich

Tr (pATA) = Tr(pA) = (o] pe) (el o)+ (il pe) (0] on)

= (plpp) 20
und daher mit [¢)) = ¢|p) (¢ € C) die Aussage

(] ph) 20 VY et

Einen Operator mit dieser Eigenschaft nennt man nicht negativ (p > 0). Man
kann zeigen, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
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L (] p) >0 VipeH.

2. p ist hermitesch und alle Eigenwerte sind > 0.

3. Es gibt einen Operator A € L(H), sodass p = ATA.

Beweis:

1 = 2: Es seien ¢, und v; zwei aufeinander orthogonal stehende Einheitsvekto-
ren. Dann ist laut Vorraussetzung

+ ) = ook 4 pu Ao+ k>0 = Im(pw + pu) =0,
(Ur + Uil p(Yr + ) Lik,F puF Pt pu = (Pk1 + pu)
>0 >0
+1 +1 = + +1 — 19 >0 = Re — =0,
(Ur + | p(Uy + ity)) :/%c/ il; Pkt — 1P > (Pri — pur)

= pu=p = p=p.
Ist nun xj # 0 ein Eigenvektor von p zum Eigenwert py, so ist

(Xelpxk) = (Xklprxe) = pe (Xelxk) >0 = pp>0.
N —

>0

2 = 3: Wegen des Spektralsatzes gibt es eine Orthonormalbasis {|x1), ..., [xn)}
von Eigenvektoren von p mit Eigenwerten p, > 0. In der Spektraldarstellung hat
p die Gestalt

p = prlxr) (Xl
k=1

Man kann hier problemlos den hermiteschen (und ebenfalls nicht negativen) Ope-
rator

Vo= Vel (il

bilden und erhélt p = \/p\/p = (/p)'\/P.
3= 1: (Ylpl) = (V[ATAY) = (Ay|Ay) > 0.

Die Implikationskette 1 = 2 = 3 = 1 ist somit geschlossen und die Aquivalenz
von 1,2,3 gezeigt. Jede dieser drei Eigenschaften kann daher zur Definition eines
nicht negativen Operators herangezogen werden.

Es gibt also eine Orthonormalbasis {|x1), ..., |xn)} von Eigenvektoren von p mit
Eigenwerten pp > 0. Schliellich impliziert die Normierungsbedingung

wl)=Trp=1 = Zpkzl.
k=1
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Der Dichteoperator
p=> byl =0, Trp=> p=1,
k=1 k=1

liefert also mit w(A) = Tr(pA) VA € L(H) die gewiinschte Standardform fiir
die Darstellung des Zustands w. Man kann sich also einen beliebigen Zustand
w als statistisches Gemisch von reinen Zusténden (représentiert durch die
Zustandsvektoren |yy)) vorstellen, wobei |y,) mit der Wahrscheinlichkeit p; auf-
tritt. Ein reiner Zustand ist dadurch charakterisiert, dass alle p; bis auf eines
verschwinden. Der Dichteoperator, der dem Zustandsvektor [¢)) entspricht, ist
py = |1)(¢], also ein eindimensionaler Projektor (pjp = py, pj, = py). Die Ei-
genschaft p? = p charakterisiert jene Dichteoperatoren, die reinen Zustinden
entsprechen, denn in diesem Fall kann p nur die Eigenwerte 0,1 besitzen und
wegen der Normierungsbedingung > 7, p, = 1 kann der Eigenwert 1 nur ein
einziges Mal auftreten = p = [¢)(¢].

Fiir den Erwartungswert eines Operators A in einem beliebigen (gemischten)
Zustand ergibt sich

n

w(A) = Tr(pA) => (xx | pAxk) =D prlxe| Ax).

Hat A die Spektraldarstellung

A= i Qo Py,
a=1

so erhalt man
n m

WA =D ok (X | PaXi) o

= =1
k=1 « Pha

Es treten hier sowohl die , quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten py, als
auch die , klassischen® statistischen Wahrscheinlichkeiten py auf. pg, ist die Wahr-
scheinlichkeit bei einer Messung der Observablen A in dem durch den Zustands-
vektor |xx) beschriebenen reinen Zustand den Messwert a, zu erhalten. Dagegen
ist pr die Wahrscheinlichkeit in dem gemischten Zustand w den durch |xx) be-
schriebenen reinen Zustand vorzufinden. Die Wahrscheinlichkeit bei einer Mes-
sung von A im Zustand w den Messwert a, zu erhalten, ist daher

w(Pa) =Y pelxe | Paxa) = D pira-
h=1 k=1
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Ist wy, ein reiner Zustand (mit Dichteoperator py = [1)(¢|), so vereinfachen sich
die Formeln:

wy(A) = (¥ | AY) =D (1| Patb)aa,

a=1

wy (Pa) = (] Patb).

Verwendet man die Spektraldarstellung

da
P, = Z la, ) (v, 7|
r=1

des Projektors auf den Eigenraum M,, so kann man auch schreiben:

da

wy (Pa) =Y (W] a,r){a,r| ) = Z\arw

r=1

Ist d, = 1, so hat man einfach wy(P,) = [{a|v)|*

Beispiele fiir Dichteoperatoren gemischter Zustéande:

1. Sei dimH = n, dann beschreibt der Dichteoperator p = 1/n den Zustand
mit maximaler Mischung.

2. Wir betrachten ein System mit dem Hamiltonoperator H. Befindet sich die-
ses System im thermischen Gleichgewicht mit einem , Wiarmebad®“ der
absoluten Temperatur 7', so wird der entsprechende Zustand des Systems
durch den Dichteoperator

o—H/KT

p= Tr e H/KT

beschrieben.

Ist {|¢1),-- -, |on)} eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von H,

Hlpe) = Bilow),  (ele) = 6w, Y len){orl =1,
k=1

so ist die Spektraldarstellung des Dichteoperators durch

=1

o—Eu/kT

e al, 2= Ze*El/’“T

gegeben.
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Bemerkung: Es seien |1;) und |¢2) zwei aufeinander normal stehende Einheits-
vektoren. Der Dichteoperator

10+ e+ ol = S| o)l + 5 (o) (0l + 1) 3]

Vv
Interferenzterm

beschreibt einen reinen Zustand mit dem Zustandsvektor

(Wl) + [42)),

< 4l

also eine Superposition von [¢;) und |i)9). Dagegen beschreibt der Dichteope-

rator

) (] + 312} (0

einen gemischten Zustand, in dem [¢1) und |¢s) jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2 auftreten. Die beiden Fille nicht verwechseln!

Die allgemeine Form der Unschérferelation fiir beliebige Zusténde w,

ALAN,B > \w(%[A, B))]|

(ALA? = w((A—w(A)1)?) = w(A?) - w(A),
(AuB) = w((B-w(B)1)) =w(B) —w(B),

beweist man vollig analog wie frither fiir reine Zusténde.

Ist ein Zustandsvektor |¢)) ein Eigenvektor einer Observablen A, (A|¢) = aly)),
so ist die Obervable A in diesem Zustand schwankungsfrei. Als Messwert tritt
in diesem Fall ja immer nur der Eigenwert a auf. Gibt es zu einem Eigenwert
a, von A mehrere linear unabhéngige Eigenvektoren |a,r) (r = 1,...k > 2),
so kann man auch gemischte Zustédnde konstruieren, die bei jeder Messung der
Observablen A stets den Messwert a,, ergeben,

p—Zpr|ozr Ya, 7, Zpr—l = Ap = pA = aup,
denn

da da da
Tr(pP,) = Tr(pz a, ) (a,r]) = Tr(Zpr\a,'f’>(&,’f’\) = Zpr =1,
r=1 r=1 r=1

d. h. die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung der Observablen A den Messwert
a,, zu erhalten ist 1.
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Hat umgekehrt ein Zustand w die Eigenschaft A,(A) = 0 fiir eine bestimmte
Observable A, dann erfiillt der dazugehorige Dichteoperator

p = prlxr) (Xl
k=1

die Beziehung Ap = pA = ap, wobei a der Messwert von A im Zustand w ist.
Zum Beweis betrachten wir einen hermiteschen Operator B = BT mit w(B?) = 0.
Dann gilt

0 = Te(pB”) =Y ;{xelBxi) = Y pe(Bxal Bxa), D pn=1
k=1 k=1 k=1

= Blxx)=0VYkmit p, #0 = Bp=pB=0.
Mit B = A — w(A) folgt daraus die Behauptung.

In der klassischen Mechanik gibt es Zustédnde, in denen alle Observablen schwan-
kungsfreie Messwerte liefern.* In der Quantentheorie ist das wegen der Nichtkom-
mutativitdt der Observablenalgebra nicht der Fall, denn angenommen es gébe
einen Zustandvektor® [¢) in einem mindestens zweidimensionalen Hilbertraum
H mit Ay(A) =0V A= Al € L(H). In diesem Fall wiire daher [¢) ein Eigenvek-
tor aller A = AT € L(H). Dies fiihrt aber sofort auf einen Widerpruch. Wegen
dim?# > 2 gibt es namlich einen Einheitsvektor |¢), der auf |¢)) normal steht. Bil-
det man nun den hermiteschen Operator A = |¥)(p| + |¢) (1], so stellt man fest,
dass Al) = |p) gilt und somit |¢) kein Eigenvektor von A ist. Dementsprechend
erhélt man AyA =1 # 0.

Im Rahmen der klassischen Mechanik nimmt man an, dass die Storung des Sy-
stems durch einen Messvorgang beliebig klein gemacht werden kann, sodass der
urspriingliche Zustand (im Idealfall) durch die Messung nicht gedndert wird. In
der Quantenmechanik lésst sich diese Fiktion nicht mehr aufrecht erhalten und es
kommt zu einer Anderung des Zustands durch den Messprozess. Wir haben diese
»Zustandsreduktion bereits frither am Beispiel einer Ortsmessung (Befindet sich
das Teilchen im Gebiet V?) besprochen.

Wir wollen nun den allgemeinen Fall der Zustandsreduktion bei der Messung
einer Observablen A diskutieren. Das betrachtete physikalische Systems befinde
sich vor der Messung im Zustand w mit dazugehorigem Dichteoperator p. Der
Operator A habe die Spektraldarstellung

A:ZaaPa, a, # ag fir o # .
a=1

4Dies gilt in der klassischen Mechanik fiir alle reinen Zusténde.
®Verallgemeinern Sie den Beweis auf den Fall eines gemischten Zustands.



84KAPITEL 4. MATHEMATISCHE STRUKTUR DER QUANTENTHEORIE

Ist das Messresultat der Eigenwert a,, so wird der Zustand des Systems nach
der Messung durch den Dichteoperator
,__PapPy  PapPa

Tr(P.pP,) Tr(pP,)

p

beschrieben (von Neumannsches Projektionspostulat).

Aufgabe: Uberpriifen Sie, dass p/ tatséchlich die von einem Dichteoperator ge-
forderten Eigenschaften besitzt.

Das mit dem Dichteoperator p’ verkniipfte Zustandsfunktional w’ hat die Form

Tr(P,pP,0) Tr(pP,OPF,) w(P,OF,)

W'(0)=Tr(p'0O) = Tr(pP,) Tr(pP))  w(P,)

O € L(H).

Aufgabe: Uberzeugen Sie sich davon, dass die Abbildung O — w’(O) tatséichlich
alle Eigenschaften eines Zustands besitzt.

4.3 Schroédingerbild und Heisenbergbild

Im Schrédingerbild wird die Zeitenwicklung eines Zustandsvektors }ws(t)>
durch die Schrédingergleichung

i us(1) = Hlis(),  H = Hs

beschrieben. Die Losung der Schrodingergleichung ist dann (wenn H zeitlich kon-
stant ist) durch

[s(t)) = exp(—iHt/h) |1s(0))
gegeben. Da H hermitesch ist, ist der hier auftretende Operator
Us(t) = exp(—iHt/h)
unitir, woraus folgt, dass sich die Norm des Zustandsvektors nicht dndert,

(Ys()]1s(t)) = (¥s(0)]1s(0)).

Beschreibt man den dem Vektor ‘1/15(t)> entsprechenden reinen Zustand durch
den Dichteoperator

Py = [Ps (b)) (Ls(t)],

so liest man die Zeitentwicklung

Py(t) = exp(—iHt/h) pyo) exp(iHt/h)
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ab. Diese Formel fiir die Zeitentwicklung,
ps(t) = exp(—iHt/h) ps(0) exp(ilt/h)

gilt auch ganz allgemein fiir Dichteoperatoren pg(t), die gemischten Zusténden
entsprechen. Differenziert man die letzte Gleichung nach der Zeit, so erhélt man
die von Neumann-Gleichung

dps(t)

i
T

= [H7 pS(t)]'

Mit ihrer Hilfe kann die Zeitentwicklung eines gemischten Zustands auch dann
beschrieben werden, wenn der Hamiltonoperator explizit von der Zeit abhéngt.

Eine Observable A wird im Schrédingerbild durch den zeitunabhingigen Ope-
rator Ag beschrieben. Den Erwartungswert dieser Observablen zum Zeitpunkt ¢
berechnet man durch

wi(A) = Tr(ps(t)AS).

Diesen Ausdruck kann man folgendermafien umformen:

wi(A) =Tr (ps(t)AS) = Tr(e_th/hpS(O)eth/hAS) = Tr(pS(O)gth/ﬁAse_th/i),
pH A;I,(t)

wobei wir im letzten Schritt Tr(XY') = Tr(Y X) verwendet haben. Auf diese Wei-
se sind wir zum Heisenbergbild mit einem zeitunabhéngigen Dichteoperator

pu = ps(0)
und einem zeitabhingigen Operator
AH(t) _ eth/ﬁAse—th/ﬁ _ eth/ﬁAH(O)e—th/ﬁ
gefiihrt worden, welcher der Heisenbergschen Bewegungsgleichung

dAu(t) i
dt  h

[H, A (t)]

gehorcht. Es gilt Hy(t) = Hy(0) = Hg = H, d. h. der Hamiltonoperator ist
zeitlich konstant, was der Erhaltung der Gesamtenergie entspricht. Allgemein sind
alle Operatoren, die mit dem Hamiltonoperator vertauschen zeitlich konstant
und somit Erhaltungsgroflen.

Die kanonische Vertauschungsrelation fiir Ort und Impuls garantiert, dass die
Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir die Heisenbergoperatoren X (¢) und
Py (t) die gleiche Form haben wie in der klassischen Mechanik. Zunéchst
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einmal wissen wir bereits, dass der Hamiltonoperator im Heisenbergbild zeitun-
abhéngig ist,

H = Hpy(t) = Py(t)*/2m+V(X(t))

= Hy(0) = Py(0)*/2m + V(X(0)).
Die Heisenbergsche Bewegungsgleichung fiir den Ortsoperator ergibt
7

Xult) = 5 [Ha(h), Xu(t)]

— % [Py (t)?/2m+ V(Xp(t), Xu(t)]

= 5 [Pu()’/2m, Xu(1)],

andererseits ist der Kommutator

(Xp(t), Pu(t)] = [0 5 (0)e " (/N py (0)e it/

e [ X1 (0), Py (0)] e/ = ihl

/

-~

ihl
unabhingig von t. Da aber

[P%, X] = —2ihP
ist, folgt ‘

was nichts anderes als die klassische Beziehung zwischen Geschwindigkeit und
Impuls ist. Durch eine analoge Rechnung erhélt man die klassische Bewegungs-
gleichung

4.4 Zweidimensionaler Zustandsraum

In einem zweidimensionalen Hilbertraum H koénnen wir das einfachste quanten-
mechanische System studieren, das dennoch nichttriviale physikalische Anwen-
dungen besitzt.

Wir wéhlen eine Orthononormalbasis {| 1), | {)} von H, d. h.
tIn=dlh=1 =0 [DHAI+HEI=1T.
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Jeder Vektor |¢) € ‘H kann als Linearkombination der Basisvektoren geschrieben
werden,

) =11 o)+ ) (¥,

N—— S~——
Cp (&)

wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢y, ¢; € C eindeutig bestimmt sind. Das Ska-
larprodunkt mit einem zweiten Vektor |x) = | 1)by + | |)b; ergibt

(Xl¥) = brer + biey,
was bedeutet, dass jeder zweidimensionale komplexe Hilbertraum isomorph zu

U? ist:
V) € H (CT) .
¢y

Dementsprechend kann jeder beliebige Operator

A= A O]+ Ay D+ Al DO T+ Ayl D] € L)

durch seine Matrixdarstellung

A AN)
, A,eC
(Aw Ay

beziiglich der Orthonormalbasis {| 1),| J)} reprisentiert werden. Die hermite-
schen Matrizen

(10 (01 (0 =i (1 0
2= \o1 ) = \10) 27\i o) 270 -1

bilden ein Basissystem fiir komplexe 2 x 2-Matrizen, d. h. jede 2 x 2-Matrix kann
eindeutig in der Form

3
a0]12+ E akak:ao]lg+5-c_f
k=1

(ag, a1, asz,as € C) geschrieben werden. o1, 0y, 03 sind die Paulischen Spinma-
trizen. Sie erfiillen die Vertauschungsrelationen

3
ok, 01] = 21 Z €klmOm

m=1

und die Antivertauschungsrelationen
0L0] + 010 = 25191]12-

Aus Troy, = 0 und det o, = —1 folgt, dass o}, die Eigenwerte +1 besitzt.
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Eine Dichtematrix kann man in der allgemeinen Form

1

(n1,n9,n3 € R) schreiben, wodurch bereits Trp = 1 und p! = p erfiillt sind. Die
Eigenschaft p > 0 gibt eine weitere Einschrankung. Dazu bestimmen wir die

Eigenwerte p; 2 von
. 1 1 + ns ny — ’iTLQ
p—2 ny+iny 1l—ng )’

1
Trp = py + p2 = 1 und detp:plpgzi(l—ﬁQ)ZO

folgt, dass 7i? < 1 die Nichtnegativitit von p garantiert und die Eigenwerte durch

Aus

pra= (1 i)
gegeben sind. Man kann sich also die Menge aller Zusténde in einem zweidimen-
sionalen Hilbertraum als Vollkugel mit Radius 1 (Blochkugel) vorstellen. Den
reinen Zustidnden entsprechen die Punkte auf der Oberfliche der Blochkugel,
denn fiir |77] = 1 sind die Eigenwerte von p gerade 0 und 1. Dem Mittelpunkt
der Kugel (77 = 0) entspricht der Zustand maximaler Mischung,

1

1
5 2, P1 P2 5

p =
Aufgabe: Zeigen Sie, dass der Erwartungswert einer Observablen A = agly+d-c
(ax € R) in dem durch die Dichtematrix p = §(15+7i-&) beschriebenen Zustand
durch

<CL012+6'5> :ao—l-ﬁ'ﬁ

gegeben ist.

Bemerkung: Ein reiner Zustand (|7i| = 1) wird durch die Dichtematrix

1(1+n3 nl—inQ

ny+ing 1—ng

— vyl il =1
. ) =i 1

beschrieben. Wir bestimmen den normierten Eigenvektor y; von p zum Eigen-
wert 1:

1 -+ ng
SR fiir n —1
v/ 2(1+n3) <n1 + in2> 3 7

Xi = 0 .
i _ 1
<1> ir ng
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Einige Spezialfalle:

@) = — = (p) e 11

@ =g — xa= (1) — 10

89
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Kapitel 5

Spin 1/2

Das Spin 1/2-System dient zur Illustration der Quantenphysik in einem zweidi-
mensionalen Zustandsraum. Ein Spin ist in der Regel mit einem magnetischen
Moment verbunden, was in einem dufieren Magnetfeld zu einer Energieaufspal-
tung fihrt. Raumliche Drehungen eines Spin 1/2-Zustands werden durch SU(2)-
Transformationen beschrieben. Der Stern-Gerlach-Versuch und die Molekular-
strahlmethode von Rabi werden diskutiert.

5.1 Spinmatrizen

Sieht man von den rdumlichen Freiheitsgraden eines Teilchens mit Spin 1/2
(Eigendrehimpuls //2) ab, so kénnen die verbleibenden Spinfreiheitsgrade in ei-
nem zweidimensionalen Zustandsraum beschrieben werden. Die Komponenten
S1, 92,53 des Spindrehimpulsvektors S werden durch die drei Paulimatrizen

dargestellt:

h
Skziak, 1§/{}§3

Die Spinkomponente beziiglich einer beliebigen rdumlicher Richtung a (|a| = 1)
wird durch die hermitesche Matrix

= h a a ia
> = _n 3 1 — 102
o= QZG’“U’“ 2(a1+m2 —ag )

k=1

DO | St

beschrieben. Da die Spur dieser Matrix verschwindet und ihre Determinante
gleich —h?/4 ist, sind ihre Eigenwerte +4/2. Bei einer Messung des Spins in
einer durch den Einheitsvektor @ vorgegebenen Richtung, kénnen also nur die
Messwerte +%/2 oder —h/2 auftreten (daher ,Spin 1/2%).

91
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Wir diskutieren einige Beispiele:

53 = ( %2 —2/2 )

ist der Operator der Spinkomponente in Richtung der 3-Achse. Als Orthonormal-
basis von Eigenvektoren dieser Observablen findet man die bereits in Abschnitt
4.4 eingefiihrten Vektoren

1 h
Xes = ( 0 ) ; S3X€3 = §X€37

0 h
X—&y = ( 1 ) , S3X—eg = X

Die Spinkomponente in Richtung der 1-Achse wird durch die Matrix

1= ( h32 %2)

dargestellt. Die dazugehorige Orthonormalbasis von Eigenvektoren lautet jetzt

1 1 h
Xer — ﬁ 1 3 51X€1 = §X€17

1 1 h
X-&e1 = ﬁ 1 ) SlX*é'l :_§X*€1'

Wie wir bereits wissen, wird ein Zustand in einem zweidimensionalen Hilbertraum
durch eine Dichtematrix mit der allgemeinen Form

p=-(la+7-7), | <1

N | —

beschrieben. Wir wollen nun fiir die Observablen

- &
A= a S==aa |i=1,
2
h2
A2 = Z]l%
p, _ LEd’d
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die Erwartungwerte und Schwankungen im Zustand p berechnen. Mit Hilfe der
allgemeinen, in Abschnitt 4.4 angegebenen Formel fiir die Berechnung eines Er-
wartungswertes finden wir:

(A) = Tr(pA)—gc?-ﬁ:chosﬁ, 0<0<m,
2 h? 2 P S22
(A%) = Z:>(A)—(A>:Z(1—|n| cos” 6)
= AA= E\/(l — |7]? cos? 6)
2
11 )
+) = Arprz) =35 a-n)=z n|cosf),
(Py) Tr(pPs) = 5(1+a-7) 2(1i|\ 9)
1 .
<Pi> —(Py)? = (Py)—(Py)*= Z(l — |7)? cos® 9)

= AP. = %\/(1 — |7]? cos? 6)

Fiir den Spezialfall eines reinen Zustands (|| = 1),

1
L * 7.13 fir ng # —1
; 2(1+n3) \ ny + ine
P = XaXpg X = 0 )
fiir ny = —1
erhalt man
h h

(Ay = —cosf, AA=—sind
2 2

1
(Py)y = 5(1 + cos ) = cos® g

(P)y = %(1 — cosf) = sin® g

1
AP:E = §Sin9

Schliefflich geben wir die entsprechenden Groflen noch fiir den Fall maximaler
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Mischung (77 = 0, Dichtematrix p = 15/2) an:

(A) = 0, AA:;
1 1
<P:|:> — 5, APj:: 5

5.2 Magnetisches Moment

Ein Spindrehimpuls ist in der Regel mit einem magnetischen Moment (i = uc
verbunden. In einem &dufleren Magnetfeld B wird dieses System daher durch den
Hamiltonoperator

H=-i-B

beschrieben. Legt man die 3-Achse in Richtung des Magnetfeldes, B = Bes, so
ist der Hamiltonoperator diagonal,

—uB 0
H:_MBO?’:( /EJL +uB)’

mit Eigenwerten und Eigenvektoren
1
ET = —[LB, XT = 0 s

0
E¢:+/~LB7 X¢:<1)

Befindet sich ein solches magnetisches Moment im thermodynamischen Gleich-
gewicht im Kontakt mit einem Wéarmebad der absoluten Temperatur 7', so wird
der Zustand dieses Systems durch die Dichtematrix

Lowpr 1 ( et B/KT 0 )

p=zt Tz 0 e

beschrieben. Dabei garantiert die Zustandssumme

7 = Tre H/FT = nB/RT 4 o=nB/KT _ 2C08h@
kT
die korrekte Normierung des Zustands. Der Erwartungswert der Komponente des
magnetischen Moments in Richtung des Magnetfeldes,
uB
kT’

spielt in der Theorie des Paramagnetismus (— T4) eine wichtige Rolle.

Tr(pps) = ptanh
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5.3 Drehungen im Raum

Wir beschreiben eine (aktive) Drehung im dreidimensionalen Raum durch den
Drehwinkel « und die Drehachse 7 (|ri] = 1), wobei die Rechtsschraubenregel
gelten soll. Wir fassen beide Groflen im Drehvektor & = an zusammen.

Wird nun ein Spin 1/2-System einer derartigen raumlichen Drehung unterworfen,
so dndert sich der urspriingliche Zustandsvektor (Spinor) ¢ € C? gemif

—id@-S/h —id-G/2
wlze ia /sze ia-g/ 1/}’

wobei '
U(O?) — efza-o/Q

eine sogenannte SU(2)-Matrix ist. Unter SU(2) versteht man die spezielle unitére
Gruppe der komplexen 2 x 2-Matrizen. ,,Speziell“ bedeutet in diesem Zusammen-
hang, dass die Determinante einer solchen Matrix gleich 1 ist.

Aufgabe: Uberzeugen Sie sich davon, dass SU(2) mit der Matrixmultiplikation
als Verkniipfungsvorschrift tatséchlich eine Gruppe bildet.

Bemerkungen:

1. Dass U(d) € SU(2) ist, kann man so sehen: Da &@-¢ eine hermitesche Matrix
ist, ist exp(—ial-7'/2) klarerweise unitér. Weiters besitzt a7 die Eigenwerte
+|d|, somit U(a) die Eigenwerte exp(=£i|d|/2) und daher ist det U(d@) = 1.

2. Durch eine geeignete Wahl von & kann man jedes Element der SU(2) in der
Form U(d) schreiben.

3. Man beachte, dass U(2717) = —1, ist und erst U(4n7i) = 1, ergibt.

4. Die Matrizen {Xj = —ioy/2, k = 1,2,3} bilden eine Basis der definieren-
den Darstellung der Liealgebra der SU(2). (Diese wird manchmal auch
als su(2) bezeichnet.) Unter einer Liealgebra versteht man einen (reellen)
Vektorraum £, in dem neben der Vektoraddition und der Multiplikati-
on mit Skalaren eine weitere Verkniipfung X oY € L von Elementen
X,Y € L definiert ist, welche X oY = —Y o X und die Jacobiiden-
titit (X oY)oZ+ (Yo Z)o X + (Zo X)oY = 0 erfiillt. Im Fall der
su(2) ist X oY = [X,Y]. Der Kommutator zweier Matrizen ist klarerwei-
se antisymmetrisch und auch die Jacobiidentitéit ist trivialerweise erfiillt.
Im Fall der su(2) erfiillen die Basiselemente X} die Kommutatorrelatio-
nen [ Xy, X;] = €umXm, der e-Tensor ist der Strukturkonstantenten-
sor der su(2). Durch Exponentiation von Elementen der Liealgebra ge-
langt man zu den Elementen der dazugehérigen Liegruppe, also z. B.
U(@) =expa- X € SU(2).
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Eine Drehung um den Winkel & lésst sich auch aus N hintereinander ausgefiihrten
Drehungen um den Winkel a//N erhalten,

U(a) =U(a/N)N.

Im Grenzfall N = oo erhilt man die Formel

s g N
¢ Nl—l;noo ( 2 ZN FL) .

Bei einer Drehung um den infinitesimalen Drehwinkel £ transformiert ein Spi-
nor geméf

W = (]12 g §/h) .

Die Generatoren Sy der rdumlichen Drehungen erfiillen die Kommutatorrelatio-
nenen der Drehimpulsalgebra:

[Sk, Sl] = ihEklmSm.

Die Dichtematrix p;, = ¥1" eines reinen Zustands hat bei einer riumlichen Dre-
hung das Transformationsverhalten

p¢v = wdﬂ — pw/ — ¢/w/T — G*i&-S/hwd}Teid‘_S/h’

woraus wir die allgemeine Transformationsformel fiir eine Dichtematrix folgern:

Bei expliziten Rechnungen ist es oft vorteilhaft, die Formel

—i6:6/2 _ 1, cog M —iZ . Fsin M

‘ 2~ al 2

zu verwenden. Schreibt man p in der Standardform

p=5(l+i-d), [i<1,

N | —

so ist .

p=5002+7-5)
durch 7" = R(&)7 gegeben. Dabei ist R(d) € SO(3) die der Drehung um den
Winkel & entsprechende Drehmatrix im R3.
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Wir werden uns von der Richtigkeit dieser Beziehung nur fiir eine infinitesimale
Drehung £'iiberzeugen. (Eine endliche Drehung kann man sich aus infinitesimalen
Drehungen zusammengesetzt denken.)

p= (Ia—ig-d/2)p(ly+ig-3/2)
= (1, — i 3/2) (Hﬁfng) (1o + i€ 7/2)
L
_ —(1“2” G

Der Erwartungswert von S zeigt tatséchlich das Transformationsverhalten
Tr(p'S) = Tr(pS) + & x Tr(pS)
eines raumlichen Vektors bei einer Drehung um den infinitesimalen Winkel & (vgl.

Abbildung 5.1).

EXT

8y
=
oy
S~—
8y
I
8y
_|_
My
X
8y

oy

Abbildung 5.1: Transformation eines Vektors & bei einer infinitesimalen Drehung.

Schlieflich illustrieren wir noch das Transformationsverhalten von Spinoren durch
das folgende Beispiel. Ein in 3-Richtung polarisierter Spin soll in die Richtung

7 = sinf(cos p €1 + sin p €) + cos f €3

gedreht werden. Wir bewerkstelligen das durch eine Drehung um den Winkel 6
um die 2-Achse, gefolgt von einer Drehung um den Winkel ¢ um die 3-Achse:

0
—ipos /2 —ifoa /2 1 __—ip/2 COSQ
e e 0) = e PR
sin 5 e

Bis auf den Phasenfaktor e=*/2, ist dieser Spinor tatséchlich identisch mit

i = 1 (1+’I’L3)
! 2(1 +n3) ny +Zn2

B 1 1+cos6\ [ cos?
n 2(1 + cosf) sinfe ) \sinfe )"
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5.4 Experiment von Stern und Gerlach

Im Jahre 1922 wurde von Otto Stern und Walther Gerlach ein Versuch durch-
gefiihrt, der - im Riickblick - den Eigendrehimpuls +4/2 des Elektrons nachwies,
zunéchst jedoch (aufgrund des Bohrschen Atommodells) anders interpretiert wur-

de.

Der schematische Aufbau des Experiments ist in Abbildung 5.2 dargestellt. In
einem Ofen wird Silberdampf erzeugt. Dieser tritt durch zwei Blenden hindurch,
wodurch man einen Strahl von Silberatomen erhélt, der knapp an der schar-
fen Schneide eines Magnetenpols vorbeilauft. Der andere Pol des Magneten ist
breiter ausgefiihrt, wodurch im Strahlbereich ein stark inhomogenes Magnetfeld
herrscht. Am Ende des Magneten befindet sich eine Glasplatte, auf der sich die
Silberatome niederschlagen. Beobachtet wird eine Aufspaltung des Atomstrahls
in zwei Teilstrahlen.

lklassisch tatsachlich

erwartete beobachtete i
: Silberatomstrahl
Verteilung Verteilung

N

Atom-
strahl-
ofen

N

inhomogenes
Magnetfeld

Abbildung 5.2: Schematischer Aufbau des Stern-Gerlach-Versuchs (Quelle:
de.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach-Versuch).

Wir interpretieren das Ergebnis des Experiments aus heutiger Sicht: Das Ag-
Atom besitzt ein magnetisches Moment. Beziiglich der genauen Definition
eines magnetischen Moments wird auf T3 verwiesen. Wir miissen nur wissen,
dass ein magnetisches Moment i in einem &ufleren Magnetfeld B die Energie
E=—i- B besitzt. Auf das magnetische Moment wirkt dann ein Drehmoment
M = jix B und eine Kraft ' = —V(—ji- B) = V(ji- B). Letztere macht sich nur
in einem inhomogenen Magnetfeld bemerkbar.

Woher stammt nun das magnetische Moment des Silberatoms? Um diese Frage zu
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beantworten, miissen wir einige Grundtatsachen iiber den Zusammenhang zwi-
schen dem Drehimpuls eines (Elementar-) Teilchens mit Masse m und Ladung ¢
und seinem magnetischen Moment wissen. Wir betrachten zunéchst nur den Bei-
trag des Bahndrehimpulses zum magnetischen Moment des Teilchens. Dieser
ist durch die Beziehung

i=-17

gegeben. Handelt es sich um ein Elektron, so ist die charakteristische Grofie das
Bohrsche Magneton
eh

Hp = 2me

€= —(e.

Der Zusammenhang zwischen dem magnetischen Moment und dem Spin eines
Elektrons (mit Bahndrehimpuls L = 0) ist durch die Formel

—e = 5

5
S =—g.up—=
2mec g’uBQ

—

He = Je

gegeben, wobei
ge =2+ a/m+0O(a?).

Der Wert g, = 2 folgt aus der Diracgleichung, die weiteren Terme sind quanten-
elektrodynamische Korrekturen (o ~ 1/137 ist die Feinstrukturkonstante). Die
Einschleifenkorrektur «/7 wurde 1948 von Julian Schwinger berechnet.

Bei Nukleonen (p,n) gibt es einen analogen Zusammenhang zwischen magneti-

schem Moment und Spin,
(& —
T
H ngpc )
allerdings ist das nukleare Magneton e/2m,c um den Faktor m./m, ~ 1/2000
kleiner als das Bohrsche Magneton. Wegen der Substruktur der aus Quarks und
Gluonen aufgebauten Nukleonen sind die entsprechenden g-Faktoren nicht mehr

nahe bei 2, sondern man findet g, = 2 x 2.79 und ¢, = 2 x (—1.91).

Da ein Ag-Atom (Kernladungszahl Z = 47) im Grundzustand den Gesamtbahn-
drehimpuls L = 0 und den Gesamtdrehimpuls J = 1/2 besitzt (**'L; = 25 ),
hat man es im Endeffekt mit dem magnetischen Moment eines ungepaarten
Elektrons zu tun. Dieses vollfithrt wegen

§:ﬁx§

eine Prazessionsbewegung um die Richtung des Magnetfeldes. Approximiert man
das Magnetfeld im Strahlbereich durch die lineare Ndherung

é(f) ~ (BQ + al’g)gg — axlél,
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so wirkt auf das Atom die Kraft

V(ji - B) = a(psfs — juéy).

Wegen der Priizessionsbewegung um die 3-Achse bleibt im Zeitmittel nur

- 0Bs
F = o = O —— =
< > €3ally = €3 O3 M3

iibrig. Somit gestattet der Stern-Gerlach-Versuch eine Messung der Komponente
des magnetischen Moments parallel zum Magnetfeld Byes.

Aufgaben:

1. Im Versuch von Stern und Gerlach wird Silber in einem Ofen der Tempe-

ratur 7' verdampft. Geben Sie das mittlere Geschwindigkeitsquadrat (72)
eines Silberatoms an. Berechnen Sie 1/ (0'2) fiir 7' = 1000 K zur numerischen
[ustration Thres Ergebnisses. (Massenzahl von Ag ~ 108.)

Hinweis: In der (klassischen) statistischen Mechanik ist der Zustand eines
Teilchens in einem idealen Gas der Temperatur 7" durch die Verteilungsfunk-
tion p(Z,p) = N exp(—pp?/2m), [ = 1/kT im Phasenraum gegeben. Zur
Losung der Aufgabe geniigt es die Funktion

Z2(8) = / 0pexp(— B2 /2m)

R3

zu berechnen, da man den Erwartungswert der kinetischen Energie durch

(p?/2m) = —01n Z(3) /03 erhalten kann. (Wieso?)

Im unmittelbaren Bereich des Atomstrahls liasst sich das Magnetfeld des
Stern-Gerlach Versuches (in linearer Niherung) durch

—

B(f) = (BQ + (L’L‘g)gg — (L'L'151

beschreiben. Der Atomstrahl verlauft dabei ldngs der 2-Achse, parallel zur
scharfen Schneide des Magneten. Skizzieren Sie den Feldlinienverlauf in der
1-3-Ebene. Uberpriifen Sie, dass B den Maxwellschen Gleichungen divB =0
und rotB = 0 geniigt. Zeigen Sie, dass sich fiir die aufgrund des magneti-
schen Moments /i des Silberatoms wirkende Kraft F= ﬁ(ﬁ B ) der Audruck
F = a(puses — pper) ergibt. Wegen der Prézessionsbewegung des magneti-
schen Moments um die 3-Achse bleibt im Zeitmittel nur eine Kraft in

—

3-Richtung iibrig: (F) = ausés, a = 0B3/0xs.

. Wie grof} ist die Ablenkung eines Silberatoms durch die im vorigen Bei-

—

spiel erhaltene Kraft (F'), wenn es die Strecke [ im Magnetfeld durchlauft?
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Driicken Sie Thr Ergebnis durch ps, Bs/0z3, [ und die Temperatur 7" aus.
Verwenden Sie den in der ersten Aufgabe erhaltenen Ausdruck fiir die Ge-
schwindigkeit des Teilchens in 2-Richtung. Numerische Werte: ps = pup =
Bohrsches Magneton = 9.27 x 1072 J T, B3 /03 = 17T/cm, | = 3.5 cm,
T = 1000 K. (Vgl.: Walther Gerlach, Otto Stern, Zeitschrift fiir Physik 9
(1922) 349, 353.)

5.5 Bewegung eines Spins in einem Magnetfeld

Wie wir bereits wissen, hat der Hamiltonoperator eines Spins mit magnetischem
Moment /i in einem &uferen Magnetfeld B die Gestalt

H=—ji-B, ji=+S.

Wir betrachten zunéchst den Fall eines zeitlich konstanten Magnetfelds. Die Hei-
senbergsche Bewegungsgleichung fiir den Spinoperator S lautet in diesem
Fall

Legen wir die 3-Achse unseres Koordinatensystems in Richtung von B ,
B = Bé;,
so erhalten wir
S1 =~vBSy(t), Sy =—vBSi(t), S5=0.

Die Losung dieses Systems von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung
lautet:

Si(t) = S1(0) cos(yBt) + S2(0) sin(yBt),
So(t) = S2(0)cos(yBt) — S1(0) sin(yBt),

S3(t) = S3(0).

Man kann dieses Problem natiirlich auch im Schrédingerbild behandeln (wir
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beschrénken uns auf den Fall eines reinen Zustands):

ihp(t) = Hy(t),  H=—yBhoy/2,

v(t) = e (),

a®) _ (P 0 Y (a,0)

a_(t)) 0 e B2)\a_(0))"
Aufgabe: Uberzeugen Sie sich davon, dass man in beiden Bildern dasselbe Ei-
gebnis fiir die Erwartungswerte der Spinoperatoren erhélt.

Bemerkung: Die Zeitentwicklung des Spinors in einem dufleren Magnetfeld ent-
spricht einer rdumlichen Drehung um den Winkel & = —fyg. Ein von Helmut
Rauch et al. durchgefiihrtes Neutroneninterferenzexperiment! beruht auf dieser
Beobachtung.

Wir betrachten nun den Fall eines Magnetfeldes, bei dem zusétzlich zu einem
konstanten Magnetfeld Byés ein zeitabhingiges, in der 1-2-Ebene rotierendes
Magnetfeld B (coswt €] + sinwt &) vorhanden ist:

B(t) = By + By (coswt & + sinwt &).
Der Hamiltonoperator

o

H(t)=—S -Bt), S§=

DO | St

ist nun ebenfalls zeitabhéngig und wir suchen die allgemeine Losung der Schrédin-

gergleichung ifi)(t) = H(t)y(t):

w0 = (1)

H()
Wir fiithren die Abkiirzungen wy = —vBy, w; = —yB, ein und schreiben in
kompakter Form

() = s ) ()

'H. Rauch et al., Physics Letters 54A (1975) 425.




5.5. BEWEGUNG EINES SPINS IN EINEM MAGNETFELD
Mit Hilfe der Variablentransformation

by (t) = eii“t/Qai (t) < a4+ (t) = €$Z’Wt/2b:|: (t)
gelangen wir zu dem Gleichungssystem

) - 100 20

J/

TV
zeitunabhingig

wobel die hier auftretende Matrix

Wy — W W1
A= (7"
w1 W — Wo

103

nun zeitunabhingig ist. Da A hermitesch ist, miissen ihre Eigenwerte reell sein.
Ist 2 > 0 ein Eigenwert von A, so muss wegen TrA = 0 der zweite Eigenwert

gleich —(2 sein. Aus
det A= -0 = —(w — wy)? — w}

erhalt man schlie3lich

0= \/(w—wo)Q—i—w%.
Die Kombination der Spektraldarstellung von A,

und der Vollstandigkeitsrelation

P++P_:]]_2

fiir die Projektoren P, auf die Eigenrdume der Eigenwerte £} liefert fiir eine

beliebige Funktion der Matrix A die Formel

FO) + f(=) | F) — f(=0)

2 2Q A

f(A) =

Somit erhalt man

() = (026)

(e, S ) (10

B 10y 1 Uy —w w
= (cos 5 {( 4 q 53 o W
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Wir betrachten nun den Spezialfall mit den Anfangsbedingungen
b (0)=1,b.(0)=0 & a (0)=1, a(0)=0

welche zu den folgenden Losungen fiihren:

Qt  i(w— Ot ’ Ot
b+(t):cos7+wsin7, b_(t) :—%sin?.
Daraus erhalten wir die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ die Spinkomponente
S3 = —h/2 zu messen, wenn zum Zeitpunkt ¢ = 0 der Eigenzustand von S3 mit
dem Eigenwert +7/2 préipariert war:
2 ot 2 Ot
la (O = [b_ ()2 = 2L gin2 = = “1 sin? —-.

Q2 2 (w—wp)?+w? 2
Wie man sieht, kommt es zu einem Resonanzphidnomen, die Amplitude

2
Wy

(@ —w0)? + 7

wird fiir w = wp maximal (ndmlich 1).

Dieser Resonanzeffekt wurde im Jahr 1939 von Isidor Isaac Rabi mit seiner Mo-
lekularstrahlmethode zur Prézisionsbestimmung der magnetischen Momente
von Atomkernen benutzt.

Aufgaben:

1. Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Umklappwahrscheinlichkeit
Ja—(t)[*.

2. Skizzieren Sie die Funktion w — w?/[(w — wp)? + w?].

3. Studieren Sie Aufbau, Durchfiirung Ergebnisse des Versuchs von Rabi? und
stellen Sie den Zusammenhang mit der hier durchgefithrten Rechnung her.

Bemerkung: Wir haben das zeitabhéingige Magnetfeld als klassisches (nicht-
quantisiertes) Feld behandelt. Bei geniigend starken Feldern ist dies eine zuléssi-
ge Nidherung. Die Interpretation des Resonanzeffekts in der Sprache des quanti-
sierten elektromagnetischen Feldes (Photonfeld) ist die folgende: in dem &ufe-
ren Magnetfeld Bpéz kommt es zu einer Aufspaltung der Energieniveaus des
Spins (£hyBy/2). Ein Photon des zeitabhéngigen Anteils des Magnetfeldes
B, (coswt € + sinwt €3) (z. B. Radio- oder Mikrowellenstrahlung) mit der pas-
senden Energie h|w| = h|yBy| und Spin (Helizitdt) —h bewirkt einen Ubergang
in den angeregten Zustand des Spins mit Drehimpuls —#4/2.

2LI. Rabi et al., Physical Review 55 (1939) 526.
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Drehimpuls

6.1 Unitare Transformationen

Wir betrachten ein spinloses Teilchen in drei Raumdimensionen. Wie bereits in
Abschnitt 2.7 besprochen, wird die Wirkung einer raumlichen Translation auf
einen Zustandsvektor |¢)) durch den unitéren Operator exp(—ia- P/h) beschrie-
ben,

(Te™ M) = (7 — ).
Seine Wirkung auf die Basis der Ortseigenzusténde ist daher durch

e—i&-ﬁ/h|l—,»> — |f+ 5:>

gegeben, wiahrend er auf der Basis der Impulseigenzusténde als Multiplikations-

operator wirkt, )
e—za-P/h|ﬁ> — e—za-p/ﬁ|ﬁ>.

Man spricht in diesem Zusammenhang von einer unitiaren Darstellung der
Gruppe der rdumlichen Translationen im Hilbertraum. Die Komponenten des
Impulsoperators P sind die Erzeuger (Generatoren) der Translationen in dieser
Darstellung.

Analog werden Translationen im Impulsraum durch unitdre Operatoren der
Form exp(iq’- X /h) beschrieben:

T )
(e )y = (5= qlw),
ei@)?/h|f> — eicf-f/h‘i,»>.

105



106 KAPITEL 6. DREHIMPULS

Die Generatoren sind in diesem Fall die Komponenten des Ortsoperators X.

Aufgaben:

1. Uberzeugen Sie sich von der Aquvivalenz der oben angegebenen Relationen.

2. Zeigen Sie, dass die Wirkung einer rdumlichen Translation auf den Orts-
operator X in der Form

eiaﬁ/ﬁf()z)e—ia-ﬁ/ﬁ _ f()? +d)
geschrieben werden kann, wobei f eine , beliebige* Funktion ist.
3. Zeigen Sie, dass die Wirkung einer Translation im Impulsraum durch
efiq“-)?/hg(ﬁ)eiq“-)?/h _ g(f’+ )

charakterisiert werden kann, wobei g eine ,, beliebige® Funktion ist.

Als Spezialfall der oben angegebenen Relationen kann man
eza-ﬁ/h ezq-)?/n efia“-ﬁ/h _ ezq-()2+a)/h

schreiben, wodurch man zur sogenannten Weylalgebra gelangt. Diese hat ge-
geniiber den Vertauschungsrelationen [Xj, Pj] = ihdy 1 den Vorteil, dass man
nicht mit unbeschriankten Operatoren hantieren muss.

6.2 Bahndrehimpuls

Eine raumliche Drehung um den Winkel @ wird im Hilbertraum eines spinlosen
Teilchens durch den unitdren Operator

exp(—id - L/)
erzeugt, welcher auf der Basis der Ortseigenzusténde die Transformation
T = |R(@)T),  R(d) € SO(3)

bewirkt. Man spricht von einer unitéren Darstellung der SO(3) im Hilbert-
raum.

Der Bahndrehimpulsoperator L hat die explizite Form?

Ly = €pim X1 Pp,.

!Die Reihenfolge der Operatoren X; und P,, ist in diesem Ausdruck egal, da wegen des
e-Tensors stets nur Produkte mit [ # m auftreten, fiir welche X; P,, = P,, X gilt.
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Es geniigt, diese Behauptung fiir einen infinitesimalen Drehwinkel & zu zeigen,
(W —iz- LIWIE) = (1 icxemXiPo/B)|3)
= (1 — iepermPnXi/h)|Z)
= (1 —iegepim P /h)|T)

= (]]_ — ZEmeEklem/h)|f>

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass der Operator
1—i(€xZ)-P/h~ e~ i(EXE) P/h
eine Translation in Richtung des infinitesimalen Vektors £ x & erzeugt.

Aufgaben:

1. Zeigen Sie, dass die Wirkung des unitédren Drehoperators auf die Basis der
Impulseigenzustande durch

e ) = |R(a)p)
gegeben ist.

2. Zeigen Sie, dass die Komponenten des Bahndrehimpulsoperators die Dreh-
impulsvertauschungsrelationen

[Li, L) = ihegimLm

erfiillen. Die Ly sind die Erzeuger einer unendlichdimensionalen Darstel-
lung der Liealgebra der SO(3) (bzw. der SU(2)).

3. Zeigen Sie, dass die Wirkung einer rdumlichen Drehung auf die Orts- und
Impulsoperatoren X, P in der Form

VLM f(X)eT M = f(R(&)X),
T Lig(P)em @t = g(R(a)P)

geschrieben werden kann, wobei f und g ,beliebige“ Funktionen sind.
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In der z-Darstellung lésst sich die Wirkung einer rdumlichen Drehung auf eine
Wellenfunktion in der Form
(#eFEM ) = (R(G) T

N 4 .
N~ v~

Y’ (T) Y(R(@)~1Z)
schreiben. Durch die Vorschrift
(D(R)Y)(Z) = (R ')

wird jedem R € SO(3) ein unitirer Operator D(R) auf dem Hilbertraum L?*(R?)
zugeordnet. Die Abbildung D : SO(3) — B(L*(IR?)) ist eine (unitéire) Darstellung
der SO(3) in dem Funktionenraum L?*(R?), fiir welche die Darstellungseigenschaft

D(Rl)D(RQ) = D(RlRQ), RLQ c 80(3)
erfullt ist.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Darstellungseigenschaft unmittelbar aus der obi-
gen Definition von D(R) folgt.

Bemerkung: Wir hétten natiirlich auch von der Ortsdarstellung ausgehen
konnen, um durch eine infinitesimale Drehung sofort zur zZ-Darstellung des Dreh-
impulsoperators zu gelangen:

(@ - 1o Eg) = (7 —ex ly)

hio
= (&) - 38 (Fx V(@)
7 U
= @I = Fx V@)

6.3 Allgemeine Theorie des Drehimpulses

In jedem beliebigen quantenmechanischen System lassen sich rdumliche Drehun-
gen durch unitédre Operatoren der Form

exp(—ia - J/h),  JI=J,
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beschreiben, wobei die hermiteschen Operatoren Ji, (k = 1,2,3) die Drehimpuls-
operatoren des betreffenden Systems sind. Diese erfiillen die Drehimpulsvertau-
schungsrelationen

[Jk, J[] = 'L.heklmt]m-

Wir werden im folgenden mit den Operatoren T, = Ji/h arbeiten, welche die
Vertauschungsrelationen
[Tk, Th] = i€kimTm

erfiillen, sie erzeugen eine Darstellung der Liealgebra der SU(2).

Bis jetzt kennen wir zwei konkrete physikalische Systeme als Beispiele:

1. Spin 1/2-System: T}, = 04 /2 (definierende Darstellung der su(2))

2. Spinloses Teilchen in drei Dimensionen: Tj, = —i€gy, 2V, (Ortsdarstellung)

Wir wollen nun die Konsequenzen der Drehimpulsvertauschungsrelationen syste-
matisch untersuchen. Mathematisch gesehen, entspricht dies einer Klassifizierung
der irreduziblen Darstellungen der su(2).

Wir gehen von der Beobachtung aus, dass 72 = T? + TF + T# mit allen Kompo-
nenten 7Tj, kommutiert,
[T%,T,] = 0.

Es sei nun A > 0 ein Eigenwert von T2 und ‘H, der von den Eigenvektoren von
T? zum Eigenwert \ aufgespannte lineare Teilraum von H. Wegen

Ty Hy C Hy, bzw. e*id'Tﬁ"HA C Ha

kann man sich bei der Untersuchung der Ty auf H, beschriinken. In H, ist T3
durch A beschrénkt, denn fiir o) € H, mit (¥|¢) =1 ist

0 < (VIT3Y) = @ITw) —(WITe) — (BIT39) < X
A
Daher gibt es einen maximalen Eigenwert j von Ts|4,. Es sei |x) € H, ein

normierter Eigenvektor von T3 zum Eigenwert j (i. A. kann es mehrere davon in

H, geben):
T?Ix) = Alx), Tslx) =ilx), (xlx)=1.

Wir definieren
T, =Ty +iTy, T =T =T —il,

und beniitzen die Vertauschungsrelationen

[T37 T+] = T+7 [T37T7] = _va [T+7Tf] = 2T3
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Weiters gilt: .
T°=T,T +T;-Ts =TT, +T; +Ts.

Ist 1)) € H, ein Eigenvektor von T3,

Tsl¢p) = m[y),

so ist T [¢)) entweder der Nullvektor oder ein Eigenvektor von T3 zum Eigenwert
m+ 1. Analog gilt, dass T_|¢) entweder der Nullvektor oder ein Eigenvektor von
T5 zum Eigenwert m — 1 ist.

Aufgabe: Beweisen Sie diese Behauptung mit Hilfe der oben angegebenen Ver-
tauschungsrelationen.

Wir kénnen diese Beobachtung nun auf den Vektor |x) € H, anwenden. Da laut
Voraussetzung |x) ein Eigenvektor von T3 zum gréfiten Eigenwert j in H, ist,
muss 774 |x) = 0 sein. Somit besteht zwischen dem Eigenwert A von T2 und dem
grofiten Eigenwert von T3 in H) der Zusammenhang

A=j(j+1).

Andererseits kann man, ausgehend von |x), durch wiederholtes Anwenden von
T_ Eigenvektoren von T3 zu den Eigenwerten j — 1,7 — 2,... erzeugen, bis sich
schlieBlich der Nullvektor ergibt (da das Verfahren abbrechen muss). Es sei nun
D der durch die Vektoren

Xom) ~T27"X) (m=4,j—1,...)

aufgespannte lineare Teilraum von H,. Es gilt

T3|Xm> = m|Xm>7

Xm m#j
Tabtmi ~ {|o oo

Xm— m Mmin
T b)) ~ {' ) m#

b
0 M = Mpmin

woraus folgt, dass .
T.,D C D, bzw. e "9TD C D.

Mit anderen Worten: durch Drehen kann man einen Vektor nicht aus D hinaus-
werfen, D ist drehinvariant.

Die Vektoren |x,) sollen normiert sein, es gilt daher

<T7Xm‘Tme> = <Xm‘T+Tf‘Xm> = <XM|T2 - T32 +T3|Xm> = ](] + 1) - m(m - 1)7
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woraus 1. |x_;) = 0 folgt. Die Eigenwerte von T3 sind daher
jaj_]-a--'a_j+17 _j .
~—
J—2j

Da man in 25 Schritten der Lénge 1 vom hochsten Eigenwert j zum niedrigsten
Eigenwert —j gelangt, muss 27 eine natiirliche Zahl sein. Fiir 7 kommen daher
nur die Werte

in Frage.

Wir wihlen unsere Phasenkonvention so, dass

T-xm) = V(G +1) = m(m = 1xm-1)

gilt. Analog gilt

T xm) = V3G + 1) — m(m + 1) Xms1)-
Der von den Vektoren

|X]> = |X>7 |Xj—1>7 ceey |X—j+1>7 |X—j>

aufgespannte lineare Teilraum D ist ein 2j 4 1-dimensionaler drehinvarianter Un-
terraum, der sich nicht in weitere (nichttriviale) invariante Teilrdume zerlegen
lasst. Durch Drehungen werden alle Vektoren von D vermischt. Die Operato-
ren T|p spannen eine irreduzible Darstellung der Liealgebra su(2) auf, bzw.

e_i&'f|p eine solche der Liegruppe SU(2). Diese irreduziblen Darstellungen lassen
sich durch die Zahlen

klassifizieren.

Mit Hilfe der gewonnenen Erkenntnisse, konnen wir nun die Wirkung der Dreh-
impulsoperatoren J, = AT} auf dem gesamten Hilbertraum H angeben. Wir kon-
struieren ein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren
der miteinander kommutierenden Operatoren J?2 und Js,

{‘j,m,'f’)}, m:_ju_.7+177j_17.]7

wobei der Index r die verschiedenen in ‘H auftretenden irreduziblen, drehinvari-
anten Unterrdume durchnumeriert. Die in Frage kommenden Werte
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miissen natiirlich nicht alle gleichzeitig vorkommen.

J2(j,m, )
J3|j,m,7”>
J+|j,m,7“>

J_|j,m,r)

(5 + i m, ),

hm|j,m,r),

i+ 1) —m(m+1)|j,m+1,r),

h\/j(j + 1) —m(m —1)[j,m —1,r).

6.4 Beispiele irreduzibler Darstellungen

1. Triviale Darstellung: j =0, T}, = 0.

2. Spin 1/2: j = 1/2, T}, = 04/2 (definierende Darstellung der su(2)):

T2

X+1/2

X-1/2

1 1
(0) , o I3xy12 = S X+1/2; Ty X412 =0,

0 1
T X412 = (1) ;o Izx—12 = —5X+1/2 T_x_1/2 =0.

3. Spin 1: j =1 — 2j + 1 = 3-dimensionale irreduzible Darstellung

T?=j(G+1)1=2-1, m=+1,0,—1.

Mogliche Orthonormalbasis: x11, X0, X—1, 13Xm = MXm. Matrixdarstellung der
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T}, beziiglich dieser Basis:

10 0 0 v2 0 0 0 0
T, = |00 o), 7.={0o o 2|, T_-=|v2 0 0},
00 —1 0 0 0 0 vV2 0
L (010
le—(TJr‘i‘T,):— 101,
V2o 1 0
T = (T T )= — ERE
2:—. +—7:—> —
2 V2i\ o 1 g

Bemerkung: Ein anderer Zugang zur irreduziblen Darstellung mit j = 1 wére,
die SO(3)-Matrizen R(£)x =~ Opi — €ximEm als lineare Abbildung €3 — C? aufzu-
fassen. Man kann R(€) dann in der Form

schreiben, wobei
(tm)kt = —i€mp

ist. Man nennt diese aus den Strukturkonstanten gebildete Darstellung die ad-
jungierte Darstellung der su(2).

Aufgabe: Uberpriifen Sie die Kommutatorrelationen

[tk tl] = i€rimtm.

Explizite Form der ¢, (beziiglich dieser Basis ist ¢3 nicht diagonal):

0 —i 0 00 0 0 0 i
ts=1i 0 o], =100 —i|, ta=[0 0 0
0 0 0 0 i 0 — 00

Der Zusammenhang mit den vorhin diskutierten Darstellungsmatrizen wird durch
eine unitire Transformation U hergestellt,

T, = Ut UT,

die Darstellungen sind &quivalent.

Aufgabe: Bestimmen Sie die Matrix U.
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Bemerkung: Ist 25 ungerade mit Generatoren f, so erhélt man durch
exp(—id - T)

zwar eine Darstellung der SU(2), aber nicht der SO(3).

Beweis: Wir betrachten exp(—id - f) fiir den Spezialfall @ = 27és:

o—i27Ts _ diag(e—i%rj’e—i%r(j—l)’ 3 .’6i27rj) _ Loj4q 2]: gerade .
—13;41 2j ungerade

6.5 Kugelfunktionen

Die allgemeine Theorie des Drehimpulses wird nun auf die Bewegung eines spinlo-
sen Teilchens angewendet. In der Ortsdarstellung lautet der Drehimpulsoperator
- h

L:fx—v
]

In Kugelkoordinaten,
xr1 =rsinfcosyp, wxy=rsinfsing, x3=rcosb,

erhdlt man fiir die Operatoren L., L3 die Ausdriicke
; o 0 h 0
Ly = he*™ (i% + 7 cot 9%) . Lg=—-—.

Diese wirken nur auf die Variablen 6 und ¢. Die Menge

D(u) = {$(@) = u(r)Y (6, 0)}. / dp / 46 sin 0]Y (6, 4 < o

ist fiir eine festgehaltene, geméaf

/d7“7“2|u(7“)|2 =1
0

normierte Funktion u ein unter Drehungen invarianter linearer Raum.

Eine andere Betrachtungsweise wére zu sagen, dass die Operatoren L; auf Funk-
tionen Y wirken, die auf der zweidimensionalen Sphére S? (Oberfliche der Ein-
heitskugel) leben (Y : S*> — C) und Elemente des Hilbertraums L?(S?) mit dem
Skalarprodukt

(ilvs) = [ VP @N(), a2~ dpdo sing

SQ
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sind.

Die Kugelfunktionen (Kugelflichenfunktionen) Y, € L?(S?) sind simultane
Eigenfunktionen von L? und Ls,

LY, = R+ 1)Y, 1=0,1,2,...,

L3Y,,, = hmY,,, m=1,1—1,...,—l+ 1, fiir vorgegebenes (.

Bemerkung: [ ist ganzzahlig, da e~1%L/N gine Darstellung der SO(3) ist.
Aus L3Y;,, = hmY), folgt
Y (0, 0) = ™ f(0).

Da die Differentialgleichung

LY, =0 < <% — lcot@) Yu(0,0) =0

fiir jedes [ = 0,1, 2, ... nur eine linear unabhéngige Losung besitzt, tritt jede der
entsprechenden irreduziblen Darstellungen auf L?(S?) nur einmal auf.

Die explizite Form der Y}; lautet

20 + 1)

_ 1 13( 1\ (s 1 ile
Kl(ea(p)_\/ﬂ\/ 2.4...9] ( 1) (sm@)e )

wobei der Phasenfaktor (—1)" eine Konvention ist, die anderen Terme folgen
dagegen aus der Normierungsbedingung

[aami@p -1

SQ

Durch Anwendung der Formel

L Yy =b/1(1l+1) —m(m —1)Yy_y
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erhélt man die {ibrigen Kugelfunktionen:

1

Yoo(0,9) = T
3 s

Yull,¢) = — S—Wsmé’e

3
Yio(0, ) = ECOSQ

3 i
Yi1(0,9) = & sinfe”

15 -
Yar(0, ) = ?)Q—WSiHQG e’
Yo:1(6,0) = — gcosﬁsmﬁe

5
Yoo (0, ) = 167T<3COS 0—1)
Yo 1(0,p) = 8—7Tcos€sm€e

15 '
Yo o(0,p) = 3275111296_2“0

Da die Kugelfunktionen ein vollstindiges Orthonormalsystem von L?(S?) bilden,
lisst sich jedes 1 € L*(IR?) stets in der Form

o0

YE) =)D () Y (6, )

=0 m=-I
schreiben, wobei

21 ™

wn(r) = [ do [ 8 5003 (0,0 0(@)

0 0



Kapitel 7

Wasserstoffatom

Das Zweikérperproblem des Elektron-Proton-Systems reduziert sich nach Abspal-
tung der Massenmittelpunktsbewegqung auf die Behandlung der Bewegung eines
Teilchens in einem radialsymmetrischen Zentralkraftfeld. Wegen der Drehimpuls-
erhaltung erhdlt man die Energieeigenwerte durch Losen eines Eigenwertpro-
blems in einer Raumdimension in einem effektiven Potential milt einem zusdtz-
lichen, vom Drehimpuls abhdngigen Zentrifugalterm. Die Grundzustandsenergie
des Wasserstoffatoms kann mit Hilfe einer verallgemeinerten Unschdrferelation
abgeschitzt werden. Die Korrelation von kinetischer und potentieller Energie hat
zur Folge, dass der die Relativbewegung beschreibende Hamiltonoperator nach un-
ten beschrdinkt ist. Die Berticksichtigung des Spins des FElektrons fiihrt zu einer
Verdopplung des Entartungsgrades der Energieniveaus.

7.1 Teilchen im Zentralfeld

Ein spinloses Teilchen in einem radialsymmetrischen Zentralfeld wird durch
den Hamiltonoperator

—

2

P S
H=—+V(X
V(X))
beschrieben. H ist invariant unter rdumlichen Drehungen,
i L/h pf g—id-L/h _ H, [E, H] =0,

folglich gibt es ein gemeinsames vollstéandiges System von Eigenvektoren der Ope-
ratoren H, L?, Ls.

In der Ortsdarstellung (Kugelkoordinaten) hat der Hamiltonoperator die Form

h? R0 20 L’
H=_——""A __ v (e 29
2m +Vir) 2m <8r2 * 7“87’) + 2mr? V),

117
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wobeil wir die Relation

LP/R = —r?A + 27“2 + 7“28—2
or or?
verwendet haben.
Aufgabe: Beweisen Sie diese Formel. Hinweis: 7 - V= T%.

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von H, EQ, L3 haben daher die Gestalt

u(r)Yim (0, ¢),
wobei u(r) die Eigenwertgleichung

{— i Ul—; p2d W 1)] 4 vm} u(r) = Eu(r)

2m
erfiillt. Fiir einen Bindungszustand muss u(r) gemés
/d’r ru(r)]* =1
0

normierbar sein, wihrend die Wellenfunktionen von Streuzusténden fiir » — oo
nur beschrankt bleiben miissen.

Wegen
A@ = @ —4nf(0)6®) ()
kann man mit
u =22 o) =0

die Eigenwertgleichung auch so schreiben:

R A2 RA(L+1) B
—%w +W + V(T) f(T) = Ef('r’)

~~

Verr (1)

4

Man erhalt also ein eindimensionales Problem mit dem effektiven Potential
Rl (I+1)
2mr?

Ve (r) = V(r) +

und der Randbedingung f(0) = 0. Im Fall eines Bindungszustands ist f(r) gemafl

e}

JECIS

0

7ZU normieren.
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7.2 Zweikorperproblem

Bei der Coulombwechselwirkung eines Elektrons (Masse m,) mit einem Pro-
ton (Masse m,,) handelt es sich um ein Zweikoérperproblem, das durch den
Hamiltonoperator

]31,2 P2 e
+ - = =
2m, = 2m, X, — X,|
beschrieben wird. Die Orts- und Impulsoperatoren der beiden Teilchen erfiillen
die kanonischen Vertauschungsrelationen

Hy =

[(Xa)k, (Po)i] = ihdapOki, a,b= e oder p,

alle anderen Kommutatoren verschwinden.

Wie bereits aus T'1 bekannt, ist es bei der Behandlung eines Zweikorperproblems
empfehlenswert, Massenmittelpunkts- und Relativkoordinaten zu verwen-
den:

meXe +mpX, - -

Xum = Puy=P +P
MM me + ) MM + I
¥ - %%, P p__ T p

€
My =+ Me my + Me

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die neuen Koordinaten und Impulse die Vertau-
schungsrelationen

(X)) ks (Puan)i] = 1hog, (X, P] = ihdg

erfiillen.

Ausgedriickt durch Massenmittelpunkts- und Relativkoordinaten, erhélt der Ha-
miltonoperator nun die Form

D2 D2 2
_Paa  PTe

HH = — —
2M  2m | X|
Hyv bt

5 [HMM,H] :0,

wobel die reduzierte Masse m durch

1 1 1

m.o me My

definiert ist und M = m, + m. die Gesamtmasse des Systems bezeichnet. Wir
sehen, dass die Bewegung des Massenmittelpunkts (beschrieben durch Hypy) und



120 KAPITEL 7. WASSERSTOFFATOM

die Relativbewegung (beschrieben durch H) entkoppeln. Hyp und H besitzen
daher ein gemeinsames System von FEigenvektoren, eine mogliche Wahl wére

—9
P, B),  Hyalan, E) = DM 5 B, Hl|pwis B) = E|pa, E).

T 2M
Man kann also die Massenmittelpunktsbhewegung abspalten und nur die durch
P2 e
Y

beschriebene Relativbewegung betrachten, die der Bewegung in einem radialsym-
metrischen Zentralfeld mit der potentiellen Energie

62

VIR =%

entspricht.

7.3 Grundzustandsenergie des H-Atoms

Man kann zeigen, dass die verallgemeinerte Unschirferelation

& <%>2 < ()

gilt. Mit ihrer Hilfe kann man die Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms
abschétzen. Fiir den Erwartungswert von H in einem beliebigen Zustand erhélt
man die Ungleichung

1, 5 9 1 1, 5 e? So
(H) = uw—e< >z%yw—g (P?).

2m 1X] N
p
Wir suchen daher das Minimum der Funktion

2 2
P €
Ep)=—— — > 0.

Wiéhrend die Energie des klassischen Grundzustands (¥ = p'= 0) —oc ist, fiihrt
die (verallgemeinerte) Unschérferelation dazu, dass das Spektrum des quanten-
mechanischen Hamiltonoperators nach unten beschrankt ist. Die Grundzustands-
energie ergibt sich als optimaler Kompromiss zwischen den nun korrelierten Bei-
tragen von kinetischer und potentieller Energie:

2 2
Dmin € me
E/<pmin) = m _EZO = pmin:Tv
me*

E<pmin> - 2—;?/2
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Dieser Energiewert wird im Grundzustand des Wasserstoffatoms tatséchlich an-
genommen, d. h.

—1
me? = me? 1 o 1/9 h?

Fo = (H)y = — 2 Py, = (2N =
0 < >0 27:1,2’ < >0 A ) <|X|>O < >0 me2

Die Grofle
(P2 &

¢~ 2190km/s

2
m h he
—~—

ist ein MafB fiir die Geschwindigkeit des Elektrons im H-Atom. Die dimensi-

onslose Grofie
e? 1

“The T 137
ist ein Maf3 fiir die Stérke der elektromagnetischen Wechselwirkung.

Der Bohrsche Radius

-1
2
a= é :h—: fic ~ 0.53A
| X]| . mez  mcia

ist ein Maf} fiir die Grof3e des Wasserstoffatoms.

Driickt man die Grundzustandsenergie F, durch die Ruhenergie des Elektrons
und die Feinstrukturkonstante aus, erhélt man die Beziehung

me4 7TLCZOé2

0 277,2 5 3.6eV

Die Ionisierungsenergie des H-Atoms, mc?a?/2 ~ 13.6eV, wird auch Ryd-
bergenergie genannt.

7.4 Bindungszustinde des H-Atoms

Bindungszustdnde des Wasserstoffatoms mit scharfen Werten von H, [7, L3 wer-
den durch Wellenfunktionen der Form

u(r)Yim(0, ©)

beschrieben, wobei u(r) die Eigenwertgleichung

h [ d? 2d RAI(L+1) e
SR e T NIl G B —E
{ 2m <dr2 + rd’r) + 2mr? r u(r) u(r)
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und die Normierungsbedingung

o0

/d’r’r2\u(r)|2 =1

erfiillen muss.

Mit .
r
ur =2 o =0 farlsep-
0

erhélt die Eigenwertgleichung die Form

n: d*> RA(I+1) €2

—— " — — =F .
2m dr? + 2mr? r ] /() /()

Unter Verwendung des Bohrschen Radius

h2

a=—-
me?

als Referenzlénge definieren wir die dimensionslose Variable

p:

Q=

~~

p) durch

sowie die dimensionslosen Gréflen € und g

me*

p=ne
2Rz

9(p) = Vaf(ap).

Man erhalt dann

_j_p2 W;; b _ % 9(p) =eg(p), 9(0) =0, O/dplg(p)l2 =1

Fiir das asymptotische Verhalten der Losung fiir p — 0 machen wir den Ansatz
9(p) ~ p°,
der nach dem Einsetzen in die Eigenwertgleichung fiir [ # 0 auf
s(s—1)=11+1)

mit den Losungen s = [+ 1 und s = —[ fiithrt. Die zweite Losung ist wegen der
Randbedingung ¢(0) = 0 zu verwerfen, sodass nur s = [ + 1 mdoglich ist. Man
iiberzeugt sich leicht, dass auch fiir [ = 0 nur s = 1 erlaubt ist.
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Im Grenzfall p — oo erhélt man aus der Eigenwertgleichung

d2
s 9(p) = e9(p)
die asymptotische Losung
g(p) ~ eV,

aus der ersichtlich ist, dass es normierbare Losungen nur fiir € < 0 geben kann.

Im néchsten Schritt wird nun zwischen dem Verhalten der Funktion bei p — 0
und p — oo interpoliert:

glp) =p e e, g =Y e, ) k= y/=e
v=0 v=0

Durch zweifaches Ableiten dieser Funktion und anschliefendes Einsetzen in die
Eigenwertgleichung erhilt man durch Koeffizientenvergleich die Relation
Cor1 2[k(l+1+v) —1]

_ >0
o (+2+v)ititv) i+ °F

Y

aus der die Koeffizienten der Potenzreihe iterativ bestimmt werden kénnen. Man
kann sich nun davon {iberzeugen, dass die Reihe abbrechen muss, damit die erhal-
tene Losung im Unendlichen abfillt. Um dies zu sehen, nehmen wir das Gegenteil
an, ndmlich dass die Reihe nicht abbricht. In diesem Fall hitte man fiir grofles v

s, 26

Cy v

und somit
(2k)"

vl

2 :Cypu ~ 62/@;}

v

CVN s

was zur Folge hétte, dass

und

g(p) ~ p'le

nicht normierbar wire. Die Reihe muss also tatséchlich endlich sein, um eine
normierbare Losung zu erhalten.

Es sei nun ng jener Index, fiir den
Cny 70, aber c¢p,41 =0
gilt. Das bedeutet also, dass

K(l+no+1)=1
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gelten muss. Das heifit, bei vorgegebenem [ und ng (ng = 0,1,2,...) gibt es genau
dann eine normierbare Losung, falls
£=—K*= N
(l+14ng)?

gewihlt wird. ng ist die radiale Quantenzahl, sie gibt die Anzahl der Nullstellen
der Funktion g(p) im Gebiet 0 < p < oo an. Die GroBle n = [+ 1 + ng bezeichnet
man als Hauptquantenzahl. Ausgedriickt durch die Hauptquantenzahl sind die
moglichen Werte von ¢

En = ﬁ) n= 17 27 )
die Energieeigenwerte sind daher
g ome, _ _mel
2h? 2h?% n?
Bei vorgegebenem n sind [ = 0,1,...n — 1 erlaubt. Fiir jedes n gibt es daher
n—1

ZQH
=0

Zustdnde mit gleicher Energie F,,. Bei Beriicksichtigung des Spins des Elektrons
ist die Entartung 2n2-fach.

Die Energieeigenzustdnde des Wasserstoffatoms werden oft durch die Hauptquan-
tenzahl n und einen nachgestellten Buchstaben fiir [ gekennzeichnet. Die Uber-
setzungstabelle fiir diese aus der Spektroskopie stammende Notation lautet:

[ 0
Symbol | s

bt
h

1 2 3 4
p d f g

In Abbildung 7.1 sind die Energieeigenzusténde der tiefsten gebundenen Zusténde
in dieser Notation dargestellt.

7.5 Explizite Form der Energieeigenfunktionen

Mit Hilfe der reskalierten Energieeigenfunktionen

n—I[—1
gulp) = e >ttty
v=0
nl o0
an 2l +1+wv)/n—1] /dp|g D =1
) (+2+)(+1+v)—Il+1) "



7.5. EXPLIZITE FORM DER ENERGIEEIGENFUNKTIONEN 125

6“
o 1 2 !
- S g 2
— gy g
14 L5

Abbildung 7.1: Niedrigste Energieniveaus des Wasserstoffatoms. Die eingeklam-
merte Zahl gibt den Entartungsgrad ohne Beriicksichtigung des Spins des Elek-
trons an.

erhalt man

) = 25,12 = (@l = (1) Yin 0.

Aufgabe: Verifizieren Sie die folgenden Ergebnisse:

o —r/a
1s  wus(r) = perrhd
1 1 T
_ - _ —r/2a
25 Ugs (1) = 7 o (1 2@) ,
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1 1 r _
2p Uzp(r)z—,ﬂmg /2,
4 1 2r 2?2
— - _ = —r/3a
35 uss(r) =452 =5 <1 3a " 27a2> ‘

32 1 r r
_ v - 0 —r/3a
3 () =\ g e g (1 6a) ¢

8 1 7"2 —r/3a

3 usar) =\ 55415 @ @2

Die Ermittlung der vollstindigen Wellenfunktion (inkl. winkelabhéngigem Teil)
wird fiir die 2p-Zusténde illustriert:

(b?pm(f) = <f‘2pm> = u2p<r)}/im<9790)7 m = 1707 _17

G2p1(T) = (T2p1) = ugy(r)Y11(0,0) = —ﬁmae* sin fe'¥
o = B V(0 1 1 r —r/2a 9
P2p0(T) = (T]2p0) = ugy(r)Y10(0, ) = mﬁae Coi )
x3/r
- - 1 1 r Cr)2a ip
Gap-1(Z) = (Z2p —1) = ugy(r)Y1-1(0,¢) = —=—=—¢ sin fe™*.

Bemerkung: In der Chemie werden héufig die Linearkombinationen

i 1 1 r /2

NG [—P2p1(Z) + Pap-1(Z)] = mﬁge sin 0 cos ¢
z1/r
(pz-Orbital) und
1 B B | T
_E[¢2p1(x)+¢2p_1(x)]=mwge /2% 5in @ sin
x2 /7

(p,-Orbital) verwendet.
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7.6 Spin des Elektrons

Bis jetzt wurde der Spin des Elektrons im H-Atom nicht beriicksichtigt, da er im
Hamiltonoperator nicht auftritt. Nimmt man den Operator S3 (mit den Eigen-
werten +//2) hinzu, so bilden H, EQ, L3, S einen vollstandigen Satz miteinander
kommutierender Observablen und die Bindungszustéinde des H-Atoms lassen sich
daher durch die Angabe der entsprechenden Eigenwerte charakterisieren:

Inlmoa), o==+1/2,
Hlnlmo) = E,nlmo),
Lnlmo) = RA(I+1)|nlmo),
Lilnlmao) = hm|nlmo),
Sslnlmao) = holnlmo).

Der Gesamtdrehimpuls _j des Elektrons setzt sich aus dem Bahndrehimpuls L
und dem Spindrehimpuls S zusammen,

-

J=L+38.
Wegen der Vertauschungsrelationen
[Ly, L] = ihéppm L, [Sk, Si| = ih€rmSm, [Li, S =0
erfiillen auch die Komponenten von J die Drehimpulsvertauschungsrelationen
[Tk, Ji] = ihegimIm-

Réumliche Drehungen werden durch die unitdren Operatoren

€7la-J/h — efza-L/hefza-S/h

beschrieben.

Wihlt man als vollstdndigen Satz miteinander kommutierender Operatoren den
Ortsoperator X und die dritte Komponente des Spinoperators S3 mit dem Ba-
sissystem |7, o),

X|Z,0) = Z|T,0), Ss|T,0) = hol|T,0),

so erhédlt man durch Projektion eines beliebigen Zustandsvektor [¢)) auf diese
Basis,

<fa 0|1/}> = 1/}0<f>7
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eine zweikomponentige Wellenfunktion

()

mit der Normierungsbedingung

() :/d3:c > () = 1.

R3 O'::l:1/2

In dieser Darstellung schreibt man die rdumliche Drehung eines Zustands in der
Form

<i,»’a|€—z‘o7~i/he—i&-§/h|w> _ (e_i&'a/Q)M, (R(o?)_lf, o)

_ ( efza-a/z)

wiahrend die Bindungszustéinde des Wasserstoffatoms durch
(Z,0nlma’y = uy(r)Yim(0, ©)dser

beschrieben werden.
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Addition von Drehimpulsen

Das physikalische Problem der Addition von Drehimpulsen wird durch die Zer-
legung des Produkts der entsprechenden Darstellungen der SU(2) in die darin
enthaltenen irreduziblen Darstellungen geldst.

8.1 Spinaddition

Die Komponenten des Gesamtspinoperator S = S 4+ 8@ von zwei Systemen
mit Spin 1/2 erfiillen wegen

(S SV = ik, SV, [P 5P = ihemS®, (51, 5] =0
ebenfalls die Drehimpulsvertauschungsrelationen
[Sk, Sl] = ih@dmsm.

Die Vektoren!
L), ), 14, 14

bilden eine Basis fiir den Darstellungsraum der Drehungen

exp(—id - S/h) = exp(—ia - SV /h) exp(—ia - SP /).

Wir wollen nun die drehinvarianten irreduziblen Unterrdume dieses Darstellungs-
raumes finden. Anders ausgedriickt, suchen wir gemeinsame Eigenvektoren von

52 und Ss,

S?|s,m) = B2s(s +1)|s,m), Ss|s,m) = hml|s,m),

Der erste Pfeil bezieht sich auf das System (1) und der zweite auf das System (2).

129
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wobei
g2 — §m.gm + 52 .52 49 G . 5@

3
= SH1+ 508 1+ 50 a5,

Die antisymmetrische Kombination

1) =] 41)

spannt einen eindimensionalen drehinvarianten Unterraum auf, ebenso kommt
man durch Drehungen nicht aus dem dazu orthogonalen, aus den symmetri-
schen Kombinationen

[0, 1D+ 140, 1D

gebildeten dreidimensionalen Teilraum heraus.

Wir finden B
ST = 141) =0, Sz (| T4) —[41) =0,

folglich ist
1
0,00 = = (1 14) = [ 41)

ein Zustand mit Spin s = 0.

Analog finden wir
Sy =207 1), Sal 1) = Al 1),
ST+ 1)) =202 (1) + 1), Ss(I 1) +141) =0,
SP Yy =21 1), Ssl )y =—hl ),

woraus folgt, dass die Vektoren
1
V2

Zustinde mit Spin s = 1 beschreiben.

L) =[1), [1L,0)=—7(th+[IN), IL-1)=]W)

Der Darstellungsraum eines Systems, das sich aus zwei Teilsystemen mit Spin
1/2 zusammensetzt, zerfillt also in zwei drehinvariante irreduzible Unterrdume:
einen eindimensionalen mit Spin 0 (Singlett) und einen dreidimensionalen mit
Spin 1 (Triplett).
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8.2 Clebsch-Gordan-Zerlegung

Im allgemeinen Fall betrachtet man zwei irreduzible? Darstellungen DU«
(a = 1,2) der SU(2) auf den (2j, + 1)-dimensionalen Darstellungsriumen #
mit Drehimpulsoperatoren J@ Dadurch wird eine (i. A. reduzible) Darstellung
der SU(2) auf dem Tensorprodukt H ® H® der beiden Darstellungsriume
induziert. Das Tensorprodukt H® ® H® wird erzeugt von allen Vektoren der
Form

D)y @ 1), ') e .
Wiihlt man als Basis von H® die Eigenvektoren von Jéa),
|Ja> Ta),
so bilden die Tensorprodukte
J1,m1) @ |j2, m2)
eine Basis von H() @ H?®. Man schreibt dafiir oft auch

|71, ma; Ja, ma) = |j1, m1) @ |fa2, m2).

Bemerkung: dim(HV @ H?) = dimH® - dimH® = (25, +1)(2j2 + 1).

Das Tensorprodukt zweier linearer Operatoren A@ : H(@ — H@) (g = 1,2) ist
definiert durch

(A(l) ® A(Z)) (|¢(1)> ® |¢(2)>) — A(1)|80(1)> ® A(2)|¢(2)>'

Das Produkt DU @ DU2) der beiden irreduziblen Darstellungen DU (a = 1,2)
ist definiert durch das Tensorprodukt der Darstellungsoperatoren

DU (U(@))@ DY) (U(&)) = e @7V /hge @ TP /h  [7(g) = e7@9/2 € SU(2),
mit den Drehimpulsoperatoren

J=JT0e1® +10 g O,

Bemerkung: Wir werden im Folgenden oft die Schreibweise
JO = 010, JO =10 g f@ [0 72—

verwenden.

2Der Fall reduzibler Darstellungen lisst sich auf den hier diskutierten Fall zuriickfiihren.
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DUV @ DU2) ist i. A. reduzibel und es stellt sich das Problem der Zerlegung
in die darin enthaltenen irreduziblen Darstellungen. In dem in Abschnitt 8.1
diskutierten Beispiel mit j; = jo = 1/2 hatten wir

DWW & pA/2) — pO) ¢ pO)
Allgemein gilt die Clebsch-Gordan-Zerlegung (Clebsch-Gordan-Reihe)
DU ¢ pU2) — plitiz) g plintie=1) o g pllir—i2))
der Produktdarstellung in ihre irreduziblen Bestandteile.

Aufgabe: Uberpriifen Sie, dass tatsichlich

241 =20+ 1)(20+1)

J=lj1—j2|

gilt.

8.3 Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der Basis
|1, M5 J2, Ma),  Ma = —Jas —Ja+1,..., +a
der gemeinsamen Eigenvektoren von J @ . J @) J?El), J®. @) J§2) und der Basis
jym), J=qt it — 1=, m=—j,—j+1... ..
von gemeinsamen Eigenvektoren von J?2 und J; herstellen:

lj,m) = Z |71, ma; o, ma) (i, ma; Ja, malj, m),

mi+mo=m
Jit+j2
J1,ma; o, ma) = Z |J, ma 4 m2)(j, m1 + ma|ji, ma; Ja, ma).

Jj=lj1—7j2|

In den letzten beiden Formeln wurde verwendet, dass (ji,mq; ja, ma|j, m) ver-
schwindet, falls m; + my # m ist, denn einerseits gilt

J3‘j7 m> = h’m|.]7 m)
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und andererseits

(ngl) + J?Ez)) g1, 15 2, m2) = h(ma + ma)|ji, ma; ja, ma).

| S
J3

Die reell wéhlbaren Skalarprodukte (ji,mq;j2, ma|j,m) heiBen Clebsch-
Gordan-Koeffizienten. Zu ihrer Berechnung beginnt man mit den grofiten Wer-
ten j = j1 + j2, m = j1 + Jo,

= |71+ J2, 1+ J2) = |71, Js d2, J2)-

Im néchsten Schritt wendet man

J_ljm) = /GG +1) —mm—1)jm—1), Jo=J+J@
auf diesen Vektor an:

J_|j+jo, 1 +52) = A2+ 2)|i +de, i1 52— 1)

(S D) i dad = A2l n = Lo da) + /22l iz as g = 1)
D
J-

= |ji+Jii+i—1) = \/ 7 /1 —|71, 51 — 1; ja, Jo) +
J1+ )2
[ Je . .
B . ) ; ; _17
1+ 92 s 313 J2s Jo )

wodurch bereits zwei Clebsch-Gordan-Koeffizienten bestimmt sind:

o o J1
Jugr— Ligo, Joljr +J2, 01+ 2 — 1) = —
<1 1 2 2|1 2 1 2 > j1+j2
S L Jo
Ji, 01302, 02 — U+ 92,1 g2 — 1) = : —.
<1 15 J2yJ2 |1 2 1 2 > j1+j2

Der Operator J_ wird nun weiter angewendet, bis man schliellich bei
|71 + J2, —(j1 + J2))

angelangt ist und der Darstellungsraum der irreduziblen Darstellung DU1+72)
vollsténdig konstruiert ist. Ebenso erhélt man auf diese Weise alle Clebsch-
Gordan-Koeffizienten vom Typ

(1, m1; J2, ma|jr + J2,m), m = ji+ jo,...,—(j1 + jo).
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Um in den Darstellungsraum von DU'*72=1) zu gelangen, bemerkt man, dass der
Vektor |71 + jo — 1,71 4+ jo — 1) eine Linearkombination von |j1, j1 — 1; ja, j2) und
|71, 715 72, 72 — 1) sein muss, die auf |j; + jo, j1 + jo — 1) normal steht:

= |ji+j2—1,51+j2—1) |]1,]1 1; ja, Jo) — |]1,]17]2,]2— )

Durch wiederholte Anwendung von J_ auf |j; + jo — 1,71 + jo — 1) gelangt man
schleBlich zu [j; + jo — 1, —(j1 + j2 — 1)), wodurch der Darstellungsraum von
DU1t2=1) ynd die dazugehorigen Clebsch-Gordan-Koeffizienten gewonnen wer-
den.

Dieses Verfahren wird nun weiter fortgesetzt, bis man schlieflich alle drehinvari-
anten irreduziblen Unterriume von DUV @ DU2) erhalten hat.

Bemerkung: Tabellen einiger Clebsch-Gordan-Koeffizienten finden Sie auf der
Internetseite pdg.lbl.gov — Reviews — Mathematical Tools — Clebsch-Gordan
coeff., ...

Aufgabe: Der Gesamtdrehimpuls J = L+ eines Teilchens mit Spin s setzt sich
aus dem Bahndrehimpuls L und dem Spindrehimpuls S zusammen. Bei gegebe-
nem Bahndrehimpuls [ kommen daher fiir den Gesamtdrehimpuls 5 die Werte

j=l+sl+s—1,...,|l—s|
in Frage. Berechnen Sie fiir [ = 1 und s = 1/2 alle in den Produkten
Lm) @ [1/2,0) = |1, m; 5,0)

vorkommenden Zusténde |7, js).

8.4 Relativistische Korrekturen beim H-Atom

Als physikalisch relevantes Anwendungsbeispiel der Drehimpulsaddition werden
die relativistischen Korrekturen zu den Energieniveaus des Wasserstoffatoms be-
handelt.

In der nichtrelativistischen Behandlung des H-Atoms tritt der Spindrehimpuls-
operator S im Hamiltonoperator nicht auf. Daher sind in diesem Fall L und S
separat erhalten.

Bei der Behandlung des H- Atoms mit der relativistischen Diracgleichung ist aber
tatsichlich nur J = L + S erhalten, und die Energieeigenzustédnde sind keine
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-2 =2
Eigenzustinde zu L und S . Es ist daher nicht verwunderlich, dass die Ener-
gieniveaus des H-Atoms von der Hauptquantenzahl n und der Quantenzahl j des
Gesamtdrehimpulses abhéngen:

2 1 1\?
= i gy d [l e
\/1+(nf‘5j)2 ’ ’

Entwickelt man diesen Ausdruck nach der Feinstrukturkonstante «, erhalt man

, mcia? mca 3 mc*at

En; = mc? — - ° O(ad).
e e T D) T8 o PO

Die Kleinheit der relativistischen Korrekturen (Feinstruktur) ist bedingt durch
den Faktor o, withrend die mit der Schrédingergleichung berechneten Energie-
niveaus den Faktor o haben.

Betrachten wir den Fall n = 2 etwas genauer. Die moglichen Quantenzahlen des
Bahndrehimpulses sind [ = 0 und 1. Man kann daher geméfy den Clebsch-Gordan-
Zerlegungen

DO & DW/2) — pA/2) ypnd DW g DW2 = pB/2A ¢ p/2)

die Gesamtdrehimpulsquantenzahl j = 1/2 auf zwei Arten durch Addition von
Bahn- und Spinddrehimpuls erreichen, wéhrend j = 3/2 nur mit [ = 1 erzielt wer-
den kann. Die Verallgemeinerung auf beliebige Hauptquantenzahl n ist evident:
Das hochste j = n — 1/2 lédsst sich nur auf eine Weise aus [ = n — 1 bekommen,
wéhrend es fiir j = 1/2,...,n — 3/2 jeweils zwei Moglichkeiten gibt. Somit sind
die Entartungsgrade e; von E,; gegeben durch

[ 22j+1) fir j=1/2,3/2,...,n—3/2,
TTY (2j+1) fir j=n-—1/2.

Summiert man bei gegebener Hauptquantenzahl iiber die alle Entartungsgrade,

erhalt man
n—1/2

Z ej = 2n?,
j=1/2

was natiirlich identisch mit dem Ergebnis im nichtrelativistischen Fall ist.

Tatséchlich liefert die Diractheorie, dass bei gegebenem n, j = 1/2,...,n — 3/2
und m = j, 7 — 1,...,—j (Quantenzahl von J;) die beiden Zusténde eine Su-
perposition von [ = j — 1/2 und [ = j 4+ 1/2 sind, wobei bei einem Zustand
[l = j —1/2 und beim anderen j = [ 4+ 1/2 dominiert. So kann man selbst im
relativistischen Fall cum grano salis von einem Bahndrehimpuls der Energieei-
genfunktionen sprechen und z.B. die zur Hauptquantenzahl n = 2 gehérenden
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Zustande mit 259, 2py/2, 2p3j2 bezeichnen, wobei die ersten zwei mit j = 1/2
nach der Diractheorie dieselbe Energie haben.

Die zweifache Entartung eines durch (n,j, m) charakterisierten Zustands (j #
n — 1/2) ist eine Spezialitiat des 1/r-Potentials. Allerdings wird diese Entartung
aufgehoben, wenn man Korrekturen der Quantenelektrodynamik zu den Energie-
niveaus des H-Atoms beriicksichtigt. Diese Korrektur, die zur Aufspaltung der
Energieniveaus 2s /5 und 2p; o fithrt, heifit Lamb-Verschiebung® und ist propor-
tional zu o’ In .

Zur Erinnerung: Die Entartung der Zustdnde mit verschiedener Quantenzahl m
ist eine Folge der Drehimpulserhaltung und trifft fiir jedes Potential V (r) zu.

SW.E. Lamb, R.C. Retherford, Phys. Rev. 72 (1947) 241.
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Zeitunabhingige Storungstheorie

Die Anzahl der physikalisch relevanten, exakt l6sbaren Energieeigenwertprobleme
in der Quantenmechanik beschrdnkt sich auf einige wenige Fdlle. Im Allgemei-
nen ist man daher auf Ndherungsmethoden angewiesen. Unterscheidet sich ein
Hamiltonoperator ,nur wenig® von einem mit exakt losbarem Figenwertproblem,
dann kommen die Methoden der zeitunabhdngigen Storungstheorie zum Finsatz.

9.1 Storungsreihe

Die Problemstellung ist die Folgende. Angenommen, wir kennen das vollstindige
diskrete Spektrum eines Hamiltonoperators Hy und die dazugehorigen Eigen-
funktionen, aber der vollsténdige Hamiltonoperator H besteht aus H, plus einer
Storung, die wir als klein auffassen diirfen. Wie dndern sich dann Eigenwerte und
Eigenfunktionen von H, unter der Stérung?

Der totale Hamiltonoperator habe also zwei Terme,
H — HO + )\Hl,

wobei wir nach A entwickeln werden. Die Eigenwerte und Eigenzusténde des un-
gestorten Hamiltonoperators seien exakt bekannt:

Hogy = EV6).

Wir gehen voriibergehend von der Diracnotation ab und verwenden die mathe-
matische Notation. Die Eigenzustéinde des totalen Hamiltonoperators erfiillen

(HO + )\Hl) ‘bn()‘) = En()‘)(bnO‘)

137
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Wir nehmen an, dass wir die Entwicklung
E,(\) = EY 4 EW £ N2E® ...
o) = o + 20l + Mg +

nach Potenzen von A machen diirfen. Dabei haben wir implizit angenommen,

dass die Eigenwerte EY nicht entartet sind. Der Fall der Entartung wird spéter

diskutiert. Nach Anwendung der Eigenwertgleichung erhalten wir durch einen
Koeffizientenvergleich ein System von Gleichungen:

N (Hy—ED) ¢ = o,

N (Hy = ER) 6 = (B - H) e,

Ao (Hy— B¢ = (BY — 1) o + BP0,

n n

usw. Die allgemeine Relation fiir A\* (k > 2) lautet
1)

(Ho— BY) 61 = (B — H) 1) + BR2g 4o+ ED ).

Es ist zweckméfBig, die Normierung

(SNS) = S

festzusetzen. Weiters kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Ortho-
gonalitédtsrelationen

BOp*y =0 VE=12,...

annehmen. Wir halten fest, dass wir mit diesen Annahmen von der iiblichen Nor-
mierung ||¢,(A)|| = 1 der Wellenfunktion abgehen; zur Ordnung A\? wird ¢,())
im Allgemeinen nicht auf eins normiert sein. Fiir die Berechnung der Energieei-
genwerte ist das natiirlich irrelevant, muss aber bei der Berechnung von Erwar-
tungswerten zur Ordnung A? und in héherer Ordnung beriicksichtigt werden.

Die erste Relation des Gleichungssystems liefert nichts Neues. Projizieren wir die
zweite Gleichung auf QSSLO), bekommen wir das {iberaus wichtige Resultat

By = (n|Hyln).

Hier haben wir als Abkiirzung |n) statt |¢>£LO)> geschrieben. Projizieren wir die
zweite Gleichung auf qﬁ,(fb) mit m # n, ldsst sich gb,(f) berechnen:

Z |m)(m|Hq|n)
T L0 (0
wzn Em — En

Auf die hier beschriebene Art kann man im Prinzip jede beliebige Ordnung aus-
rechnen. Wir fithren hier noch die zweite Ordnung der Energieeigenwerte an:

Z \ m\Hl\n

m;ﬁn
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Zum Abschluss besprechen wir den Fall von entarteten Energieeigenwerten EY.
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die ersten » Werte entartet sind:

E” =...= O

Da im Gleichungssystem schon definitive Werte EY fiir die Korrekturen zu E©
angenommen sind, aber die ungestérten Wellenfunktionen im r-dimensionalen
Raum der Zustinde @(10) (n =1,...,7) noch frei wihlbar sind, machen wir den
Ansatz

o, = ZUpnqﬁéo) fir n=1,...,r
p=1

mit einer unitdren r x r-Matrix U. Ersetzt man in der zweiten Gleichung des
Gleichungssystems ¢>£?) durch die ¢!, und projiziert man auf die Zustédnde ¢/,
(m,n=1,...,7), erhédlt man das Ergebnis

Upn (DI H1|@) U = B3 6.
Mit anderen Worten, definiert man eine r x r-Matrix H; durch
(plHhla) = () .
pq
so wird diese Matrix von U diagonalisiert:
UtH,U = diag (EP, o Eﬁ”) .

Somit haben wir auch im Fall der Entartung eine einfache Vorschrift zur Ermitt-
lung der Korrekturen erster Ordnung zu den Energieeigenwerten erhalten.

9.2 Zeeman-Effekt

Die Auspaltung der Energieniveaus eines Atoms in einem dufleren Magnetfeld
wird als Zeeman-Effekt bezeichnet. Seine theoretische Behandlung dient hier zur
Lllustration storungstheoretischer Methoden.

Die Aufspaltung der Energieniveaus eines Atoms im Magnetfeld und die ent-
sprechende Aufspaltung der Spektrallinien heifit nach ihrem Entdecker Zeeman-
Effekt. Durch Einschalten des Magnetfeldes wird die Rotationssymmetrie eines
Potentials V' (r) gestort und Zusténde mit verschiedener Quantenzahl m des Dre-
himpulsoperators J3 spalten energetisch auf.

Wir gehen davon aus, dass wir einen gebundenen Zustand mit einer Anzahl von
Elektronen haben, also ein Atom oder Ion. Die entsprechenden Drehimpulsope-

[=YL. §=%§, J-I+3

ratoren sind
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wobei iiber die Anzahl der Elektronen summiert wird. Wir wissen, dass mit dem
Bahndrehimpuls ein magnetisches Moment —pu 5L /h verkniipft ist, mit dem Spin-
drehimpuls jedoch ein doppelt so grofles, ndmlich —2u 59 /h, wobei die GroBe up
das Bohrsche Magneton des Elektrons ist. Beim Spindrehimpuls vernachléissi-
gen wir die kleine Korrektur zum Faktor 2, die von der Quantenelektrodynamik
stammt. Der fiir den Zeeman-Effekt relevante Hamiltonoperator ist also gegeben
durch
Hmag = _,J ' E )

wobei B das duBere Magnetfeld ist und der Operator des magnetischen Moments,

1, gegeben ist durch
i= —%B (E +2 5) .

Um den Zeeman-Effekt berechnen zu kénnen, miissen wir noch eine Annahme
iiber den gebundenen Zustand machen. Bei Atomen mit nicht zu grofler Ord-
nungszahl tritt eine Spin-Bahn-Wechselwirkung auf, deren Hamiltonoperator pro-
portional zum Skalarprodukt S.-L ist, wobei S und L die obigen totalen Spin-
bzw. Bahndrehimpulse sind (Russell-Saunders-Kopplung). In dieser N#herung
hat die rdumliche Wellenfunktion der Elektronen eine wohldefinierte Bahndre-
himpulsquantenzahl [ und ihre Spins bilden einen Zustand mit wohldefinierter
Spindrehimpulsquantenzahl s; der Einfluss der Spin-Bahn-Kopplung fithrt dann
zu einem Zustand aus D® @ D®) mit einer wohldefinierten Quantenzahl j des
Gesamtdrehimpulses. Diese Nédherung erlaubt daher, den gebundenen Zustand
|1y folgendermaflen zu charakterisieren:

) = lg;lsjm),
L) = R+,
Sy = Bs(s+ 1)),
W) = BG+ 1)),
Jslp) = hm[).
Die Gesamtdrehimpulsquantenzahl j hat einen Wert aus der Menge j + s, j +
s—1,...,|l —s|, und m nimmt einen der Werte 5,7 — 1,..., —j an. Das Symbol

q steht fiir weitere Groflen, die zusammen mit [, s, j und m den Zustand [¢)
vollsténdig bestimmen.

Nun wenden wir die zeitunabhingige Stérungstheorie an. Wir fassen als Hy den
Hamiltonoperator auf, der den gebundenen Zustand |¢) des Ein- oder Mehrelek-
tronensystems bestimmt, und die Stérung AH; identifizieren wir mit Hy,g. Setzen
wir B = Bes, dann spielt das Magnetfeld B die Rolle von . Beziiglich Hy haben
die Zusténde |¢) = |g; lsjm) mit verschiedenem m dieselbe Energie, es liegt also
eine (25 + 1)-fache Entartung vor. Freundlicherweise wird sich herausstellen, dass

<Q; lsjm|Hmag|Q; lsjm/> X 5mm’
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erfiillt ist. Daher ist die Verschiebung der Energieniveaus einfach durch

AB(g Lsjm) = L2 (] (L+25) [v) - B

gegeben.

Die Formel fiir AFE(q;lsjm) zeigt die zu iiberwindende Schwierigkeit bei der
Berechnung des Zeeman-Effekts auf. Es tritt nicht der Erwartungswert von J3 =
L3+ S3 auf, der einfach Am wére, sondern der Erwartungswert von L3 4 2S3. Um
diesen zu bestimmen, miissen wir einige mathematische Uberlegungen anstellen.
Wir beginnen mit dem

Lemma: Es sei A ein hermitischer und B ein beliebiger Operator. Ist |¢) ein
Eigenzustand zu A, dann gilt (¢|[A, B]|¢) = 0.

Der triviale Beweis wird dem Leser iiberlassen. Als Nachstes formulieren wir den

Satz: Es sei K ein Vektoroperator, d.h., die Relation [Ji, Kj] = ihep, K, ist

erfiillt, und |¢) ein Eigenzustand zu J° mit dem Eigenwert 7%j(j + 1). Dann gilt
Folgendes:

i) j=0= (¢|K|¢) =0,
ii) j £ 0 = (0|K[¢) = e (01T(T - K)|g).

Beweis: Der erste Teil des Satzes wird folgendermaflen bewiesen. Aus 7 = 0
folgt Jx|o) = 0 fiir k = 1,2,3. Aus dem Lemma und der Eigenschaft eines Vek-
toroperators ergibt sich (¢|[Jg, Ki]|¢) = 0 = ihegym(d|Km|p), woraus Punkt i)
folgt. Den zweiten Teil des Satzes erhilt man aus der mithsam nachzurechnenden
Kommutatorrelation

-

-2 o _ -9 o N
177 T x K] :Qih(J K—J(J~K)),
wiederum unter Anwendung des Lemmas.

Als Nichstes betrachten wir die Situation
J=JU 1 J® ynd K= glf(l) +92f(2),

wobei J W und J @ zwei miteinander kommutierende Drehimpulsoperatoren sind.
Klarerweise ist somit .J ein Drehimpulsoperator und jede Linearkombination K
der beiden Drehimpulsoperatoren mit beliebigen Konstanten g;, g» ein Vektor-
operator beziiglich J. Weiters sei ein Zustand |¢) gegeben, der Eigenzustand zum
Quadrat aller drei Drehimpulsoperatoren ist:

Tloy = BG+1)e),
(j(l))2|¢> = R+ 1)),
(J@P2g) = 2o+ 1)]0).
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Unter diesen Voraussetzungen stellt sich heraus, dass |¢) ein Eigenzustand zu
J - K ist, da man diesen Operator folgendermafien darstellen kann:

T R = (j(l) I j(?)) . (Qljm +g2j(2)> _
g1 (JO)? + go(JP)? + (g1 + g2) TV - T =
G (TOV 4 gu(TOV 4 (g4 0) (T = (7O = (JO)?) =
5ot 9207”4 5 (0 — ) (T — (7))

Nach den Voraussetzungen an |¢) erhdlt man daher das Resultat

(Bl = {5 01+ i+ 1)+ § (o1 = 92) i+ 1) = G+ 11 16,

Nun koénnen wir den Erwartungswert von L3 + 253 berechnen. Wir setzen

—

JO =L J®»=5 g¢g=1g=2

und erhalten
L 3 1 1
T (E428) 10) =1 {25641 - 31+ 1)+ S s(s 4 D o)

Fiir j # 0 definiert man den sogenannten Landé-Faktor

j(j+1)—l(l+1)+s(s+1).

g(lsj) =1+ 255G+ 1)

Mit diesem lésst sich der Erwartungswert von L + 28 schreiben als

(WIL +25 1) = -

iy W (I L+ 28)) [9) = glUsi) 1T 1),

Schliefflich erhalten wir das gewiinschte Resultat fiir den Zeeman-Effekt:
AE(q;lsjm) = upB g(lsj) m.

Fiir j = 0 findet keine Aufspaltung statt.

Der Landé-Faktor spiegelt die beiden Summanden des Operators ji wider. Ad-
dieren sich die Spins zu s = 0, muss j = [ sein und wir erhalten g = 1. Addiert
sich andrerseits der Bahndrehimpuls zu [ = 0, dann gilt j = s und wir erhalten
g=2.
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Als Beispiel diskutieren wir die gelbe Linie des Na-Atoms (D-Linie). Diese besteht
eigentlich aus zwei Linien:

Dy: 3pijs— 3s1s (A= 589.5924 nm),
D, : 3p3/2 — 381/2 ()\ = 588.9950 nm).

Die beiden Uberginge finden innerhalb derselben Hauptquantenzahl n = 3 statt,
da bei den Alkalimetallen - im Gegensatz zum Wasserstoffatom - Zustédnde mit
derselben Hauptquantenzahl und verschiedenem Bahndrehimpuls [ verschiedene
Energien haben; die Energie steigt mit steigendem [. Obige Notation charakteri-
siert die Energieniveaus durch nl;, die tiefergestellte Zahl zeigt also die Quanten-
zahl j des Gesamtdrehimpulses an. Die fiir die Aufspaltung der Energieniveaus
3512, 3p1/2 und 3ps/; relevanten Landé-Faktoren sind in folgender Tabelle aufge-
listet:

[ s J ‘ g

0 1/2 1/2| 2

1 1/2 1/2(2/3

1 1/2 3/214/3

Damit ldsst die Aufspaltung in 25 + 1 Energieniveaus in leicht berechnen. Quali-
tativ ergibt sich folgendes Bild:

351/2: Aufspaltung in 2 Niveaus,
3p1/2:  Aufspaltung in 2 Niveaus,
3psj2:  Aufspaltung in 4 Niveaus.

Betrachten wir die Spektrallinien, so spaltet die D;-Linie in 2 x 2 = 4 Linien auf.
Fiir die Dy-Linie wiirde man entsprechend 2 x4 = 8 Linien erwarten. Dem ist aber
nicht so, weil man zeigen kann, dass fiir die Ubergéinge von einem Energieniveau
zu einem niedrigeren unter Aussendung eines Photons die Auswahlregel Am =
0, £1 gilt. Nach dieser Regel kann daher der Ubergang von m = 3/2 zum = —1/2
nicht stattfinden. Ebenso ist der Ubergang von m = —3/2 zu m = 1/2 verboten.
Daher spaltet die Dy-Linie nur in 6 Linien auf. Insgesamt erhélt man also im
Magnetfeld die beachtliche Zahl von 10 Spektrallinien anstatt zwei Linien ohne
Magnetfeld.

AbschlieBend ist anzumerken, dass es auch die Auswahlregel Al = £1 gibt, was
von der D-Linie befolgt wird (Ubergang von [ =1 zu [ = 0). Diese Auswahlregel
ist nicht absolut, aber andere Ubergénge sind stark unterdriickt.
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Kapitel 10

Identische Teilchen

Eines der fundamentalen Theoreme der relativistischen Quantenfeldtheorie be-
sagt, dass Teilchen gemdf threm Spin in zwei Klassen eingeteilt werden konnen.
Solche mit ganzzahligem Spin sind vertrigliche Wesen, man kann beliebig viele
identische Teilchen dieser Art in den gleichen Einteilchenzustand hineinpferchen.
Teilchen mit dieser Eigenschaft nennt man Bosonen. Teilchen mit halbzahligem
Spin sind unsozial, sie bestehen auf einem Privatzimmer. Nur eines von ihnen
kann in einem bestimmten Einteilchenzustand sitzen. Teilchen dieser Art heiffen
Fermionen.

10.1 Mehrteilchensysteme

Ein reiner Zustand eines Systems von zwei unterscheidbaren Teilchen (z.B. ein
pe -System) kann (im Ortsraum) durch eine Wellenfunktion der Form

w(flu 01; 527 02)

beschrieben werden. Dabei sind 71, 07 die Orts-und Spinkoordinaten des ersten
Teilchens, ¥, 0o jene des zweiten. In der abstrakten Schreibweise ist

[v) € HY @ 1P,
wobei H(1?) der (Einteilchen-) Hilbertraum von Teilchen 1,2 ist.

Handelt es sich um ein Zweiteilchensystem identischer (ununterscheidbarer)
Teilchen, so gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Die Wellenfunktion ist symmetrisch bei gleichzeitiger Vertauschung von
Orts- und Spinkoordinaten:

w(fh 01, 527 02) = 1/1(5?27 02; 51, 01)-

145
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Teilchen von diesem Typ heilen Bosonen, benannt nach Satyendra Nath
Bose. Der entsprechende Zweiteilchenzustandsraum HZ ist das symmetri-
sche Tensorprodukt zweier Einteilchenzustandsriaume,

HE =H, @ H,.

2. Die Wellenfunktion ist antisymmetrisch bei gleichzeitiger Vertauschung
von Orts- und Spinkoordinaten:

w(fhm;fz,@) = —1/1(5?2,02;5170'1)-

Teilchen von diesem Typ heiflen Fermionen, benannt nach Enrico Fermi.
In diesem Fall ist der Zweiteilchenzustandsraum das antisymmetrische
Tensorprodukt zweier Einteilchenrdume,

HE = H, @ H;.

Im allgemeinen Fall von N ununterscheidbaren Teilchens ist
V(1,015 %2, 095 ... TN, 0N)

im Fall von Bosonenen total symmetrisch und im Fall von Fermionen total
antisymmetrisch, d.h. bei einer Vertauschung (2;, 0;) <> (2, 0;) (i # j) &dndert
sich bei Bosonen die Wellenfunktion nicht, bei Fermionen wechselt sie das Vor-
zeichen. Die entsprechenden Zustandsrdume sind das total symmetrische, bzw.
total antisymmetrische Tensorprodukt von N Einteilchenrdumen,

HB:H1®H1®---®H1, H§:H1®H1®---®H1.

Vv Vv
N—mal N —mal

Die Tatsache, dass die Wellenfunktion eines Systems von identischen Fermio-
nen bei Vertauschung zweier Argumente (7, 0;) <> (Z;0;) das Vorzeichen wech-
selt, wird auch als Pauli-Prinzip oder (Paulisches) Ausschliefungsprinzip
bezeichnet. Fiir Fermionen gilt ndmlich

w<fua;fa O') = _w<fua;fu O') = w<f70-;f7 J) = O’

d.h. zwei Fermionen mit gleicher Polarisation kénnen nicht am gleichen Ort
sitzen.

Allgemein gilt folgendes: Gegeben sei eine Orthonormalbasis von Einteil-
chenwellenfunktionen ¢, (Z,0). Jede Zweiteilchenwellenfunktion kann dann in
der Form

U(T1, 013 T2, 02) = Z CnnPm (T1, 01) Pn (T2, 02)

m,n
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geschrieben werden. Fiir Fermionen folgt aus
Y(Th, 01; Tz, 02) = —(T, 09; 71, 01),

dass ¢, = —Cnm und insbes. ¢, = 0. Befindet sich bereits ein Fermion im Ein-
teilchenzustand ¢,,, so ist dieser Zustand fiir das zweite Fermion ausgeschlossen.
Fiir Bosonen ist die Situation anders: Hier folgt aus

W(Ty, 013 Ta, 09) = Y(Xo, 09; 71, 01),

dass ¢y, = Cpm und zwei identische Bosonen konnen sehr wohl im gleichen Ein-
teilchenzustand sitzen.

Es war zunédchst nur empirisch bekannt, dass Teilchen mit halbzahligem Spin
(z.B. Elektron, Proton) Fermionen und Teilchen mit ganzzahligem Spin (z.B.
Photon, He) Bosonen sind. Im Jahr 1940 konnte Wolfgang Pauli zeigen, dass
dieser Zusammenhang zwischen Spin und ,Statistik® aus der relativistischen
Quantenfeldtheorie (Kombination von Relativitatstheorie und Quantentheo-
rie) folgt.

10.2 Nichtwechselwirkende identische Teilchen

Gegeben sei ein Einteilchen-Hamiltonoperator H; mit Energieeigenvektoren |r)
und dazugehorigen Energieeigenwerten ¢,.. Unter der Voraussetzung nicht wech-
selwirkender Teilchen kann man die Energieeigenzustdande des Mehrteilchensy-
stems durch

|ny,no, ..oy npy )

festlegen, wobei n, die Besetzungszahl des r-ten Einteilchenzustands ist. Die
Besetzungszahlen kénnen folgende Werte annehmen:

{0, 1,2,... fiir Bosonen
n, =

0,1 fiir Fermionen

Bezeichnet man den Teilchenzahloperator des Mehrteilchensystems mit N und
den Hamiltonoperator mit H, so ist |ny,ng,...,n,,...) ein gemeinsamer Eigen-
vektor beider Operatoren:

Nny,ng,...,np ...y = (np4+no+...4n.+..)|n,n9,....0,...),

Hny,ng, ..o ong, ...y = (nieg+nega+ ...+ npep +..) |0y, ng, ooy npy 0.
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Beispiel: Identische Teilchen in einem wiirfelférmigen Gefaf3
G=1[0,L] x[0,L] x [0, L]

mit dem Volumen V = L3.

Der Einteilchen-Hamiltonoperator hat in der Ortsdarstellung die Form

h2 82 62 62 )

Hy = -
! 2m (8x% * 0x3 * 03

Die Energieeigenzustinde eines Teilchens mit Spin s sind daher durch die Ein-
teilchenwellenfunktionen

gegeben, mit £, = 1,2,... und 7 = —s,—s + 1,...,+s. Dabei wurde die Rand-
bedingung ¢| = 0 verwendet. Die zum Zustand |r) = |¢5,) gehérende Energie
. oG

18t
A
T T o T 2mv

Bringt man N nicht wechselwirkende Teilchen in das Gefafl und fragt sich z.B.
nach der Grundzustandenergie des N-Teilchen-Systems, so kann man im Fall
von Bosonen alle N Teilchen in den Einteilchenzustand mit niedrigster Energie
setzen. Bei Fermionen ist dies wegen des Paulischen AusschlieBungsprinzips nicht
moglich.

Aufgaben: Ermitteln Sie die Grundzustandsenergie eines Systems von N iden-
tischen Teilchen mit Spin s fiir

1. s=0, N =4 (Losung: 6h%72/mV?/3)

2. s =1/2, N =4 (Losung: 9h*7%/mV?/3)

Hinweis: Fertigen Sie Skizzen der zu besetzenden Einteilchen-Energieniveaus an.
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Heliumatom

Das Heliumatom ist ein typisches Beispiel fiir ein Mehrkorperproblem. Das Spek-
trum des He-Atoms konnte erst mit Hilfe der Quantenmechanik erklirt werden,
wdhrend die Methoden der ,dlteren Quantentheorie” hier versagten.

11.1 Eigenwertproblem des He-Atoms

Im Ursprung ruht ein Heliumkern mit Ladung 2e. Die Operatoren der Positionen
der beiden Elektronen werden mit X, und die dazugehérigen Impulse mit P o
bezeichnet. Der Hamiltonoperator

B 1512 2¢? P 2¢? e?

= — - + — + — =
2m Xy 2Zm X, X - XS

wirkt (in der Ortsdarstellung) auf Wellenfunktionen (¥, 01; Zs, 09), die dem
Pauliprinzip (%1, 01; T2, 09) = —1(Z, 09; 71, 01) gehorchen. Da S, und S, in H
nicht auftreten, kann H gleichzeitig mit 52 und s (g =5 + 52) diagonalisieret
werden. Wir wissen bereits, dass D2 @ D(1/2) = D© g DM ist. Daher beschreibt

,l/}<'fl71\7 f?vT) 0
,l/}<'fl71\7 f?v\L) 1 1 = 7
- ~ = — 71,7
o ) | T Va1 ]
(T, 4572, )) 0
einen Zustand mit s = 0 (Singlett). Die Funktion ¢,(71,7>) muss wegen des
Pauliprinzips gerade bei Vertauschung der Ortskoordinaten #; <+ 75 sein,

Gg(T1, Ta) = ¢y(T2, 71)

149
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Die Zustdnde mit s = 1 (Triplett) werden durch

Pu(T1, T2), Gu(T1, T2)

—_
O~ = O
_ o O O

beschrieben, wobei die Funktion ¢, (%1, Z3) ungerade bei Vertauschung der Orts-
koordinaten 7y < Ty ist,

(bu(fh 52) = _(bu(f% f1)

Man hat also die Eigenwertgleichung

( h? 2%  RK? 2¢? N e?
1 2

e A Ay - —E) (i, %) =0
om =t ] 2m T (] | - A )‘b(“’“)

unter der Bedingung
/d3l‘1 /dsl‘g |¢(fl,fg)|2 < 00
zu l6sen, wobei ¢(¥1,73) entweder gerade (Spin-Singlett) oder ungerade (Spin-

Triplett) unter ¥; <> @5 ist. Dieses Eigenwertproblem ist nicht analytisch losbar
und man ist auf Ndherungsmethoden angewiesen.

11.2 Variationsverfahren

Zur Ermittlung einer oberen Schranke fiir die Grundzustandsenergie E, ist das
Variationsverfahren geeignet. Es sei H ein Hamiltonoperator mit Eigenwerten
Ey < Ey < Ey < ... und dazugehorigen Eigenvektoren |n),

H=Y Eln)nl, ) |n)n|=1.
Sei 1) ein beliebiger Vektor mit (¢|¢) = 1:

(GIH[Y) =" Eu(n)(nl) > Bo Y (ln)(nl) = B,

(Wl)=1

Da (0|H|0) = Ejy gilt, kann man die Grundzustandenergie auch als

Eo = min (4]HIv)
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oder

(W H]¢)

Ey =min ————

ver (YY)

schreiben. Dies ist die Grundlage des Variationsverfahrens: man setzt eine Wel-
lenfunktion mit einer gewissen Anzahl von Parametern an, berechnet

(VIH )

(¥lv)

und variiert die Parameter, bis das Minimum dieses Ausdrucks gefunden ist.
Dieses Minimum ist dann eine obere Schranke fiir Fy, weil natiirlich i. A. nicht
alle |¢)) € ‘H ausprobiert wurden.

11.3 Grundzustand des He-Atoms

Im Spin-Singlett-Fall (Parahelium) macht man z. B. den Ansatz
w(fhfg) ~ (e‘mlﬁle—nz\fﬂ + e—mlfgle—ng\fl\) '

Fiir das Minimum

. fd3$1 d3$2 1/1(551752)*11@/)(51,52)

min — —
winz [ d3xy d3g (T, To)* (T, )
ergibt sich —2.875 me*/h?, wobei me* /h? = 27.2 eV als atomphysikalische Ein-

heit (a. E.) bezeichnet wird. Der experimentelle Wert fiir den Grundzustand ist
—2.904 me* /12

Im Spin-Triplett-Fall (Orthohelium) setzt man z. B.
w(fla 52) ~ (efﬁl‘fl‘ef’fﬂfﬂ _ e*f”vl\fz\eﬂiﬂfﬂ)

an und erhilt als Energieminimum —2.160 me*/h?. Der experimentelle Wert ist
—2.175me* /2.

Ionisierung bedeutet, dass ein Elektron sich in unendlicher Entfernung vom
zuriickbleibenden He-Kern + Elektron-System befindet. Der Grundzustand des
Het-Ions ist analog zum H-Atom zu berechnen mit der Anderung e? — 2¢2,
sodass sich eine Grundzustandsenergie von —2me?/h? ergibt. Das He-Atom ist
also sowohl im Singlett- als auch im Triplett-Zustand stabil gebunden, weil die
Energien tiefer als —2me*/h? liegen.
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Bemerkungen:

1. Das Minimum von (| H 1)) /(1]1) wird im Singlett-Fall (gerade Ortswellen-
funktion) fiir k1 = 2.18/a und k9 = 1.20/a angenommen. Diese Werte kann
man so ,,verstehen“: ein Elektron wird durch das Coulombpotential des He-
liumkerns —2¢?/|#| in einem 1s-Zustand ~ exp(—2|#|/a) gebunden. Gibt
man zu diesem He™-Ion ein zweites Elektron dazu, dann sieht dieses eine
Gesamtladung e und geht ebenfalls in einen 1s-Zustand exp(—|Zs|/a). Die
Abweichungen von k; = 2/a, ke = 1/a bedeuten, dass sich die Elektronen
wegen der Coulombabstoflung etwas aus ihren Zustédnden verdrangen.

2. In der realen Welt ist das (quantisierte) elektromagnetische Feld zu beriick-
sichtigen. Orthohelium (s = 1) ist ein metastabiler Zustand mit 7 ~ 10%s,
da Strahlungsiibergénge zwischen Ortho- und Parahelium stark unterdriickt
sind. (,Erlaubte* Uberginge: AL = £1, AS = 0).

11.4 Negativ geladenes H-Ion

Kann ein Proton auch zwei Elektronen binden? Man muss lediglich in dem Aus-
druck fiir den Hamiltonoperator des He-Atoms die beiden Faktoren 2e? in e?

abdndern,
-2
P e? P e? e?
=t = =+ = =
2m Xy 2m X X - X

und mit der Wellenfunktion fiir den Singlett-Fall variieren. Man erhélt dann

, me? me?
IE{II/{I;(H> = —0.513 -7 < —0.5 R
Die Grundzustandsenergie des H™-Ions (experimenteller Wert —0.528 me?* /h?) ist
somit kleiner als die Grundzustandsenergie des H-Atoms, folglich kann das Proton
zwei Elektronen stabil binden.

Literatur: P. Hertel, Theoretische Physik, Springer, Berlin, Heidelberg, 2007
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Periodisches System

Abgesehen vom Wasserstoffatom, handelt es sich bei allen anderen Atomen um
komplexe Vielteilchensysteme. Selbst fiir den Grundzustand eines Atoms erweist
es sich als unmaoglich eine exakte Lisung zu finden und man ist auf Naherungs-
verfahren angewiesen.

12.1 Elektronen im Feld des Atomkerns

Der Hamiltonoperator der Z Elektronen eines neutralen Atoms mit Kernladungs-
zahl Z (der Kern wird als im Ursprung ruhend angenommen) lautet

2
a

T
I
M)~
§°‘“U1
|
M~
20
N
=
&

wobei m die Masse eines Elektrons.

Wir interessieren uns fiir den Grundzustand dies Systems. Wire der letzte
Term, der die gegenseitige CoulombabstoBung der Elektronen beschreibt, nicht
vorhanden, so hétte man den Hamiltonoperator

Z —,
P> Ze?
Hy = < ——— .
0 Z(gm |Xa|>

a=1
A

Hq
In diesem Fall wire die Losung einfach: Wegen [H,, Hy] = 0 miisste man nur
die Energieniveaus des Wasserstoffproblems (mit der Ersetzung e? — Ze?) un-
ter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips auffiillen. Die Grundzustandsenergie des
Atoms wire dann einfach die Summe der Energien der besetzten Einteilchen-
zustiande. Die Wellenfunktion des Grundzustandes des Atoms bekédme man dann
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als total antisymmetrische Linearkombination der Produkte der besetzten Einteil-
chenwellenfunktionen (Slater-Determinante). Diese Vorgangsweise wiirde dann
eine brauchbare Ndherung darstellen, wenn der Term

P

a<b ‘Xa B Xb|

nur eine kleine Storung wére. Das ist allerdings nicht der Fall, wie man durch
die folgende grobe Abschitzung sehen kann: Nimmt man an, dass die Distanz
|Z, — | zwischen den Elektronen im Mittel |Z,| betrigt, so ergibt sich fir das
Verhéltnis des dritten und des zweiten Terms in H

_Z(Z-1))2
~ S

p variiert zwischen 1/4 fiir Z = 2 und 1/2 fir Z > 1. Es handelt sich also
keineswegs um eine kleine Storung.

12.2 Zentralfeldndherung

Wir betrachten ein herausgegriffenes Elektron am Ort 7,. Die Anwesenheit der
anderen Z — 1 Elektronen macht sich ndherungsweise dadurch bemerbar, dass
ihre Ladungsverteilung teilweise die elektrostatische Anziehung durch den Kern
aufhebt. Man nimmt in dieser Ndherung an, dass sich das betrachtete Elektron
in einem Zentralpotential V.(|Z,|) bewegt. Man schreibt den ungeénderten,
aber anders aufgespaltenen Hamiltonoperator des Atoms dann in der Form

wobel

Man kann nun hoffen, dass bei einer geeigneten Wahl von V, der Term W als
kleine Storung betrachtet werden kann. Der erste Term,

beschreibt Z unabhingige Teilchen im Zentralpotential V.. Dieses Potential
steht in Beziehung zur Wellenfunktion der restlichen Z —1 Elektronen, man sucht
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eine sogenannte ,selbstkonsistente* Losung (Stichworte zu Ndherungsverfahren:
Hartree-Fock, Thomas-Fermi).

Das asymptotische Verhalten von V.(|Z|) fir R = |#] — oo bezichungsweise
|Z] — 0 kann man qualitativ verstehen. Da fiir grofes r die restlichen Z — 1
Elektronen die Ladung des Kerns abschirmen, erwartet man

62

Velr) =2 =5

Dagegen ,sieht“ das Elektron fiir kleines r nur das anziehende Potential des

Kerns: )
Vi(r) — — 25
r—0 r
Dadurch kommt es zu einer Verzerrung der Lage der Energieniveaus der Ener-
gieeigenzustinde |n,l,m, o) im Vergleich zum Wasserstoffproblem. Insbesondere
wird die Entartung der Energieniveaus mit [ = 0,1,...,n — 1 bei festgehaltenem
n aufgehoben, E,, o < E,1 < ... < E, ,,_1, da bei starker werdender Abschirmung

die Bindung schwécher wird. Es zeigt sich, dass die Reihenfolge
nl = 1s,2s,2p, 3s, 3p, [4s, 3d], 4p, [5s, 4d], 5p, [6s, 4 f, 5d], 6p, [7s,5f,6d] . ..

eingehalten wird (Abbildung 12.1). Die in eckigen Klammern angegebenen Ener-
gieniveaus liegen so nahe beisammen, dass ihre Reihenholge von Atom zu Atom
unterschiedlich sein kann. Die Elektronenkonfiguration des Grundzustandes der
Atome wird so verstidndlich: Im Grundzustand des Wasserstoffatoms besetzt das
einzige Elektron natiirlich das 1s-Niveau. Die Elektronenkonfiguration von He-
lium (Z = 2) ist dann 1s?, was bedeutet, dass die zwei Elektronen die beiden
aufeinander orthogonal stehenden Zustéande |1s0 1), |1s0 |) der 1s-,Schale“ be-
setzen. Das néchste Element ist dann Lithium (Z = 3) mit der Elektronenkon-
figuration 1s2, 2s. Da in diesem Fall die 1s-Schale mit zwei Elektronen bereits
vollstdndig besetzt ist, muss das dritte Elektron im néchst hoheren Energieni-
veau (2s-Schale) sitzen. Diese Schale kann noch ein weiteres Elektron aufnehmen,
wodurch man zu Beryllium (Z = 4) mit der Elektronenkonfiguration 1s2, 2s? ge-
langt. Fiir Z > 4 wird dann die 2p-Schale sukzessive aufgefiillt, bis schlie8lich
auch diese beim Edelgas Neon vollstindig besetzt ist. Man beachte die Ahnlich-
keit beim Aufbau von Li,...Ne und Na,...Ar. Da 4s und 3d energetisch nahe
beisammen liegen, kommt es bei Cr (Z = 24) und Cu (Z = 29) zu einer An-
omalie. Withrend bei Vanadium ([Ar], 4s?, 3d®) die 4s-Schale bereits vollstéindig
aufgefiillt ist, hat Chrom dann die Elektronenkonfiguration [Ar], 4s!, 3d°. Von
Mangan ([Ar], 4s%, 3d®) bis Nickel ([Ar], 4s?, 3d®) kommt es dann wieder zu einer
,reguliren® Auffiillung, wihrend Kupfer dann die Konfiguration [Ar], 4s!, 3d'°
aufweist.

Literatur: C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, F. Laloé: Quantenmechanik, Teil 2,
Walter de Gruyter, Berlin, 1997; P. Menzel: Chemie auf einen Blick — Das Peri-
odensystem, Ernst Klett, Stuttgart, 2009
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' F 5f 6d
75
10
[ (14) <6 p> ) ]
Af 5d (6)
65
10
[ (14) <5 p> ) ]
(6)
[ éf)l) 53 ] usw.
(2)
% Ga. Ge, As, Se, Br, Kr
3d s Sc, Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn
I: (10) (2) K, Ca

30 AL Si P, S, Cl Ar

Na, Mg

20 B (N, O.F. Ne

Li, Be

Abbildung 12.1: Schematische Darstellung der Energieniveaus in einem Zentral-
potential. Fiir jeden Wert der Hauptquantenzahl n nimmt die Energie mit [ zu.
Die Entartung der Zustédnde ist in runden Klammern angegeben. Jene Niveaus,
welche sich innerhalb derselben eckigen Klammern befinden, liegen so nahe bei-
einander, dass ihre relative Lage von Atom zu Atom variieren kann.
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Chemische Bindung

Der Mechanismus der chemischen Bindung wird am Beispiel des Hao-Molekiils
erldutert.

13.1 Wasserstoffmolekiil

Bei festgehaltenen Kernen A, B lautet der Hamiltonoperator des Ho-Molekiils

P P} e? e? e? e? e? e?

— = ~ — — - — - — - — - — +_, —
2m 2m | X, — X,| | Xy —@a| |Xo—7g| |Xi—Tp| |Xo—T4| |Ta—Ts

Die hier vernachléssigten, durch die Kernbewegung bedingten Schwingungen um

die Gleichgewichtslage und die Rotationen fiihren zu Energien, die wegen der

groflen Masse der Protonen M > m klein gegen die Elektronenenergie sind,
m\1/2 m

E: ESChwingung : ERotation = 1 : (M) : M

Die zu betrachtende Wellenfunktion ¢ (', 01; Z5, 09) ist (wie bei He) von der Form

w(flaT;f%T) 0
e R R
o e | =75 | 1 | )
’l/}(fhi;f%i) 0

fiir Gesamtspin 0, wobei die Funktion ¢, (7, 73) wegen des Pauliprinzips gerade
bei Vertauschung der Ortskoordinaten ¥ <> Z5 sein muss,

Gg(T1, Ta) = ¢y(T2, 71)

157
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Die Zustdnde mit Gesamtspin 1 werden durch

L 1
¢u($1,$2), =

V2

Pu(T1, T2), Gu(T1, T2)

O~ = O
_ o O O

o OO =

beschrieben, wobei die Funktion ¢, (71, Z>) ungerade bei Vertauschung der Orts-
koordinaten Z < 75 ist,

(bu(fh 52) = _(bu(f% f1)

13.2 Grundzustandsenergie

Wir gehen zunéchst von der Situation |24 — x| — oo aus. Dann haben wir es
mit zwei H-Atomen zu tun, die sich im niedrigsten Zustand befinden,

Ga(T)) ~ e TTTAla () ~ eIl

In diesem Fall ist die Gesamtenergie

me4

E(R = = 2F), Ey=——7—.
(R =00) 05 0 oh2

Wir machen fiir groen endlichen Abstand |74 — Zg| den Ansatz

1

Gg(T1, To) ~ oa(T1)Pp(T2) + da(Ts)dp(T1),
Gu(T1, T2) ~ Ga(T1)PB(T2) — Pa(T2)dp(T1).

Man brechnet (¢,|H|¢,) (bzw. (¢,|H|p,)) als Funktion des Kernabstands R =
|Z, — @p| und erhilt Graphen, wie sie in Abbildung 13.1 dargestellt sind. Bin-
dend ist jene Ortsfunktion, welche die hohere Elektronendichte zwischen den
Atomkernen besitzt. Die Rechnung ergibt ein Minimum bei R, = 0.87 A mit
(E —2E)(Ry) = —3.14eV, withrend die experimentellen Werte Ry = 0.74 A und
(E —2Ey)(Ry) = —4.75eV betragen.

mll\’

Literatur: W.R. Theis: Grundziige der Quantentheorie, B.G. Teubner, Stutt-
gart, 1985



13.2. GRUNDZUSTANDSENERGIE 159

(E —2Ey)/eV

Spin 1

Spin 0

'

1 2 3 R/A

Abbildung 13.1: Variationsrechnung zur Bindung des Wasserstoffmolekiils.
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Kapitel 14

Streutheorie

Streuexperimente erlauben die Untersuchung der atomaren wund subatoma-
ren Struktur der Materie. Die Grundidee der Bestimmung eines Wirkungs-
querschnitts wird anhand eines einfachen klassischen Modells erldutert. Die
Lippmann-Schwinger-Gleichung wird fir den Fall der Streuung eines Teilchens
an einem dufseren Potential diskutiert. Die Formel fir den Wirkungsquerschnitt
wird hergeleitet. Die Bornsche Reihe gestattet die ndherungsweise Berechnung von
Streuproblemen, bei denen das Potential nicht allzu grof$ ist. Alls physikalische
Anwendung wird die Streuung thermischer Neutronen an Molekiilen disktiert

14.1 Klassischer Wirkungsquerschnitt

Abbildung 14.1 illustriert die Idee der Bestimmung eines Wirkungsquerschnitts.
Ein punktférmiges Projektil wird N-mal mit zufallsverteiltem Stoflparameter
(impact parameter) p (verteilt iiber eine Fliche F, die grofier ist als die Ab-
messungen des zu untersuchenden Objekts) auf ein starres Untersuchungsobjekt
geschossen. Werden von den N einlaufenden Teilchen Ngegr gestreut, so wird der
totale Wirkungsquerschnitt ¢ durch die Gleichung

Noestr o N
th - fa Ngestr = f g,
~~~

definiert, wobei n = N/F' die Anzahl der einlaufenden Teilchen pro Fliche be-
zeichnet.

Bemerkung: Im hier diskutierten Fall ist o einfach der geometrische Querschnitt
des Objekts L p.

161
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\ ST

)

Abbildung 14.1: Streuung eines Punkteilchens mit Anfangsimpuls p' und Sto3pa-
rameter p an starren Objekt.

Man kann aus diesem Experiment noch mehr Information gewinnen, wenn man
nicht nur registriert, ob ein Teilchen abgelenkt wurde oder nicht, sondern auch
die Winkelverteilung der gestreuten Teilchen bestimmt. Bezeichnet man mit
Nigestr (AQ2) die Anzahl der in den Raumwinkel A gestreuten Teilchen, so erhélt
man durch Ngese: (AQ2) = no(AQ) den Anteil o(AQ) des Wirkungsquerschnitts
der in AS) gestreuten Teilchen. Fiir ein infinitesimales Raumwinkelelement df2
definiert dies den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/dS:

d
o (dQ) = d—;dQ.

14.2 Lippmann-Schwinger-Gleichung
Gesucht sind stationdre Streulosungen, also Losungen ¢(Z) der Gleichung
h2
(=g + V@) ) 0ld) = Bu(2)

Wir behandeln die Streutheorie unter folgenden Annahmen:
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e Wir beschrianken uns auf Potentialstreuung.

e Das Potential V(Z) verschwindet fiir r = |Z| — oo geniigend schnell, so
dass unsere mathematischen Manipulationen sinnvoll sind.

e Wir behandeln das Problem im Ortsraum.

Mit diesen Annahmen beziiglich V' ist klar, dass £ > 0 das kontinuierliche Spek-
trum der Streulosungen darstellt. Wir konnen daher E als

schreiben.

Es ist sinnvoll, obige Differentialgleichung in eine Integralgleichung umzuwandeln,
weil uns das erlaubt, die einlaufende Welle in die Behandlung einzubauen. Zu
diesem Zweck gehen wir von

(_%A _ E) W) = —V(@)0(7)

aus und wollen zum Differentialoperator auf der linken Seite dieser Gleichung
eine Greensche Funktion G finden:

(_%A — E) G(7) = —6¥(2).

Zur Berechnung von G verwenden wir das

Lemma: Es sei f zweimal stetig differenzierbar und r = |Z|, dann gilt

AL S0 4 £(0) 6O (1),

r r

Beweis: Durch Anwenden der Produktregel erhélt man

SO g0 500
1 1 1
AF) L+ 2960 0)] [V ] + 700) a2 =

{f”(r) + %f’(r)} %Jr 2 [f’(ﬂ%] [———] + f(r) [Al] =
f1(r) + f(r) [AE] .

r

<
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Verwendet man noch die Relation
1

A= = —4768)(x)
T

aus der Theorie der Distributionen, ist das Lemma bewiesen.
Mit dem Lemma, ldsst sich leicht nachrechnen, dass

m exier/h
27k
fiir beide Vorzeichen eine Greensche Funktion ist. Die gewiinschte Integralglei-
chung ist somit

Gi(f) =

B(@) = o) + / &y Ga(T — V@),

wobei 9y(%) eine Losung der homogenen Gleichung
;2
I
ist.
Wir wéahlen als homogene Losung die ebene Welle
i

— € . —
Yo, 5 (7) = (2rh)i mit p = [p].

Die zu vy 5 und G4 gehorige Streulosung bezeichnet wir mit e, 5. Diese
Streulosung erfiillt daher die Integralgleichung

IP-T

Vein, 5 (T) = W + /dgy G (T = YV (§)ein, 5 ()

Diese Gleichung wird als Lippmann-Schwinger-Gleichung bezeichnet. Da G,
einer auslaufenden Kugelwelle entspricht, besteht e, 5 asymptotisch, also im
Gebiet, wo man das Potential vernachlissigen kann, aus der einlaufenden ebe-
nen Welle vy 7 und einer auslaufenden Kugelwelle. Das werden wir werden im
nédchsten Unterkapitel ausfiihrlich diskutieren.

Die einlaufende Welle ist ein Impulseigenzustand und auf eine Deltafunktion nor-
miert, wofiir wir die Bezeichnung |p’) verwenden. Bezeichnen wir die gesamte
Streuldsung als |p'ein), ldsst sich die Integralgleichung ckonomisch als

[Pein) = [p) + G Vp'ein)

anschreiben. Dabei haben wir fiir Integralkern und Integraloperator dasselbe
Symbol G verwendet:

(G0) (7) = / By G4 (7 - D). (14.1)
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14.3 Wirkungsquerschnitt

Um den Wirkungsquerschnitt zu erhalten, diskutieren wir zuerst die Amplitude
der Kugelwelle weit weg vom Streuzentrum. Zu diesem Zweck betrachten wir die
in der Greenschen Funktion G (Z — ) vorkommende Grofle
2 N 1/2 -
|f—gj|:r(1+y—2—2ﬁ-g) mit 7= .
r r r
Fiir grofien Abstand vom Streuzentrum (r > |y]) erhdlt man daher
| —y|~r—n-y.
Mit dieser Naherung ist die gesuchte asymptotische Streulésung gegeben durch
eiﬁ-f m eipr/ﬁ 5 o
(D) = _ =" G/ (Db = (7 2
Vi () = s = g | ATV @5 (1) + O(1/1%)

Dabei haben wir den auslaufenden Impuls p” definiert als
P = pi.

Zusammenfassend konnen wir die asymptotische Streulésung schreiben als

eipr/ﬁ
f",7) +O(1/r?)

1 L
() = ip-T
Van7 (&) = e [e +
mit der Streuamplitude
f(p", 7)) = —(2m)*mh (p'|V [P ein).

Die Streuamplitude héangt direkt mit dem Wirkungsquerschnitt zusammen. Das
sieht man folgendermafien. Den Strom der einlaufenden Teilchen erhélt man aus
der ebenen Welle mit dem bekannten Resultat

. P
Jein = —-
Analog berechnet man den Strom der auslaufenden Kugelwelle
eipr/h L
by =——f(0",0)
durch . 5 5 S
]7’ - 2mZ <77Z)r ar,l?bT’ wT‘ ar,l?br) m 7,2 :

Terme, die schneller als 1/r? abfallen, haben wir weggelassen. Die Anzahl dN,
der in den Raumwinkel df2 gestreuten Teilchen, ist durch

AN = j,r?dQ = jo | f(77, 7)) [?dQ
gegeben. Somit hiangt der differentielle Wirkungsquerschnitt durch die Relation
do = [f(p", p)*dQ

mit der Streuamplitude f zusammen.
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14.4 Bornsche Reihe

Eine Losung fiir [p'ein) kann formal durch Iteration gefunden werden. Nach ein-
maliger Iteration erhélt man

[Pein) = |p) + Gy Vpein) = |p) + GLV|p) + GLV G V|pein).
Setzt man den Prozess fort, gelangt man schliefflich zur formalen Losung
|[Pein) = i (G V)" P)-
n=0
Mit dieser lasst sich die Streuamplitude schreiben als
f'.p) = —(2ﬂ)2mh§:<ﬁ'lV(G+V)" P)-
n=0

Nimmt man in dieser Entwicklung nur den fithrenden Term, gelangt man zur
Bornschen Niherung:
m

O, p) = 53 | & e Ty (7) mit §=§ — .

14.5 Streuung thermischer Neutronen an Mo-
lekiilen

Angenommen, V(Z) ist nur fiir |#| < b nennenswert von Null verschieden und die
de Broglie-Wellenlédnge A = h/p des Projektils ist viel grofier als b. Dann kann
man in guter Naherung die Ersetzung

V(@) = 69(3) / By V() = V(@)

machen. Das ist genau die Situation fiir thermische Neutronen, deren de Broglie-
Wellenlinge im A-Bereich ist, denn die Reichweite der Kernkrifte ist nur etwa
10~ m. In diesem Fall ist die Streuamplitude in der Bornschen Niherung gege-

ben durch

o m —
FOWp) = 5 5 /d3y V(@)

Daraus folgt, dass die Streuung vollkommen isotrop ist. Bei der Messung der
Streuung von thermischen Neutronen an Sauerstoffatomen erhélt man den Wir-
kungsquerschnitt o4 = 4.2 x 1072* cm?, woraus man die Streuamplitude f4 =

Voa/(4r) = 0.578 x 10712 cm berechnet.
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Betrachtet man Streuung am O,-Molekiil, hat das Potential statt einer einfachen
Deltafunktion eine Summe aus zwei Termen:

V(%) = k09 (Z — $Roiit) + k6@ (F+ LRo) .
Mit dem Impulsiibertrag
¢=p"—p mit [p'|=[p|=p und |7]=q

lautet die Streuamplitude am Molekiil

___m 3. —ig@/hys (K g1k 7Ry
fu=—gg [ Tee V() = =5 o (eXp( oh )+eXp< oh

bzw.

— =

q- 1Ry
2h

v = 2f4cos
Der Wirkungsquerschnitt ist also

doy  doga 5 TRy
dom _ 994 g oog2 L0
Q9 Ao Y T

Die Os-Molekiile sind jedoch zufillig orientiert und kénnen nicht ausgerichtet wer-
den. Daher misst man den iiber alle Richtungen 77 gemittelten Streuquerschnitt.
Diese Mittelung wird folgendermaflen durchgefiihrt:

1 . g-iRy 1 [! qRoz 1 sin(qRy/h)
= [a0 2 — - [ dzcos? — - (14 2T/
Ar (1) cos™ 5= = 3 / T T T TR

Der gemittelte Streuquerschnitt ist also

doy oA sin(qRo/h)
SOM gy 24 (1 4 2RI/
© N E~ ( T T R/

Wegen

0
q p81n2,

wobei 6 der Winkel zwischen ein- und auslaufenden Neutronen ist, ist der iiber
alle Orientierungen des Molekiils gemittelte Wirkungsquerschnitt nicht isotrop!
Insbesondere héngt er vom Abstand Ry der beiden Atome ab. Man kann also
durch Messung der Winkelabhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts Ry bestimmen.
Um die Winkelabhéngigkeit zu sehen, ist in Figur 14.2 die Funktion

fla) =2 (1 + Sizx)

geplottet.
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Abbildung 14.2: Die Abhéngigkeit des gemittelten Streuquerschnitts von x =
qRo/h.

Es ist instruktiv, sich die Limiten A > Ry und A < R anzusehen. Im ersten
Fall ist ¢Ry/h < 1, im zweiten Fall ist ¢Ro/h > 1, falls der Streuwinkel nicht zu
klein ist. Man erhélt daher folgendes Resultat:

doyys do 4
A> Ry = m—)élxm,
doyys do 4
AN Ry = m—)QXm

Die Interpretation dieses Resultats ist, dass fiir A > Ry fiir das Neutron einfach
zwei O-Atome am selben Platz sitzen, daher ist die Streuamplitude doppelt so
grofl und der Wirkungsquerschnitt somit viermal so grof§ wie fiir ein einzelnes
Atom. Ist jedoch A < Ry, ist die Streuung des Neutrons an beiden O-Atomen
unabhéngig voneinander und der Wirkungsquerschnitt doppelt so grof§ wie fiir
ein einzelnes Atom.



