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Kapitel 1

Lineare gewohnliche

Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in der die Variable x, die gesuchte Funktion y(x)

sowie deren Ableitungen vorkommen.

Eine gewdhnliche Differentialgleichung in einer Variable x und einer gesuchten Funktion y(z) ist von der

Form
F(z,y, 9.y, ....y") =0

Die hochste auftretende (n-te) Ableitung heifit Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung).
W) +y’ =1

Einen bedeutenden Spezialfall stellt die lineare gewdhnliche Differentialgleichung dar: sie ist linear in

v,y Yy

Beispiel (Lineare gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung).
v +y=0 (1.1)

mit Losung (¢1, ¢o Konstanten)

Yy =c1cosx + cpsinx (1.2)

Bemerkung (Notation). Motiviert von der physikalischen Anwendung heifit die Variable oft ¢ (time)
und die gesuchte Funktion xz(t); die Ableitung nach ¢ wird mit einem Punkt bezeichnet, &(¢). In dieser
Schreibweise lauten die obige DGL ([L.1)) und ihre Losung (1.2)

T+x=0

x(t) = c1 cost + cosint

Fragen, die im Zusammenhang mit DGL auftreten, sind insbesondere nach Ezistenz, Findeutigkeit und

Gesamtheit der Losungen.



Ein Anfangswertproblem gibt Werte zu einer DGL ausschliefSlich an derselben Stelle vor,

y(xo), ¥ (x0), - .-

bzw.
.’L‘(to),i‘(to), e

Ein Randwertproblem gibt dagegen Werte an verschiedenen Stellen vor, z. B. (z¢ # x1)

y(xo)a y(‘rl)

bzw.
z(to), x(t1)

Beispiel (Randwertproblem).

Wir werden sehen, dass y(x) = 0 fiir alle . Dieses Randwertproblem hat damit keine nichttriviale Losung!

Wir dndern unsere Fragestellung und wollen jetzt wissen, zu welchen Werten A € C es Losungen y(x)
gibt, die
y'+ Ay =0

erfiillen, und wie alle diese A\, und y,, (x) (fiir n = 1,2,3,...) lauten. Ein Beispiel fiir eine solche Situation
liefert die Quantenmechanik (QM): Fiir welche Energiewerte hat die Schrodingergleichung eines Elektrons

im Wasserstoffatom Losungen?

1.1 Gewdhnlichen Differentialgleichungen mit Anfangsbedingun-

gen
Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (Peano, Picard-Lindelsf; ohne Beweis)). Sei

y/ = f(x’y)

Wenn f stetig im rechteckigen Gebiet G C R? ist, sowie in G die Lipschitzbedingung erfiillt, so gibt es
fiir jedes (xg,y0) € G genau eine Lisung der DGL, die in einer Umgebung von xq definiert ist, y(xo) = yo
erfillt und stetig von (zg,yo) abhingt.

Definition (Lipschitzbedingung). Die Funktion f erfiillt im rechteckigen Gebiet G eine Lipschitzbedin-
gung, wenn es ein N > 0 gibt, sodass fiir alle (z,y1), (z,y2) € G

|f(z,y2) — f(z,91)] < N |y2 — y1

Bemerkung. Fiir uns geniigt die schwéchere Version fiir Existenz und Eindeutigkeit, dass f in einem

rechteckigen Gebiet stetig sein und (bei festem ) eine beschrinkte partielle Ableitung nach y haben soll,



d.h.

of
—(x, <N
‘3wa‘
fiir N > 0 sein soll.
Beispiel.
¥ =y
y(0) =1

Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes mit y > a, a > 0 erfiillt.

fly) =y

ist stetig,
af 1 1
A P G
‘83} 2,y ~ 2va

ist beschréinkt, da a > 0. Also existiert eine eindeutige Losung (siehe Ubungen).

Speziell fiir

v+ f(@)y =g(@)
lautet der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (EES):

Wenn f(z), g(z) auf abgeschlossenen Intervall stetig, dann gibt es eine eindeutige Losung, die die An-

fangsbedingung y(z¢), xo € I erfiillt.
Schliellich fiir

y” = f(xaya y/)

ist der EES wie folgt:

Wenn f stetig im zylindrischen Gebiet G = I x Ko (wo I C R Intervall, Ky € R?Kreisscheibe) ist, und
partielle Ableitungen nach y, 3’ besitzt, so existiert eine eindeutige Losung, die die Anfangsbedingung

y(@o) =mo
y/(ifo) =M
erfiillt.
1.1.1 Typ getrennte Variable
, [
TT @)
dy f(x)



Genauer fordern wir, dass f,g in rechteckigem Gebiet, wo g # 0, stetig sind und haben

x

/ammywwzjfma

Setzen s = y(t), ds = y'(t)dt, y(a) = b

[ ators= [ s
b a

Der Satz iiber implizite Funktionen garantiert Eindeutigkeit und Existenz der Lésung y(z) in Umgebung

einer Anfangsbedingung y(a) = b.

Beispiel.

y/

VY
y(0) =1

Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes mit y > a, a > 0 erfiillt:

fly) =Vy
ist stetig,
af 1 1
A S G
‘&g 2,y ~ 2Va

ist beschriinkt, da a > 0. Also existiert eine eindeutige Losung (siche Ubungen).
1.1.2 Lineare DGL 1. Ordnung
v+ f(@)y =g(@)

Allgemein gilt

yges(m) = yhom(x) + yspez(m)

Yhom 18t allgemeine Losung von 3’ + f(z)y = 0 und diese Dgl ist vom Typ getrennte Variable

v+ f(z)y=0
dy
Y —/f(x)dx

Yspes 18t (irgendeine) spezielle Losung der inhomogenen Gleichung 3’ + f(z)y = g(z) und wird durch

,Variation der Konstanten“ bestimmt:

Yspez (37) = k‘(:}j)e_ ST dz f(z)



Mit der Bezeichnung g(z) = e~ Ja 4/ ist y .. () = k(z)g(z). Einsetzen in die inhomogene Gleichung
liefert
Ky+ky + fky=g

somit

_ ~ 9(%) — [®dz f(2)
o) = [ da
b

Aus der Anfangsbedingung y(7o) = yo folgt schlussendlich (siche Ubungen) fiir ¥ = Ynom + Yspe=

=7 dz () - 9@ — [z dz f(z)
u@ =woe o - /dx o Jay di £(2) o
o

Beispiel.

y+y=1+z, y0)=1
Yhom = e, c€R
Yspez () = k(x)e™
Ke ™ —ke ™+ ke "=1+uz
E=01+az)e"

k(ﬂf):/(1+33)exd$:ez+$ez—ez+c=xez+c1

wéahlen ¢; = 0, sodass

Yspez(z) = k(x)e™" ==
Yges = CE "+ T

Eisetzen der Anfangsbedingung fiithrt zu y = e™% + x.



1.1.3 Losungstechniken fiir explizite DGL 1. Ordnung
1.1.3.1 Substitution

Gelegentlich kann DGL y' = f(z,y) durch trickreiches Einfithren neuer Variabler in eine DGL eines

losbaren Typs umgewandelt werden.

Beispiel.
/ y—x
= , 1)=0
V= y(1)

umgeformt

-1

y' =3
2+1

legt dies die Einfithrung von z = ¥ nahe, bzw y = zx sowie y = 2’ x + 2

z—1
z+1

/dzz+1 :f/dxl
1422 T

1
Eln(l +2%) farctgz = —In | x| +c

dr+z=

Riickeinsetzen von z = £ und Umformungen fiihren zu

In(z* + %) = k — 2arctg J
T
Die Anfangsbedingung legt Konstante k = 0 fest, sodass
/2 ¥ yg _ efarctg%
Uber den Satz impliziter Funktionmen kénnen wir die Losung y(x) explizit und eindeutig gewinnen.

Schoner lésst sich die Losungskurve durch Verwenden von Polarkoordinaten r = \/x2 + 32 , ¢ = arctg ¥

als

schreiben.

1.1.3.2 Iteration

Umwandlung der DGL in Integralgleichung

y/($> = f(-T,y), y(.’lﬁo) =Y

jdty’(t) = /mdtf(ty(t))



Iteratives Losen der Integralgleichung:

0-te N&herung: yo(z) = yo
1-te Néherung: y1(z) = yo + [, dt f(t,y0(t))
2-te Niherung: y(z) = yo + [, dt f(t, y1(t))

Wenn Lippschitzbedingung erfiillt ist, dann konvergieren y,,(z) — y(x) gleichmifig (o. Bew.).

Beispiel.
Y =—y+1+z, y0)=1

bedeutet f(z,y) =-y+1+z, x0=0, yo=1,sodass

y=1+/dt(—y(t)+1+t)
0
r T2 22 g3
yo(z) =1, yl(ﬂf)=1+/dt(—1+1+t)=1+?, pe) =145 = 50
0

Vergleich mit der exakten Losung y(z) = e~ + 2 nach Taylorreihenentwicklung der Exponentialfunktion

zeigt Ubereinstimmung

z?2 23

—
y(x) t5 -5t

1.1.3.3 Potenzreihenansatz

Oft ldsst sich Losung der DGL y' = f(z,y) durch Potenzreihenansatz y(z) = Y .-, a,z™ finden. Aus
y'(z) =3, o(n+ 1) apiiz” folgt

Z(n +1)api12™ = (=, Z anz™)
n=0 n=0

Die rechte Seite muss nun ebenfalls in Potenzreihe entwickelt werden, Koeffizientenvergleich fithrt zu
Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten a,,. Konvergenz der so gewonnenen Losung ist zu tiberpriifen.
Beispiel.

Yy =—y+1l+z, y0)=1

o0

Z(n—l—l ) a1z Zanx +14x

n=0

10



Koeffizientenvergleich fiir z*:

k=0 a1 = —ag+1
k=1 2a2:—a1+1:a0
k>2 (k + 1)ak+1 = —ag
ag ag—1 (=1)F*ay (=D*"2ay (=DM

=— = =...= = = > 9
BT TR T (ke Dk GrDkk—1)..3 (¥l ey F=

bzw.

—_1)n
an:( )a()a n23
n!

Damit erhalten wir

a — (—1)"
— Yo 2 — n
y(x) =ag + (—ap + 1)z + 5 % + ag E YR

n=3

Die Anfangsbedingung y(0) = 1 fiihrt zu ap = 1

(=n"
!

1 1
- :v":1+§m2+6_’”—(1—x+§x2):e_x—i—:(:

1 o0
_ 2
ylz) =1+ Z%+ Z
n=3
Dies stimmt mit der exakten Lsung y(x) = e™* 4 x iiberein.

1.1.4 Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
' +a1y +ay =0 ag,a; €R

Ansatz:
y=eM =N+ ur+ao=0

® A\ # A2t Ynom = c1€M7T + coe2”
_ _ . _ Az Az
e A =X =A: Yhom = Cc1™" + coxe

e Wenn y;, yo Losungen der homogenen linearen DGL sind, so ist c1y1 + coyo selbst fiir ¢1,c9 € C

eine Losung

— wenn A\ o = o £if gilt fiir y; = e)‘lx, Yoy = et yi = y2 und

1 1
Reyr = 5(3/1 +yi) = 5(3/1 +y2)
I (1~ ) = 20— 92)
m = — — — _
n % Y1 — 4% B Y1 — Y2
Es gilt
Reel®thz = o o582
Imel®ti®z  —  e%gin By

Fiir die homogene Losung konnen wir somit ebenso gut schreiben

Ynom = €“F(cqcosBx+ cosinfBr)

11



Zur Erinnerung;:

2 Losungen y1 (), y2(x) sind linear unabhéingig (heiflen Hauptsystem) wenn Vz die Wronski-Determinante

nicht verschwindet

Y1 Y2
0#W(x)=| " 77 | =uys — Y192
Y1 Y2
Beispiel. A\ # \g, y; = eM%, yp = eM2®
eM® e

W(z) = = eMTeMT(\y — \)) £ 0Va

)\1€A1$ )\ge)‘”

1.1.5 Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y+ a1y’ + agy = f(x)
Yges = Yhom + Yspez
Yspez = C1(2)y1(2) + c2(2)y2(2)

Die Losung der homogenen Gleichung ynom = c1y1 + c2y2 kennen wir schon. Eine spezielle Losung spe,
bestimmen wir mittels einer verallgemeinerten Methode der Variation der Konstanten. Man kann durch
Einsetzen in die inhomogene DGL nicht beide ¢, ¢y festlegen, daher ist extra Bedingung notwendig. Jede

spezielle Losung ist wihlbar und somit jeder erfolgreiche Ansatz erlaubt. Tatséchlich fiihrt die Bedingung

Ay + chy2 =0

zu der einfachen Formel

y2f yif
yspez(m) = -0 de + Y2 de

Beweis.

Yy = c1y1 + Cc2y2

Y =y + chye + ayh + coyh = cryy + oy

y" = ciyi + chys + ey + cayy
Einsetzen in die inhomogene Dgl. fiihrt nach Vereinfachung mehrerer Terme zu
i+ cays = f

Gemeinsam mit der Bedingung

Ay + chya =0

12



stellt dies ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten ¢} und ¢ dar. Die Lésung lautet

R -7 1V |
1 W 9 2 W
sodass F F F F
1 = — ysz$7 Co = ylex7 Yspez = —Y1 %dfb + Y2 ylex

Die Gesamtlosung der inhomogenen linearen Dgl. mit konstanten Koeflizienten lautet hiermit

€T x

y(@) = ki (x) + ko yo(x) — 1 (x) / de' + yo(2) / de/

Zo Zo

Beispiel. v’ +y =1, y(0) =2, y/(0) = -1 = flx)=1

M 41=0,\o=Hi
Y1 =COSZ, Y =sinzw

W = =cos?z+sin’z =1

cosr sinz
—sinx coszT

Yspez = —cos:r/sinxdx +sinx/cosxdx =1
Yges = k1 COST + kg sinx + 1
Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen ergibt k1 =1, ko = —1.
1.1.6 Ansatz fiir spezielle Losung der inhomogenen lineare DGL 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Hier soll ein eleganter rascher Ansatz fiir das Auffinden einer speziellen Losung der inhomogenen linearen

Dgl. 2. Ordnung vorgestellt werden: Sei in der Dgl
y' +ary +aoy = f(z)

der inhomogene Term von der Form f(z) = f.(z)e**cosfx, wo f.(x) ein Polynom r-ten Grades sowie
Ao = a+1if eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\) ist. Beachte, dass k = 0,1, 2 als
mogliche Werte auftreten kénnen. Dann lautet der Ansatz fiir eine spezielle Losung

y(x) = grix(w)el DT

wo gr+k () ein Polynom r + k ten Grades ist. Dieses Poynom kann mittels Koeffizientenvergeleichs durch
Einsetzen in die KOMPLEX ERWEITERTE Differentialgleichung

y// +aly/ +agy = fr(x)e(a+i6)z

13



ermittelt werden. Der REALTEIL von y(z) liefert die spezielle Losung

ys(z) = Rey(x)

Ist andererseits der inhomogene Term von der Form f(z) = f,.(x)e**sinfx, wo erneut f,.(x) ein Polynom
r-ten Grades sowie Ao = « + i eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P()) sind und

k = 0,1, 2 als mogliche Werte auftreten, dann lautet der Ansatz fiir eine spezielle Losung gleich wie vorher
y(x) = grix(w)el DT

wo gr1k(z) ein Polynom r + k ten Grades ist. Dieses Poynom wird mittels Koeffizientenvergeleichs gleich
wie vorher durch Einsetzen in die KOMPLEX ERWEITERTE Differentialgleichung bestimmt

y' + a1y + agy = fr(x)el* O
jedoch ist es nun der IMAGINARTEIL von y(z), der die spezielle Losung liefert

ys(z) = Imy(x)

Beispiel. 3’ + w3y = coswz, wo # w = r=0a=0,=w,\=w

)\2 + wg = 0, )\1)2 = :tin

Somit gilt £ = 0, r +k = 0 und go(x) = c. Der Ansatz lautet y = ce™?® und wird in y” + Wiy = e™®

eingesetzt.
Ci2w2€1wa¢ 4 wgceuum — emw

1

W — —
, Ys = Rey = wE o COSWT

. . _ _ 1
Daraus bestimmen wir ¢ = 22 YT Tt

14



1.1.7 Allgemeine lineare DGL 2. Ordnung
y' + f(2)y + g(2)y = h(z)
Wenn f, g, h stetig in Intervall I C R, so existiert eine eindeutige Losung mit y(z¢) = 1o, y'(z0) = n1, wo

xg € 1.

1.1.7.1 Allgemeine lineare homogene DGL 2. Ordnung
y'+ f@)y +g(x)y =0

Es existieren 2 linear unabhingige Losungen, aber es gibt kein allgemeines Verfahren zu deren Bestim-
mung. Manchmal ist eine Losung yi(x) bekannt (z.B. durch Erraten), dann kann man dazu eine l.u.

Losung yo(x) bestimmen: Betrachten zuniichst W, leiten ab und setzen fiir ¢ die DGL ein:

W = 1y1y5 — y2u1
W' =9y + y1ys — yayh — eyl = y1vh — vyt
= y1(=fys — gy2) — va(=f¥) — 9y1) = —f(y1vs — v2u1)

dw
W / fdu
InW = —/fda:
W=e [/d
Trick:
(yz)' _ g —yeyi W
v i i
w
Y1 Y1
w
Yo = / —dz
Y1
Beispiel.
,, 2x

2
- ! =0, |z|] <1
V' =Y Y ||

Durch Erraten: y;(z) = x
Probe:

yp =1

y =0
2z + 2

- —_—r =
1—22 1—22

15



f(CC) == 1— 22
o[ =2 2 1
_ f 1—m2dz _ —ln(l—ac ) —
W(x)=e e .2

r, 1+=x
-1+ 5
T,

1.1.7.2 Allgemeine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung
y'+ f(@)y' + g(2)y = h(z)
Yges = Yhom T Yspez

Die homogene Lésung wird wie zuvor bestimmt, die spezielle Losung wieder mittels Variation der Kon-

stanten

h
Yges = k1y1 + kaya — 1 / %dﬂﬂ + Y2 CIAL ™

1.1.8 Typ y"(z) = F(y)

Trick: Es gilt allgemein y'y” = %2 ; wir multiplizieren die Dgl mit 3’

sodass

5 == F(y) (1.3)

Salopp erhalten wir daraus sofort

5 [0 = [awrw

Genauer folgt dieses Ergebnis aus (|1.3]) gemé&f

z 1(eN2 “
;/d%f)%z/FMOW@%

Zo

16



und der Substitution s = y(§), ds =y’ (§)d¢€.

Wenn wir statt der Variablen y(z) die Variablen z(t) betrachten, lauten die obigen Formeln auf analoge
Weise
&= F(x)

sowie
z(t)

%552(t): / dEF(E) + C

z(to)

Wichtigstes Beispiel ist das Newtonsche Kraftgesetz (hier in d=1 Dimensionen diskutiert)
md = F(t)

m bezeichnet die Masse eines Teilchen, F'(t) die Kraft, die auf dieses Teilchen wirkt. Sei to = 0, 2(0) =

xo, £(0) = vo dann haben wir
x(t)

%mz’xQ(t): /dgF(§)+C

Zo

Wir definieren

o K():= %mx'Q ... kinetische Energie

o V(z):=— [, d{F(€) ... potentielle Energie
Damit lautet unser obiges Ergebnis K + V = C, was den Namen , Energieerhaltungssatz* trigt.
Um z(t) zu berechnen fahren wir folgendermaflen fort

1
imiQ =-V(z)+C

)

p )
Z\/mcws» t

Fiir unser Beispiel wollen wir nun konkret F'(z) = —\%x, bzw. V(z) = %)\2302, sowiem =1, z9g =0, vg = A

betrachten. Der Energierhaltungssatz lautet

%:bQ(t) + %)\ZxZ(t) =C
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Ausgewertet zur Zeit tg = 0 berechnen wir
1
C= -\
2

sodass nur noch das Intergal
1 / L S
A ) /1 — €2

zu bilden ist. Wir finden sofort

—arcsinx =t

A

x(t) = sin At
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Kapitel 2

Funktionentheorie

Differential- und Integralrechnung mit komplexen Zahlen.

2.1 Grundbegriffe komplexer Zahlen

Historisches Beispiel Gerolamo Cardano (1545):

»Sieh von den damit verbundenen Geistesqualen ab, und setze die angenommene Antwort in

die Gleichung ein ...“

2(10 — ) =40 = z = 5+ v/—15 mit (v/—15) := —15
Probe: (5 ++/—15)(5 — v/—15) = 25 — (—15) = 40

2 =1r+4=2 = §/2+1/_121+{’/2_‘/_121
= 4

Erst nach 300 Jahren fertiger Formalismus:

Definition. Die Menge der komplexen Zahlen C besteht aus Elementen (z,y) des R? mit
e Addition (w1,y1) + (72,y2) = (1 + 22, Y1 + y2)
o Multiplikation mit reeller Zahl a € R : a(z,y) = (az, ay)

e Multiplikation (z1,y1)(z2,y2) = (x122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

Satz. C bildet einen kommutativen Kodrper

(ohne Beweis, trivial)
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Notation:

reelle Zahlen Punkte auf z-Achse. z.B.: 1 = (1,0)

imagindre Zahlen Punkte auf der y-Achse. Definieren i := (0, 1)
= (z,y) =z +iy

=7
i = (0,1)(0,1) = (0—-1,0+0) = (-1,0)
= -1

somit lautet eine dquivalente Definition
C={z=z+iylz,y €R,i* = —1}

o 21+ 20 =x1+x2+1(y1 +y2)

® az = ax + iay

o 2122 = (z1 +1iy1)(22 +iy2) = 2122 — Y1y2 + i(T1Y2 + y122)
Bemerkung. aus a + ib = ¢ + id folgt a = ¢ und b = d. (Wegen der Definition von Gleichheit im R?)

Definition. Komplexe Konjugation

z=x+1y = -1y

Beweis durch einsetzen!

Definition. Norm (= Betrag)

|z] i = Vzz* = /22 + 92

Beweis: \/(z +1y)(z — iy) = /22 — 242 = /22 + 32

Es gilt

|2122] = [21]] 22|

Beweis: \/z122(2122)* = \/212} 2225 = \/z121 /2275

Dreiecksungleichung: |z; + 22| < |z1]| + |22]

(ohne Beweis, wie im R? )
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Definition. Reel- und Imagindrteil

z=x+iy Rez==x Imz=y

es gilt
Rez:z+z Imz:z_,z
21
Beispiel.
Imz + 2 _ 9
z—1

Trick: Nenner mit komplexer Konjugation erweitern!

242 T+2+1iy
z—1 (x—1)+iy
(x+2)+iy (z—-1)—1y
(z—1)+iy (z—1)—iy

=3y
@@+ il Do gt 2)
(z = 1)2 +y?
Imz—|—2 _ -3y
z2—1 (x—1)2 +y2

2.1.1 Polardarstellung komplexer Zahlen

Imz

Rez

Es ist tan© = £ und r = [z]| = /22 4 y2.
z=x+iy=rcosO +irsinO® = r(cos © + isin O)

r heifit Betrag von z, © heifit Argument von z, © = arg z.

Bemerkung. arg z ist keine eindeutige Funktion: © + 27n, mit n € Z, gehort zu gleichem z, man sagt

arg z hat mehrere Zweige. Bei fixem z ist arg z eine unendlich fach mehrdeutige Funktion.
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Beispiel. z =i

f-ar= -7
§-r=—%
argi = 3
%-1-277:—57“
Ttdn=-2

‘Wahl eines Zweiges von arg z:
Man kann die mehrdeutige Funktion arg z durch Wahl eines ihrer Zweige eindeutig machen. Das bedeutet

Vorgabe von yp € R: yg < O < yo + 27w. Wir betrachten 2 Beispiele:

e yo=0,dh. 0< O <27

e yo=—m dh. —7 < 0 < 7, (diese Wahl heifit Hauptzweig).

Zweig mit yg = 0 also 0 < O < 27

Hauptzweig, yg = —m also —m < O < m:

[\
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2.1.2 Geometrische Deutung von Addition und Multiplikation in C

Addition: Vektoraddition
Multiplikation komplexer Zahlen: Drehstreckung

2122 = 1172 [(cos O cos Oy — sin O sin O3) + i(cos O sin O + cos Oy sin O1))]

= rro [COS (@1 + @2) +isin (@1 + @2)]
Daraus folgt: Betriige multiplizieren sich, Winkel werden addiert (modulo 27).

o 2122 = |21] - |22]

e arg(z129) = argz; +argze (mod2w)

Beispiel. Betrachten zunéchst den Zweig mit yo = 0 also 0 < © < 27

zZ1 = -1
lza] =1
argz) = m
Z129 = i
Z9 = —1
|22] =1
m
arg zo = 35
|2122| =1
s
arg zi1ze = 5
n n 3m  bmw o+ T
argz) +argze = w4+ —=— =21+ —
g21 g 22 5 5 D)
(arg z; + argze) (mod2w) = g
Fiir Hauptzweig gilt unterschiedlich arg z; = —7 und arg 2e = —%5 sowie argz122 = 5, wir verwendeten
_ _ 3T _
-5 =—3==2n+7

Formel von de Moivre: Sei n € N und z = r(cos ¢ + isin ¢), dann gilt:
2" =r" - (cosp+isinp)
Beweis durch vollstédndige Induktion.

Wurzelziehen Sei w € C gegeben, w = r(cos © + isin ©). Gesucht sei z € C mit 2" = w, dh z = Yw.
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Ansatz:

z = p(costy +isiney) ,daher
2" = p"(cosni + isinny)
Vergleiche:
damit o & o &
2= Ur {cos ( + 27r> +isin ( + 27r>} mit k=0,1,2,....,n—1
n o n n o n

Bemerkung. Fir k=0,1,2,...,n — 1 sind die z; verschieden!

Beispiel. z® =1, gesucht z = /1. n = 3,w =1, |w| = 1 und argw = 0

k k
Z), = COSs §2ﬁ + isin 527r

zZo = 1
2 1 3
z1 = cos%Jrisin?W:fﬁJrig
2r . . 27 1 V3
Zy = C€OS—/ —isin— =—— —i—
3 3 2 2

Beispiel. 22 = —1, gesucht z =+v/—-1.n=2,w=-1,r=1und O =7

—cos (T4 Tor) 1isin (T 4 Eo
ZJ — COS B 27T S11 B) 271—

71' R .

21 = cos§+1sm§=1
(7r+ )+.. 3 .
= cos|—= sin — = —
Z9 5 s 1S1n 5 1

Bemerkung. z — /z ist neuerliches

Beispiel fiir eine mehrdeutige Funktion. Wir kénnen auch diese

Funktion eindeutig machen durch die Wahl eines Zweiges von {/z (siehe spéter) oder die Verwendung

sogenannter Riemannscher Blitter (wird in dieser Vorlesung nicht besprochen).

2.2 Wichtige Funktionen

2.2.1 Exponentialfunktion

Definition. Exponentialfunktion
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Es sei

z = x+iyeC dann

e = €% (cosy+isiny)

Eigenschaften:

1. e*tv = eZe?, Vz,weC
2. etV = e?|
3. e##0

Beweis. (1)

Sei z =z + iy, w = s+ it.
z4w ew+s+i(y+t)

= " [cos(y+t) +isin(y + )]

= e"e’[cosycost —sinysint + i(cosysint + siny cost))

= [e®(cosy +isiny)][e’(cost + isint)]

= efe?

"] = eTe| = |e”|le”]

= e"|cosy +isiny] (dae® > 0)

x

= e (da cosy? + siny® = 1)

e #£0dale’| =e* #£0

Bemerkung. Spezialfall x =0

e =cosy +isiny

Komplexe Zahl e'¥ ist ein Punkt am Einheitskreis mit dem Argument y, periodisch unter y — y+27k, k €
7.
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-1 Y 1
i
e =1
Fo—
e o= 1
SH =
e2‘n’i = 1

Bemerkung. Polardarstellung wird nun auch

2 =1(cos© +isin©) = re'® = |2[el® = |z|elr82

2.2.2 Trigonometrische Funktionen

i . iz | _—iz . iz —iz
Definition. Fiir z € C cosz := % sin z 1= &7

Eigenschaften:
1. sinz? +cos2? =1
2. sin (z + w) = sin z cos w + cos z sin w
3. cos (z +w) = cos zcosw — sin z sin w

Beweis. (1)

1 =ee™* = (cosz + isin z)(cos z — isin z) = cos 22 + sin 2°

O

Bemerkung. Tm Allgemeinen gilt nicht, dass | cos z| < 1 ist. Wihle z.B. z = iz mit « € R, dann erhalten
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wir

—T xr
lcosz| = e te
2
e te”
B 2
= coshz >1
Definition. Hyperbelfunktionen
Fiir z € C:
coshz := e’
o 2
e? — e~ %
sinhz :=
2
Eigenschaften z.B.: cosh 22 — sinh 22 = 1
2.2.3 Logarithmus
Betrachten
Pa— |Z|eiargz _ eln|z|eiargz

eln |z|+iarg z

Inz

Wir definieren In z := In|z| + iarg 2, erkennen jedoch, dass dies wegen der Mehrdeutigkeit von arg z eine

mehrdeutige Funktion ist.
Wir definieren nun einen Zweig von ln z mittels der Wahl eines Zweiges von arg z, damit wird In z eine

eindeutige Funktion. Insbesondere wird Inz eine eindeutige Umkehrfunktion der Exponentialfunktion,

siehe anschlieflend.

Definition. Zweig des Logarithmus

Inz: {z[C\{0}} = {wlw = u+iv; u,v €R, yo <v <yo + 27}

z—w=1Inz

Inz:=In|z|+iargz, argz € [yo,yo+ 27)
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Inz

T Yt 2 @

Beispiel. yo =0

In(-1) = Inl+4ir=ir
In(-i) = Inl4 i?%r = i%ﬂ
y=-—m
In(-1) = Inl—-ir=—ir
(i) = Inl-2=-i7

Behauptung. Zweig des Logarithmus ist in folgendem Sinn eine Umkehrfunktion von e*:
1. Fir z € C\ {0} gilt: e™* = 2

2. Fiir z =z +1iy wo y € [yo,yo + 27) gilt: Ine* = z

Beweis. (1)
elnz — 61n|z|+iargz _ |Z|6iargz = 2
(2)
Ine* = Inle®|+iarge®
——
Ine®
= [ne® +iarge®e
~N e —
z Yy
= z+1iy

weil arg e®el¥ = arge!¥ = y, wobei y € [yo, Yo + 27) laut Wahl des Zweigens von arg 2.

Graphisch:
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i
In ( ) exp
./—\ InZ /\.
exp
ﬁA

Behauptung. Wenn z1,29 € C\ {0} gilt fiir Zweig des In

(ii

)
In -
T z=lne

In(z122) =Inz; +1Inzy mod 27i
Beweis.
Inzizo = Inj|z129| +1 argzizs
——
€[yo,yo+27)

In|z1| +1In|z| +1 argzize
——

€[yo,yo+27)

von frither wissen wir schon:
arg (z129) = arg 2 + arg 2, mod 27i

Mit anderen Worten: In(z122) = Inz; +Inzy + n - 27, wo n € Z so gewihlt ist, dass Im(In (2122)) €
(Y0, yo + 27) O

Beispiel.
In((-1)(-1)=In(-1)+In(-1)+ 7?7

Betrachten z.B. yo = 0 und wissen schon, dass In (—1) = ir.

= In((~1)(~1)) =In1=0=1In(-1)+1In(~1) —2ir
—— —

im im

2.2.4 Komplexe Potenzen

Fiir a,b € C, a # 0, und fiir einen Zweig des Logarithmus existiert eine eindeutige Definition von a®.
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Definition.

ab — eb<lna
Beispiel. (yo =0)
= eilni_ iF _ 3
21 = M2 =(osIn2+isinln?2

Beispiel. Zweig der n-ten Wurzel {/z
{1/2 _ Z% _ e%logz _ e%(logr«ki@)

wo O € [yo, Yo + 27)
Yz = fren 0 € [yo,yo + 27]

Beispiel. yo =7

oy

1=62" = /1=¢7 =6 =1

Bemerkung. Im Allgemeinen ist (ab)¢ # a°b® da

(ab)c _ 6c(ln (ab))
ec(ln a+In b+27i)

c c2min

a®-b¢-e

2.3 Komplexe Differentiation

Definition. Sei f:GCC—C
f(2) heiBt differenzierbar in zo € G, wenn fiir h € C

eindeutig existiert.

f(2) heiit analytisch (= regulir, = holomorph) in G, wenn f(z) Vz € G differenzierbar ist.

Bemerkung. Die Definition der komplexen Differenzierbarkeit ist wesentlich reichhaltiger als die analoge

Definition im R2, wegen der speziellen Natur der Division komplexer Zahlen. Zur Erinnerung:

Differenzierbarkeit im R2: f : G C R?2 — R2 heifit differenzierbar in 7, € G wenn eine 2x2 Ma-

trix
_0fi

6.13]' F=a
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existiert, sodass
Pl + ) - ) — AR| _

= 0
h—0 |h

Eine Division durch £ ist nicht méglich, nur |k erlaubt. Es muss Grenzwert |h| — 0 als Ganzes betrachtet

werden!

Fiir C: Eine Division durch eine komplexe Zahl h ist sehr wohl méoglich. Ein beliebiges Anndhern von
h — 0 trigt unterschiedlich bei! Daraus folgt, dass die Eindeutigkeit des Grenzwertes in C im Vergleich
zum R? einschrinkender ist. Dies zeichnet differenzierbare Funktionen besonders aus, zum Beispiel ist

jede analytische Funktion unendlich oft differenzierbar (siehe spiter).

Satz. Sei z =z + iy und f(2) = u(z,y) +iv(z,y). Wenn f(2) in zo differenzierbar ist, so gelten in zo

die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen: 2% — 9v 2w — _0v ypq

dx ~— By oy ox
ou ov v ou

/ _ [ Y™ e _ [ = ;X2

Flz0) = <8x +18:U> 2050 (3y 18y>

Beweis. zg := z + iyg, h := s +it, f := u + iv. Wegen der Eindeutigkeit der Differentiation kénnen wir

Zo,Yo

zwei Spezialfille gleichsetzen:

lim f(ZO‘i‘h)—f(Zo): lim f(ZO‘f'h.)—f(Zo)

s—0,t=0 s t—0,5=0 it

= fl(Zo)

linke Seite:

lim flzo+h) = f(z0) _ lim u(zo + ,40) +iv(xo + 5,y0) — w(xo, yo) — iv(zo,90) _ Ou " v
s—0 S s—0 S or or

rechte Seite:

f(Zo-f'h') — f(20)

. . u(xo,yo + 1) +iv(xo, yo + 1) — u(zo, yo) — iv(zo, Yo) (Ou Qv o ou
lim = —ilim _ (9w 00 _Ov_0u
t—0 1t t—0 n oy 3y o oy
also%:%und%zf%

O

Satz. Wenn f: G C C — C in zy stetige partielle Ableitungen %7 %7 ‘3—;, %Z besitzt (wo f =

u+iv) sowie die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfillt sind, so ist f in zo differenzierbar.
ou ,6‘1})

ov . Ou
/ _ [ Y= i _ (== _;Z=
F(z0) = <6x “ax A (8y lay)

Beweis. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gilt fiir s,¢ infinitesimal klein:

Es gilt dann

Zo,Yo

ou  Ou
u(x+ s,y +t) —ulz,y) = %s—i—a—yt—i—...

ov v
vz+s,y+t)—v(x,y) = %era—ytJr...
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Sei z =z + 1y, h =s+it, f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Dann ist

f(z+h) = f(2) w(@+ s,y +1) —u(z,y) +i(v(z + s,y +1) —v(z,y))

s+ @—i@ t+
o oy

Mit CR-DGL:i( 4% +ig2)

(5 15:)
_ (%+i5;).(s+it)+...
(5 +15)

Jor 0
Oou .0v
= |—+i— ] -h+..
Ox Oz +
Somit ist
i FETN =) _ou o
T ho0 h - Ox Oz
O
Beispiel. f(z) = 22 ist analytisch auf ganz C
Beweis. f = (x +iy)(z +iy) = 22 — y* +i2zy
—_—— —~~
%Z =2z g—; =2z
v ou
Stetige partielle Ableitungen, erfiillen die CR-Dgl, und somit
fl(z) =94 +i%L =20 +i2y =22 O

Beispiel. f = z* ist nicht analytisch. f =z — iy = u = x,v = —y Damit folgt

ou ov
—=1#t==-1
Or dy

Die CR-Dgl werden verletzt.

Satz. Seien f,g analytisch in G C C. Dann gilt
1. (af +bg) =af + by
2. (fo) =Ff'g+1g
3. Wenn g(z) #0Vz € G dann (5)/ = %

4. Ist f analytisch in A C C, und g analytisch in B C C mit f(A) C B, dann ist g(f(z)) =
9 (f(2)f'(2) (Kettenregel)

(ohne Beweis, da analog zum Beweis im Reellen)

Bemerkung. Die Definition des Zweiges des Logarithmus hat zwar das Problem der Mehrdeutigkeit be-
hoben, dafiir aber ein Problem mit Unstetigkeit eingehandelt!

Beispiel. Fiir die Wahl des Zweiges yo = —7 gibt es bei z = —z +i¢, > 0, einen Sprung von In z um

—2mi. = weitere Einschrinkung fiir die Wahl des Zweiges notwendig:
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Definition. Hauptzweig des Logarithmus lnz : C\ {z + iyjz <0,y =0} — {w|jw = u+iv;u,v €

C ohne negative reelle Achse

R,—m <y <}

Inz=In|z|+i-argz, wo—m<argz<m

Es gilt: Der Hauptzweig des Logarithmus ist auf C \ {z + iy|x < 0,y = 0} analytisch und

1
Inz) ==~
(nzy =
Beweis. Auf C\ {z + iy|z < 0,y = 0} ist r = \/W > 0, © = arctan £ mit —7 < © < 7 partiell
stetig nach z,y differenzierbar.

f=Inz=1Inr +i_©

v

Ou _ Oudr 1z _z
dr  Ordxr rr r2
o darctan £ B 1 1z oz
dy oy 1+(E)2 z 2?4y 1?2
o _ oy
Oy r2
o 1 (_1>:£
ox T+ (£)2\ g2 72
(lnz)’—@—k@ 2 _i¥ voiy o 2 1

O

Beispiel. f(z) = 2z’ mit b € C ist auf dem Definitionsbereich des Hauptzweiges des Logarithmus analy-
tisch und (2°)" = b- 21,
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Beweis. z° = em# ist analytisch, wo In z analytisch ist (wegen Kettenregel).
(Zb)/ — (eblnz)/ _ eblnz(blnz)/
b
— Zb - _ = b . bel
z

2.4 Komplexe Integration

2.4.1 Kurvenintegral

Sei f eine stetige Funktion G ¢ C — C.
Sei v : [to, t1] C R — C eine (stiickweise stetig differenzierbare) Kurve in G C C mit Parameterdarstellung

z(t).

Definition. Kurvenintegral

[ s = / Flat

Bemerkung. Diese Definition passt mit der Definition des reellen Kurvenintegrals zusammen:

[/fdz = [y(u—l—iv)-(dx—kidy)

L(udag —vdy) +1i /(vdm + udy)

Y

reelles Kurvenintegral reelles Kurvenintegral

1
r\e\
<) o &

E

ty
(uz — vy)dt + i/ (vE + ug)dt

to

(u+ iv)(& +iy)dt

~

1

= fdt

~
(=}

Beispiel. f(z) =
v 2(t) =t + it mit ¢ € [0, 2]

= f(z(t)) =t* —it
=2t —it

| fdz = 2 it)(2t 4 1)dt = [(2t3 + t)dt — i tzdt—lo—*l
0 O 0

Satz. Sei F(z) in G C C analytisch und sei vy : [to,t1] C R — C eine Kurve von zy nach z; sowie sei
v eG.
Dann gilt unabhdingig von der Wahl des Weges ~y

/F’(z)dz = F(z1) — F(20)
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Fiir geschlossene Kurven «y (dh. wenn zo = z1) gilt

]{F’(z)dz =0

. / _ Ou s Qv
Beweis. F' = 5 tige

/ F'dz = analog zu vorher
Y

| -
o
S

Su
9y

1 u ov e

ty1 t1
= / udt + i/ vdt
to to

= U(tl) — u(to) + iv(tl) — iv(to)
= F(z1) — F(20)

@l D\ I
SRS gl
<. J=

Ist die Kurve geschlossen so ist z3 = zp = fv F'(z)dz=0

Beispiel. ~: Ellipse |z — 3| 4 |z 4+ 3| = 10 mit 2o = 5 und z; = 4i

/
4 . . . .
23 = (’%) ... brauchen die Parametrisierung der Kurve nicht!

Beispiel. ~v: Kreis um Ursprung
1 _
f,y sdz (=0777)

Die Voraussetzungen des vorigen Satzes sind nicht gegeben! Zwar ist % = (Inz)’, aber Inz ist nicht

auf ganz v analytisch (nimlich bei z = —1 nicht) = v ¢ G = C \ negative reelle Achse.
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3

. -1
explizite Rechnung;:

yiz(t) = ret t € [0, 27 Kreis um Ursprung

5 o= ire'
1 2m 1 .
?{ - = / — -ireldt
y 2 o re
27
=i dt = 2ri Sehr wichtiges Ergebnis!!
0

Beispiel. Sei v ein Kreis um den Ursprung mit Radius 7.

1
'YZ

Der vorige Satz ist in diesem Fall anwendbar:
% = (1) und es existiert ein Gebiet G wo (—1) analytisch ist und v € G liegt. Ein Beispiel fiir G
wire z.B. das AuBere eines Kreises um den Ursprung mit Radius 5 -

Explizite Rechnung;:

Wann ist nun eigentlich immer ¢ fdz = 07
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2.4.2 Cauchyscher Integralsatz

Sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Ist f : G C C — C analytisch in G, dann gilt

ﬁf(z)dz =0

fiir jeden (stiickweise stetigen) geschlossenen Weg v € G.

Wir beweisen nur (da leichter): Sei f analytisch mit stetigen partiellen Ableitungen im einfach zu-

sammenhéngenden Gebiet G dann ist § fdz = 0.

Beweis. Dieser erfolgt mittels des Stokeschen Satzes der reellen Analysis.

AustotF =0 folgt auf einfach zusammenhéngendem Gebiet = j{ FdZ=0
¥

Zunéchst betrachten wir
=:Fdz =:Gdi

ﬁfdz = ]{ (udz — vdy) —Hf(udy + vdx)

Wegen der CR Dgl. folgt sogleich rotF = 0 sowie rotG = 0

u 0
F=|-v| = rotF= 0 =0
o] 9
0 —8—;—3—5
0
G = U — rotG = 0 =0
ou ov
0 %% — oy

Wir wenden den Stokesschen Satz sowohl fiir Fals auch fiir G an
= f fdz=0
y

. . L2 2 —
Belsplel' fEinheitskreis um O(blnh Z) dz=0

Bemerkung. Auch folgende Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes ist giiltig:
Sei G C C ein nicht notwendigerweise einfach zusammenhéingendes Gebiet, sei f : G C C — C ana-

j{f(z)dz =0

fiir jeden (stiickweise stetigen) geschlossenen Weg ~y, der in einem einfach zusammenhingendem

lytisch in G, dann gilt

Teilgebiet von G liegt.
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2.4.3 Deformations Theorem

Sei f analytisch in einem (nicht notwendigerweise einfach zusammenhingenden) Gebiet G und sei v eine

geschlossene Kurve in G. Angenommen man kann «y in eine andere geschlossene Kurve 4 stetig deformieren

?gfdz:ﬁfdz

Konvention: v und 4 sind gegen den Uhrzeigersinn orientiert.

(ohne G zu verlassen) dann gilt:

Beweis. Wir fiigen das Wegstiick 7o hinzu und erhalten die Kurve v + vy — 4 — 70. Der gestrichelte Zwi-

schenbereich ist einfach zusammenhéngend, f ist dort analytisch, es gilt also der Cauchysche Integralsatz.

=0 = 7{ fdz
Y+Y0—F—"70

= j{fdz—k 7Ofdz—ﬁfdz—[mfdz
Ozéfdz—ﬁfdz

Beispiel. G = C\ {0} mit v einer geschlossenen Kurve um 0.

und somit

wissen wir schon

1 Deformations Theorem 1 [N
—dz = —dz = 2mi
¥ Z Kreis um 0 ?
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2.4.4 Cauchysche Integralformel

Satz. Sei f analytisch in einem (nicht notwendigerweise einfach zusammenhdingenden) Gebiet G, sei

zo € G, sei vy eine um zg herumgehende Kurve in einem einfach zusammenhdngenden Teilgebiet

f(z0) = Ly{MdZ

T onmi zZ— 2

von G. Dann gilt:

Bemerkung. Diese Gleichung besagt, dass die Werte von f auf v alle Werte von f innerhalb von v

festlegen!

Beweis. Betrachten zuerst

1 (20) Z =2y

g ist analytisch in G\ {20} und in zq stetig. Dies gilt, weil f in zy differenzierbar ist und als Folge davon

f(z)=f(z0)
g(z) = { 2—2z0 ° z 7& 20

auch dort stetig ist. Wir wollen anfiinglich zeigen, dass

%gdzzo
v

und verwenden dafiir das Deformationstheorem

fgdz:]{ gdz
¥ Yo

wobei g ein infinitesimal kleiner Kreis mit Radius rg um zq ist.

Da g stetig in zg, ist es innerhalb von v beschriankt.

/ gdz
Yo

< konst - 27ro —0 fiirrg — 0
—~—

Umfang von 7o
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Somit

_ _ [ f(z) = f(20)
0 = jggdz—ﬁ oy d
B f(z) dz
0 = § s 2
27i
und damit ) ) d
z)dz
f(ZO):QTI'I%;ZZQ

O

Beispiel. Wir iiberpriifen die Cauchysche Integralformel fiir f(z) = 22, diese Funktion ist - wie wir
wissen - analytisch auf ganz C. Sei zyp = 1 — f(i) = —1. Fiir v wihlen wir eine beliebige geschlossene

Kurve um zg = i.

Cauchysche Integralformel:

fi) = 17€z2 dz

27 z—1
1 22
= - dz
2mi Kreis umi @ — 1
2(t) =i+ re't
2(t) = rielt

i i4reit —i

10 = 1-/% (rre e g
1 Jo

1 27 . )
= — P2+ 2ire' + 2 | dt
271— 0 N—— SN——"
—0 —0
= -1

2.4.5 Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen

Satz. Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen Sei f analytisch in einem (nicht notwendiger-
weise einfach zusammenhdngenden) Gebiet G. Sei zg € G und v eine um zg herumgehende Kurve in

einem einfach zusammenhdngendem Teilgebiet von G. Dann gilt

£ (z20) = l‘.j{ B 4 o012,

271 )., (z — zo)" !

Bemerkung. Die Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen impliziert, dass jede analytische Funktion f
beliebig hohe Ableitungen besitzt!

Bemerkung. Merkregel: f (")(ZO) stimmt mit formalem n-fachen Differenzieren der Cauchyschen Integral-

formel nach zq iiberein.
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z.B. folgt aus

durch Differenzieren nach zg

P = T2 et ()

dzg 27 dzg \ 2z — 2o
_ Lyt
o2m J, (2 — 20)?

Beweis der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen:

Sei o so gewdhlt, dass der kiirzeste Abstand um g zu v gerade rg ist; sei z innerhalb ~y. Dann gilt
|z — 20| < 1o, bzw. —|z — 29| > —rg. Fiir £ auf v gilt |€ — 2| = 2.

Weiters
€ — 20| =€ — 2+ 2— 20| <€~ 2]+ |2 — 2
sodass
€ —2| > | —20| — |z — 20| > 2r0—ro =10
bzw.
1 1
£ —20] — 2rg
1 1
< =
|§—Z| To

Zeigen nun dass

lim
zZ—20

[f(Z)—f(zO)_ 1 f{ F(©)de ] 0

zZ— 2 2mi

(€ —20)?

Zu diesem Zwecke betrachten wir diese Grofie mittels Cauchyscher Integralformel

%f{f@df [z—lzo (éiz B 5—120) - (f—lzo)Q}

z—2z

(€—2)(§—=0)?
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Weil f auf v analytisch ist, ist es auf v durch eine Konstante beschrénkt, daraus folgt mit den Unglei-

. 1 1 o
chungen fiir E=ml’ E=71 dass

Z— 2o f(&)dg
2mi f; (& —2)(€—20)?

Wenn wir nun von obigem Ausdruck den lim,_,,, nehmen, verschwindet dieser, q.e.d.

sin z

% 5 dz =7
z

5

= COsZz

|z — zo| - const - Umfang(~y)
2mdrd

Beispiel. Sei v Einheitskreis um 0.

=1
z=0

1 sin z
= — ) dZ =
2 5
sin z .
j{ 5 dz 2
y 7

Bemerkung. Der Beweis der Cauchyschen Integralformel fiir hohere Ableitungen erfolgt mittels vollstén-

diger Induktion!

2.5 Reihenentwicklungen

2.5.1 Grundlagen zu Reihenentwicklungen
Im Reellen:

e Eine differenzierbare Funktion muf} nicht beliebig oft differenzierbar sein, also muf3 nicht notwendi-
oo f™M(a)

gerweise die Taylorreihe )~ | ~—=*(z — a)" existieren. Beispiel:
2
x x>0
€Tr) =
/(@) { —z2 <0

Diese ist einmal differenzierbar mit f’(x) = 2|z| aber eine zweite Ableitung existiert nicht.
e Selbst wenn die Taylorreihe existiert, muf} diese nicht notwendigerweise gegen die vorgegebene

e 5" tx#0
0 tx =0

Funktion konvergieren.

Nun ist f'(z) = %e_w% — 0 (fiir  — 0) und sogar alle Taylorkoeffizienten (™ (z) — 0 (fiir z —
0), sodass die Taylorreihe von f(z) in jeder Umgebung von 0 verschwindet. Die Taylorreihe gibt
f(x) also nicht richtig wieder!

Im Komplexen: Wenn f analytisch ist, dann existieren beliebig hohe Ableitung und die Taylorreihe

konvergiert immer gegen f.

Satz. Eine Potenzreihe EZO:O an(z — 20)", wobei a, € C und zy € C, besitzt einen eindeutigen Konver-

genzradius R (auch R = oo ist erlaubt), wobei fiir |z — zp| < R gleichmdéfige und absolute Konvergenz
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vorliegt, bzw. fiir |z — z9| > R Divergenz besteht.

(ohne Beweis, analog zum Beweis im Reellen)

Bemerkung. Konvergenzradius berechnet sich geméfl

R = lim an

n—oo an+1

oder

n—

p= lingo m , R = ;
Beispiel. Fiir > - (2" ist R=1daa, = 1.
Definieren die Begiffe gleichméfige und absoluter Konvergenz:
Definition. Eine Potenzreihe Y °  a,(z — 29)" mit a, € C und zy € C konvergiert gleichmiBig
gegen f(z), wenn fiir Sy, (2) == Y p_, an(z — 20)"

|Sn(2) — f(2)] < e V|z—2) < Rund Vn > N,

gilt. Die Potenzreihe konvergiert absolut, wenn

o0
Z lan(z — 20)"| < o0

n=0

Beispiel. Anstelle eines allgemeinen Beweises iiber die Konvergenz von Potenzreihen beweisen wir ein
wichtige Beispiel, némlich dass Y ;2" innerhalb des offenen Einheitskreises gegen die analytische Funk-

tion i konvergiert. Die Konvergenz ist absolut und gleichméfig.

Beweis. Wissen bereits, dass R = 1, da a, = 1 = also sei z innerhalb des offenen Einheitskreises

|z| < 7,7 <1 gelegen. Verwenden das Weierstrasssche Majorantenkriterium fiir Y2 ;2™
[z =]z]" <" wo0<r<l1
Da Y >, r™ konvergiert, konvergiert nun >~ ; 2™ absolut und gleichméBig. O

Was ist der Grenzwert von > 2"?

. _n+l n+1
Verwenden Trick: 1 + 2z + 22 + ... 4 2" = 1 = 1; — 54— sodass
n+1 n+1
r
— < —0 (firn— o0
‘ 1—2z Z 1—2|"1—-r ( )

wobei
l=1—-z+z|<|[l—z|+|z|<|1—z|+r
1—r<|1-2|

1 1
l1—z —1-r

verwendet wurde.
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Satz. Y.~ an(z — 20)" ist analytisch innerhalb des Konvergenzradius.
(ohne Beweis)

Satz. Gliedweise Differentiation und Integration der Potenzreihe ist innerhalb des Konvergenzradius er-
laubt (ohne Beweis).

2.5.2 Taylor Reihe

Satz. Taylor Reihe
Sei f analytisch in G, sei zg € G und v ein Kreis mit Radius v um zo € G. Dann gilt fir alle z im
Inneren des Kreises

o p(n)(,
foy =3 FE e

n

n=0

und der Konvergenzradius R erfillt R > r.

Beweis. (fiir zo = 0) Sei v ein Kreis um zp und sei z im Inneren des Kreises.

27 £E—z
wobei
11 1
E—2z €—2 1——272
Da | £=22| <1 gilt

1 _ 1 > z—2z0\"
5—2_5—20,;]<§—Zo>

Konvergenz ist - wie wir bewiesen haben - gleichméflig und absolut.
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1 F&) ~(z—2\"
) = 5 f d
(2) 27i ,Yffzongo &E— 2o
(Die Konvergenz ist gleichméBig und absolut, daher ist gliedweise Integration erlaubt!)

N 1 £(6)
= Z(Zfzo) 27Ti‘7£(§—20)"+1d§:$

n=0

C.L.F. fiir Ableitungen

> (),
f(Z) _ Z.f (0)(2,“—20)"

o n!
O
Beispiel.
f(z) = € undz=0
f'z) = &€=f"(2)=..
) =1
f70) =1
1
= a,=—
n!
e = ZO ﬁz” sowie berechnen wir R = oo
n=

Dies passt perfekt zur Definition e = e (cosy -+ isiny) von frither (sieche UMT1).

Beispiel. f(z) =In(1+ 2)

20 = 0, dort ist f(¢) analytisch und f(0) = 0.

Fl2) =4 Fo)=1

F1(2) = — e £1(0) = =1

() = s £7(0) =2

FO(z) = BT 0 (0) = (n - 1))(~1)"

Taylor Reihe: In (1+ 2) = Y27 D"t on

n=0 n

Wir berechnen sofort R =1

Bemerkung. Anstatt die explizite Taylorreihenentwicklung vorzunehmen, ist es oft einfacher, die Formel

fiir geometrische Reihe, Produktformel oder Partialbruchentwicklung zu verwenden.
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Beispiel.

e

Geom. Reihe
ez 1 /_T 22
> =1=¢ =1+z+z2 +...)-(1+z+3+...)

52
— ...:1+2z—|—%+...

R=1

2.5.3 Laurent Reihe

Satz. Laurent Reihe
Sei f analytisch in einem Kreisring G um zp, 11 < |z — 29| < r2. wo z € G, = A Taylorreihe, jedoch

eine Laurent Reihe.

o0

f& =S anlz—z)"

n—=——oo

mit a, = % ﬁ/ %d{ ,n € Z und wo v ein Kreis um zg mit Radius r mit r1 < r < ro ist.

Bemerkung. Fiir den Fall, dassf innerhalb von ~; nicht analytisch ist und die Laurentreihenentwick-
lung betrachtet wird, darf man nicht die Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen verwenden (laut

Voraussetzung existiert f(™(zp),n > 0 nicht).

Bemerkung. Die Laurentreihenentwicklung enthilt als Spezialfall die Taylorreihenentwicklung: Wenn f
auch innerhalb von 7, analytisch ist, so sind einerseits a_1 = a_s = ... = 0 (dies folgt mittels Cauchy-
schen Integralsatzes aus ﬁy FE(€ — z)*de =0, k=0,1,2,...), andererseits darf man die Cauchysche

Integralformel fiir Ableitungen verwenden.

Beweis. Fiir den Bewies der Laurentreihenentwicklung fithren wir fiir eine Hilfsiiberlegung einen Kreis

v3, der um z herumfiihrt, ein.
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Verwenden das Deformationstheorem

Def. Theorem

1 f(&) ' 1 f(&) 1 f(&)
2ri do g Gl g ) e

27 ,Y2£2—z 2mi J,, & — 2 3 — 2z

C.LF.: f(z)

Da f(z) innerhalb ~5 analytisch ist, diirfen wir wir die Cauchysche Integralformel verwenden

17 f(&) déy — 1 f&)

2mi ~a 52—2’ 2mi 1 51—2

= f(z) = dé,

z innerhalb ~5:

11 11 i(z—z())n
So—2z La—2z01—F=2 L —20—~ \&— 2

§2—20 n=0

z auflerhalb ~;:

I | 1 i &—2\"
&1—z  z—201-—8=2%  z—z Z— 20

zZ—20 n=0

Gliedweise Integration =

R &2)dés r 1 o
1) = L f et L g S ol

2

—1 1 f(€1)déy
Ynm—oo 7w $yy @ rgynFT (220)"

= 1 d
= Z — / %(z —20)" mittels Deformationstheorem
¥ — <0

Hier ist v ein beliebiger Kreis zwischen v; und ~s. O

Bemerkung. Anstatt die explizite Laurentreihenentwicklung vorzunehmen, ist es oft einfacher, die Formel

fiir geometrische Reihe, Produktformel oder Partialbruchentwicklung zu verwenden.
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Beispiel.

1 1
= - 0< <1l,20=0
1) = ol <1,
geom. Reihe
—~
fE) = 21 — (a2t
z) = —(— = —— z+z
z 1—=2 z
= —(CH1+z+274)
oder
geom. Reihe
1 1 1
f(2) = (Partialbruchentwicklung) = —— — . =—~—(Q+z+22+..)
z —z z
1
= f(;+1+z+22+...)
Wir lesen z.b. ab, dass a_y =0, a_; = —1, .... Explizit berechnen wir mittels der Formel fiir Laurentrei-
henentwicklung z.B. a_5 und a_1
1 dw CA'I'S 0
a_ = —_— _— =
2 2mi Kreis um 0, 0<r<1 ’IU(’ZU - 1)’[1)71
—_——
analytisch innerhalb des Kreises
1 dw
a1 =

2mi Kreis um 0,0<r<1 w(w - 1)

1 [ ire't
271 Jy  relt(reit —1)

1 27 dt .
= 5 Tt = (siehe UM1)=-1
0 _

2.6 Residuensatz

2.6.1 Pol k-ter Ordnung
Definition. Pol k-ter Ordnung in zo: Hat f(z) bei zy die Laurentreihenentwicklung

a_p a

o0
1 n
= zo)F —|—...+Z_ZO + g an(z — 20)

flz) =

n=0
Definiert dies einen Pol k-ter Ordnung in zg.
Definition. k& = oo heifit wesentliche Singularitit.

Beispiel. f(z) = 11 hat Pol 1. Ordnung in zp = 0, da f(z) = —(2 + 1 + 2 + ...) sowie analog einen
Pol 1. Ordnung in zp =1

Beispiel. f(z) = (Zi%l)g, hat einen Pol 3.ter Ordnung in zp = —i
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Beispiel. f(z) = 221+1 == 7)(Z_H hat Pol 1.ter Ordnung in zy = i und Pol 1.ter Ordnung in 2y = —

Nochmals genauere Untersuchung mittel Laurentreihe um 2z =1, 0 < |z — i| < 2

1 - 1 1 1 1

24+1  (z4i)(z—1) 2\z—1 z+i
1 1 1+1zfi
9 z—1i 2i 21 2i

Pol 1. Ordnung

Beispiel. f(z) = % hat keinen Pol in z5 = 0, denn

=1—-—=+4..

i 2
Z—3+... z
z 3

1

Beispiel. ez =1+ % + ﬁ + ... hat wesentliche Singularitét bei zop =0

4
2.6.2 Residuensatz
Definition. a_; heifit Residuum von f an der Stelle z.
a_1 = Res(f, 20)

Satz. Residuensatz Sei [ analytisch in Kreisring r1 < |z — 29| < ro und vy eine geschlossene Kurve im

Kreisring.

Dann gilt
j{ f(z)dz = 2wiRes(f, zo)
2l

Beweis.

§re = }{[@Tf@+v LS (e )

n=0
—0 -0
1
= a_; 7{ dz
Z— 20
= a_1 2mi
O
Etwas allgemeinere Form des Residuensatzes:
Satz. f sei analytisch in G bis auf Pole in den Punkten z1, zo, ..., zn, € G. Dann gilt fiir eine geschlossene

Kurve v C G:
j{ f(z)dz = QWiZ Res(f, zi)
v k=1

wo die Summe tiber alle von v eingeschlossenen Singularitditssstellen genommen wird!
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Beweis. Beweis des Residuensatzes mittels Deformationstheorem

[(f(z)dz = ;]{k f(z)dz

=1

27miRes(f,zx)

O

Statt mit der Laurentreihenentwicklung kann das Residuum auch mit folgender Formel berechnet werden:

Satz. Es habe f(z) in zo einen einfachen Pol, dann gilt

Res(f,z0) = lim (z — 20) f(2)

zZ—r20

Beweis. Laut Voraussetzungen:

a_

flz) = o + Zan(z — )"

z —

n=0

(z—20)f(z) =a_1+ Z an(z — 20)" !

n=0

Jim (2 = 20)/(2) = a4y
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Beispiel.

1
f(Z) Z(Z—l), ZO*O
Res(f7 O) = 1imz_)0(z . ﬁ) = -1
Beispiel.
1
f(z)222+1 zZp0 =1
Res(f,i) = lim(z—1i) !
’ o5 2241
1
g .
Pt O o Py
_ 1
C2i

Satz. Es habe f(z) in 29 einen Pol k-ter Ordnung, dann gilt

1 k—1
Res(f,zp) = lim d

Jim mm(z —20)° f(2)

Beweis analog zu k = 1.

Bemerkung. Wiederholung Pole

Z%H hat 2 einfache Pole, z1 = 1,20 = —i
2(2171) hat 2 einfache Pole, z; = 0,20 =1
ﬁ hat dreifachen Pol bei zg = —i

2.6.3 Berechnung von (reellen) Integralen mittels Residuensatz

a)Wollen ffooo f(x)dx berechnen, sei f(x) = igi; wobei g, h Polynome in z mit Gradh > Gradg + 2,

h(z) habe iiberdies keine reellen Nullstellen. Dann folgt

/OO f@)dx = 27ri§: Res(f, zk)
- k=1

(Summe {iiber all Pole in der oberen Halbebene) oder genauso

/Z f(x)dx

(Summe tiber all Pole in der unteren Halbebene)

fQWiZRes(f, Zk)
k=1

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall in der oberen komplexen Halbebene
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N . =
|tz = g [ fade s pim ARf(Z)dz

Geschl. Weg=Residuensatz

= QWiZRes(f, Zk)

k=1

Hier bezeichnet yr einen Halbkreis mit Radius R in der oberen komplexen Halbebene, zu zeigen ist

T
f(z)dz| < max |f(z)] - Rm=—=—0
1
BT

Der Beweis fiir den unteren Halbkreis ist dhnlich, vz bezeichnet hier einen Halbkreis mit Radius R in der

unteren komplexen Halbebene:

‘Weil im Uhrzeigersinn

R = -
lim / f(a:)dx—i—/ f(z)dx | = - 27TiZRes(f, Zn)
R—o0 —-R R b1
=0
geschlossener Weg
O
Beispiel.
1
2i
—_—

< dx . 1
/_OC 1+x2 = 27i Res (1—’—22,1> =T

/ f(x)e*®dz, keR

b) Wollen Integrale vom Typ

berechnen, sowie mittels Bildung von Real- und Imaginérteil auch
/ f(z) cos kxdx | / f(z) sin kxdx

In all diesen Fillen habe f(x) keine reellen Polstellen und es sei lim|.|_o | f(2)| = 0. Eine héufige Situa-

tion ist, dass f(x) = }glgg wobei g, h Polynome in z mit Grad h > Grad g + 1. Es gilt analog zu vorher:
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Achtung Fallunterscheidung! Auf Vorzeichen von k£ achten

E>0

/ f(z)e*®dz = oben schlieBen

m

= 2#12Res e 1)

Pole in oberer Halbebene.

k<0

/ f(z)e*®dx = unten schliefen

—00

= *QWIZRGS e )

Pole in unterer Halbebene.

Merkregel

Der Beitrag des oo-Halbkreises soll 0 sein!

k > 0 = oben schlieflen (z — ioo): elF* — ekl = ¢=koo 4

k < 0 = unten schlieBen (z — —ioco): elF* — eik(=i0) = gkoo

Beispiel.

> cosx Ty
S g = L o
/_003324'1 ! Re(/_ooaﬂ—i—l)

Re(2ri Res(zi

(z—i)ei?

lim: o 2He—)= 2

2mi _

= Rel|=—e ') =me!
2i

Definition. Fouriertransformation

(Ff)(k \[W/ f(z)e **dy, keR

Beispiel.
1
F(——) ="
(9 + 22 )

Prinzipiell sind 3 Félle £ > 0,k = 0,k < 0 zu betrachten, hier geniigt es jedoch die Fallunterscheidung

k > 0,k < 0 vorzunehmen.
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Sei zunéchst k£ > 0, dann miissen wir unten schlieflen, es liegt ein Pol bei zy = —3i vor:

e—zkz e /2,”673]6

2ms ———
TR e — 3

1
V2T
Fiir £ > 0 miissen wir oben schliefien, es liegt ein Pol bei zy = 3i vor:

—ikz
e " . V2T
o3k

2 ) _— = =
i Res( T30 = 31,),20 3i)

1
V2T
Wir kénnen das Ergebnis zusammenfassen:

1 - \Y 271—673']6‘

F(— ) —
(9—1—952) 6

¢) Hauptwert von (reellen) Integralen

Wenn f(z) bei z € R,k = 1, ..., m unbeschriinkt ist, so existiert moglicherweise der Hauptwert (englisch:

principal value oder principal part) des Integrals:

P/ f(z)dz = hm </j;_€ f(z)dx + /jij fz)dz + /:ie )

Wenn f(z) vom Typ a), b) ist und zusiitzlich einfache (!) Pole auf der reellen Achse hat, gilt (wenn

oben geschlossen wird)
(o)
P/ f(z)dx = 2xi Z(Residuen von f in oberer Halbebene) + 7i Z(Residuen von f auf x-Achse)
— 00

Analoges Ergebnis erhalten wir mit negativem Vorzeichen falls unten geschlossen wird.

A

&

A

Beweis. Radius ¢

~

\'%

—inRes(f,zk) -0

R
dmp [t | S [ s+ [ G
Pole z, €[—R,R] k TR

= 2mi i Res(f, z;)

i=1
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Beitrage um infinitesimale kleine Halbbogen:

[

2(t) = 21, + eelt

2(t) = iee't

t € 0,7

/% F(2)dz

™
a_l/
0

a_ oo
n - "ld
Z_Zk—i—Za (z zk)> z

n=0

s it
e o)
2 + ee't — 2

Beispiel. Als Beispiel betrachten wir P [

P/  dr

T

=—inRes(f,zk)

—ima_y

E%Idx, ein reller, einfacher Pol bei zg =0 :

oben schliefien!

eiz
irRes(—,0) = ir lim
VA Z— 20

im
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Kapitel 3

Lineare Algebra

3.1 Vektorriaume

Definition. Kommutative (=abelsche) Gruppe

Sei M eine Menge mit Abbildung ,,Addition“ M x M — M wo

1. Va,be Mista+be M

2. a+ b =b+ a (Kommutativitit)

3. a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ (Assoziativitit)

4. 30 € M sodass Va € M : a + 0 = a (Nullelement)

5. VYa € M existiert ein inverses Element (—a) sodass a + (—a) = 0.
Dann hei8t M Gruppe (M, +).

Definition. Korper

Existieren auf der Menge K zwei verschiedene Abbildungen (,Addition“ + und , Multiplikation® -) mit

1. K ist eine kommutative Gruppe beziiglich der Addition +

2. Va,be Kista-be K

3. a-b=1"b-a (Kommutativitit)

4. a-(b-c) = (a-b)c (Assoziativitit)

5. 31 € K sodass Va € K : 1-a = a (Einheitselement)

6. Va,a # 0 € K existiert ein inverses Element a~!, sodass a-a~! =1
7. a-(b+c¢) = ab+ ac (Distributivitit)

dann heiit die Menge K Korper (K, +,-)
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Definition. Vektorraum (VR)

Eine Menge von Elementen a7, a3, ... heifit Vektorraum (oder linearer Raum) V iiber einem Korper K
(meistens R oder C), wenn unter den Elementen a; eine Addition und eine Multiplikation mit einem
Element A € K (dem Skalar) definiert ist, wo gilt

1. (V,+) ist eine kommutative Gruppe

22VAeKundaeVist \aeV

3. A1(Aed@) = (M A2)d (Assoziativitét)

4. (M + X2)@ = M3 + A2a (Distributivitét I)

5. A(@+b) = \@ + Ab (Distributivitéit IT)

6. 1-a@=d wo 1 das Einheitselement aus K ist (dh 1- A = A VA € K)
Beispiel. R ist VR iiber R.

Beispiel. Die Menge R™ von n—Tupeln von Zahlen aus R:

T
R”:{ 2 xieR,izl,..n}
Ty
ist VR iiber R, wobei
Z1 (1 1+ Y1
Z2 n Y2 | _ | Z2t92
Zn, Yn Tp + Yn
T Ax1
). T | _ AZo
Ty ALy,

Beispiel. Vektoren € R3

Beispiel. Menge aller reelwertigen Funktionen, die auf [a,b] € R definiert sind bildet einen VR iiber R.

{fIf : [a,b] = R} wo

(f+9)x) = [fl@)+g() z¢€lab]
A-Hx) = M(zx) z€fa,blund A eR

Beispiel. Beispiel zur Verwendung der Axiome
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Beweis.

O
Beispiel. Sei A\£0: \d=0=a=0
Beweis. DaA# 03X : A1(\a)= (V" N)a=1a=a
Andererseits gilt A™1(A@) = A1 0= A1+ (=b)] = A 2b+ (—A"1b) =0
=a=0 O
Definition. Lineare Unabhéngigkeit
n Elemente a3, a3, ...d;, eines VR iiber K heiflen linear unabhéngige (l.u.a), wenn aus
Z Nid; = 6 N EK
i=1
folgt )\1 = )\2 =...= )\n =0.
Andernfalls heiflen sie linear abhéngig (l.a.)
- C - 1\ . 0
Beispiel. Im R? sind ¢; = <0> o <1> L.u.a.
Beweis. Sei M€} + Xaés =0
1 0 A 0
A T — () =
1 Ao 0
= )\1 = )\2 =
O
Beispiel. Ein einzelner Vektor @ # 0 ist Lu.a.
Beweis. A =0, daJa; 20 =X a; =0=\=0 O
Beispiel. 0 ist linear abhingig.
Beweis. Aus A0 = 0 folgt nicht A = 0, wir kénnen ja A = 1 betrachten. O

Satz. Sind dai, ..., dy Lu.a. und @i, ..., dp, apt1 l.a. so ist a1 eine Linearkombination von ai, ...d,,.

Beweis. Wenn Z?:Jrll M\;a; = 0 so sind nicht alle \; = 0. Sei An+1 # 0 dann ist

anlli*/\l Z)\i@:Z*)\Ai a;

ntlio i=1 ntl

Falls aber A, 11 = 0 wére, diirften fiir Z?:l X\;@; = 0 nicht alle \; = 0 sein , daher wéren aj, ..., d, linear

abhéngig, Widerspruch. O

Satz. Sind ai,az,...a.(r < n) linear abhdingig, so sind auch ai,as, ...,dy, Gri1, ..., Gy, linear abhingig.
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Beweis. Aus Y. | \a; = 0 folgt fiir z.B.: M1 = Apya = ... = A =0
S At = 0
i—1

da jetzt aber nicht alle A\; = 0 = a3, ..., a;, sind linear abhéngig. O

Behauptung. Je drei Vektoren d, l;, ¢ sind im R? linear abhdngig.

Beweis. Zunichst gilt identisch
(bica — bacr)@ + (cras — caa — 1)g+ (a1be — agby)C= 0
z.B.: 1.te Komponente:
(byca — bacy)ay + (crag — cea — 1)as + (a1be — asbi)az =0

Sei nun @, b, € linear unabhéingig.
Dann folgt () = () = () = 0 also insbesondere a1by — ash; = 0. Damit gilt identisch by@ — ash = 0 sodass
a, b linear abhéngig sind (man kann nicht by = ag = 0 folgern). Wenn a, b linear abhéingig so sind a, l_;, c

linear abhingig, Widerspruch! O

Definition. Dimension
Die maximale Zahl n von linear unabhingigen Vektoren im Vektorraum V iiber K heifit Dimension von
V,dimV =n

Beispiel.
dimR? = 2

Definition. Basis

Sei dim V' = n. Je n linear unabhéingige Vektoren aus V heiflen eine Basis von V.

Satz. Sei {b_i, b_é, e b;;} eine Basis von VRV dber K. Dann lifit sich jeder Vektor & € V' eindeutig nach

dieser Basis entwickeln

n
r= Z a:ib; x; € Keindeutig
i=1

Beweis. Da dimV = n miissen die n + 1 Vektoren {b_l'7 b_é, s b_,;, Z} linear abhéingig sein, also

sei

so gilt

wegen linearer Unabhéngigkeit der b; folgt x; — «; = 0 fiir ¢ = 1, ...,n und somit also Eindeutigkeit! [
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Satz. Wenn a3, ..., am, sowie by, ..., b, Basen von V' so folgt m = n.

Beweis.

1. ai, ..., a;, linear unabhéingig — m < n da b; Basis von n Elementen

2. b_i, e b;; linear unabhingig — n < m da a; Basis von m Elementen

Definition. Unterraum (UR)

Sei V' ein VR iiber K. U C V heifit Unterraum von V, wenn U (beziiglich der Verkniipfung in V)
selbst VR ist.

Bemerkunyg.
dimU < dimV

Beispiel.
U={\a|a#0 fest ,\ € R},V = R?

Gerade durch Nullpunkt in Richtung @, dimU =1

Definition. Menge aller Linearkombinationen von Vektoren ai,...,a, € V
-
L(di, ... dr) = {>_ Nidi| i € K}
i=1

Man kann leicht zeigen
Satz. Seien ai,...,a, € V. Dann ist U = L(a3, ..., a;) ein UR von V.

Beispiel.

{A\@ | @+# 0 fest, A € R}
= L(a)

Definition. Linear unabhéngiges Erzeugendensystem

Linear unabhéngige Vektoren a1, ...,a, € V heiflen linear unabhingiges Erzeugendensystem von U =
L(ai, ..., a1).

Beispiel. €1, ..., €, linear unabhingiges Erzeugendensystem von R™.

1. €1, ..., €. linear unabhéngig
2. # € R beliebig, ¥ = z;6; = R" = L(e1, ..., €,)

Satz. Wenn b_i, e b_,; eine Basis von VRV ist, so ist b_i, e b:L ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem

von V.
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Beweis.

o Jeder Vektor aus V ist eine Linearkombination der Basis (siehe frither) V' C L(b_i, s b_,;)

e Linearkombinationen fiihren nicht aus V heraus! L(by,...,by) C V = V = L(by, ..., by,)

O

Satz. FEin VRV hat genau dann dimV =n, wenn V' ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem von n
Vektoren besitzt.

Beweis.

=dim V' = n, dh. es existiert eine Basis b;, e b:L, die (obiger Satz) ein linear unabhéingiges Erzeugenden-
system ist.

<Sei V = L(aj, ..., ay)mit a; linear unabhiigig, dann ist die Maximalzahl m von linear unabhéngigen
Vektoren m > n.

Daher existiert eine Basis von V by, ..., by, weil V = ]L(b:7 ey b)) = L(ai, ..., dp,) und deshalb ist m = n

(nach fritherem Satz)

O

Beispiel.

dimR" =n

(da €1, ..., €, linear unabhiingiges Erzeugendensystem von R"™)

3.2 Lineare Abbildungen

Definition. Lineare Abbildung

Seien V,V’ VR iiber demselben Kérper K. Eine Abbildung o : V' — V' heifit linear (bzw. Homo-
morphismus) wenn
o( AT+ pij) = Ao (&) + po () VZ,geV, hpe K

Beispiel.
V=V'=R o@)=ar a€R
oAz + py) = a(Ax + py) = Ao(x) + po(y)
Beispiel.
V=V'=R abeR b#0
o(x) =ax +b ist keine lineare Abbildung
Beispiel.

V=R", V' =R

o(Z) = |Z| ist keine lineare Abbildung!

61



—

o(@+y) = [T+y <T+Y =0(@)+ ()
—_——
Dreiecksungleichung
o(A) = [AZ| = |A||Z] = [Alo ()

Satz. Jede lineare Abbildung fiihrt den Nullvektor 0 aus V in den Nullvektor 07 in V' iiber-.

Beweis.
SeideV
o 0 y=0(0-2)=0 a(\a’i’/): )
ev ev’
Definition.

LV, V)= {o|V =V}
ist die Menge aller linearen Abbildungen von V nach V’
Definition. o € L(V, V") heifit injektiv wenn fiir v1,v5 € V gilt,

—

o(v1) = o(v3) = V] = 03

Definition. o heifit surjektiv, wenn o(V) =V’
Definition. o heifit bijektiv (oder Isomorphismus) wenn o injektiv und surjektiv.
Definition. V heifit isomorph zu V' : V 2 V' wenn 3 bijektives o € L(V,V’)

Satz. V 2V’ (isomorph) genau dann, wenn dimV = dim V".
(ohne Beweis)

Definition.

Kero = {Z&eV mito(Z)=0 eV}
Imo = {o(@)|Te€V}

Satz. Firo e L(V,V') gilt
dim(Kero) + dim(Imo) = dimV

(ohne Beweis)
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Beispiel.
V=R" V =R™ m<n

ol
o(@) = 2 = dimlmo=m
T
0
0
Kero = { Y1 inK}
Y2
Yn—m
dimKero = n—-m = dimKero+dimlmo=n

Koénnen wir die Menge der o € L(V, V') zu einem Vektorraum erweitern?

Satz. Seien o,7 € L(V,V'). Dann bildet L(V,V"') mit

(0 +7)(Z)
(Ao)(Z)

o (%) + 7(Z)
Ao(@) NeK

einen Vektorraum (L(V,V'),+) diber K.

Definition. Dualraum

Der Dualraum V* eines Vektorraumes V iiber einen Korper K ist der VR (L(V, K),+) aller linearen
Abbildungen von V nach K.
V= (LV,K),+)

Bemerkung. Jedes Element aus V* ist eine lineare Abbildung von V nach K und wird lineares Funktional

genannt.

Beispiel.
V=R" K=R,o(@=d z, dfest

Satz.
dimV* =dimV bzw. V= V*

(ohne Beweis)

Satz. Fiir lineare Abbildungen kénnen wir neben ,Addition“ + auch eine zusdtzliche Verkniipfung ,,Hin-
tereinanderausfithrung® (oder ,Multiplikation“) o definieren: Sei o € L(V,V'), 1€ L(V',V").

Too:V V"

—

(troo)=1(c(¥), FeV

Es gilt T oo € L(V,V")
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Beweis.

(too)(aZ+bx) = 7(o(aZ + bX))
= 7(ao(Z) + bo(Z))
= ar(o(@)) + br(c(Z))
= a(to0)(@) +b(ro0)(Z)

O

Bemerkung. Betrachten wir fiir 7,0 € L(V,V) (L(V,V), o ), so muss dies nicht immer eine Gruppe
bilden!

3.3 Matrizen

Satz. Seiby,...,b, eine Basis des VR V. Dann ist jede lineare Abbildung o € L(V, V') durch die Angabe

—

der Abbildung der Basis o(b;) = ¢; festgelegt.

Beweis.

O

Satz. Jede lineare Abbildung o € L(R™,R) wird durch das Skalarprodukt von T mit einem Vektor a € R™
gegeben.

o(F) =a &

Beweis. Betrachten als Basis im R"

«— i-te Zeile,i = 1,2,..n

Sei o(é;) = a; € R.
O’((E) = ZI’Z‘O’(Gi) = inai =ar
i=1 i=1
O

Satz. Jede lineare Abbildung o € L(R™,R™) wird durch das Produkt von T mit einem rechteckigen
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Zahlenschema, der Matrix

ail ... A1n
A=
Am1 - Amn
gegeben.
Beweis. Sei
a4
o(e) =
Am;

= ina(ei)

n a4
i=1
Ami
Y
i=1 A1i T4
n
Zizl AmiLi
ail A1n T
Am1 - Amn Tn

O

A hat m Zeilen und n Spalten, wir schreiben A = (a;;). Ebenso verwenden wir die Notation von Vektoren

in Matrixschreibweise (Vektoren sind n x 1 Matrizen)

X x)
X = bzw. auch X' =
T, x
sodass anstelle von
i = o(Z)
nunmehr
X =A4X

verwendet wird.

Satz. Zweifache Basisabhdngigkeit einer Matrix

Seten V,V' VR diber K, dimV = n, dimV’ = m mit Basen B = {b_i,...,b;} und B' = {b_’i,...,bzn}.
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Es gibt eine eindeutige Abbildung von L(V, V') auf die Menge der m x n Matrizen iber K, die von den
in V,V' gewdihlten Basen B und B’ abhingt.

o A

Beweis.
= Sei o(b;) = ™, ai;b), damit erhalten wir A = (a;;).

— —

m

< Sei A = (ai;) gegeben, dann definieren wir o(b;) := > .7 a;;0.. O

Bemerkung. Im Folgenden beziehen wir uns auf allgemeine VR V, V' und bezeichnen deren Basen allge-

mein mit €;, €;; weder sind die VR auf R™ beschrénkt, noch sind automatisch die Standardbasen

+— i-te Zeile,71 = 1,2, ..n

gemeint.

Definition. Addition von Matrizen

Seien o,7 € L(V,V’), dmV =n, dimV’'=m.

()

m

—/

i€
i=1
m

— —/

(&) = Y byé
i=1

o + 7 ordnen wir A + B zu

m

(0 +7)(€&5) =o(€&) +7(€3) = Z(aij + bij)éi’

A+ B = (ai; + bij)

Definition. Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar
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A € K und Ao ordnen wir A\A zu:
(Ao)(&) = Ao(e;) = )\Z aijé; = Z)\aije}/
i=1 i=1
M = ()\(17])

Definition. Multiplikation von Matrizen

Seien
oce L(V,V'): o(e;) = Zbkjezl
k=1
T
Te LV, V") r(@d) = O ane”
i=1

7 0 0 ordnen wir 4 - B zu
(roo)(&) = 7(0(6;)) = bi;7(¢k))
k=1

m T
—//
= E E brjairé;

k=11=1

I m
_ beie
= E E Q;ik0k;€;
i=1 k=1

I
o 1!
= Cijei
i=1

Unter dem Produkt der Matrizen A - B = C' versteht man die Matrix C' = (¢;;) mit Elementen

m
cij =Y airby
k=1

(Skalarprodukt von i-ter Zeile von A mit j-ter Spalte von B).

Beispiel. Zweifache Spiegelung an der x-Achse im R2, betrachten fiir dieses Beispiel die Standardbasis

B

Eine einmalige Spiegelung der Einheitsvektoren an der x-Achse liefert

- R 1 ail R L 0 a2
€1 — €1 = = , €2 — —€3 = =
0 as1 -1 a22

sodass die der Spiegelung zugegeordnete Matrix A durch

gegeben ist. Zweifache Spiegelung wird beschrieben durch

X' = A’X
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_ 1 0 1 0 z
0 -1 0 -1 Y
10
0 1
=
Y
Achtung! Im Allgemeinen A - B # B - A. Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ.
10 2 1 2 1
00/ \30/  \oo
2 1\ (1 0\ (20
3 0/ \o o/ \30

Bemerkung. Fiir das Produkt von Matrizen gilt Assoziativitt (siehe UM1)

(A-B)-C=A-(B-C)

Bemerkung. Das Produkt zweier Matrizen A, B ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl von A gleich der

Zeilenzahl von B ist.
Anxm : Bmxk = C’n><k

1 7 0 4
1 0 -3 1 4 0 1
12 -3 0 2 =
0 2 -1 4 -7 0 3
2x3 0 1 0 1 2x4

3x4

Beispiel.

Definition. transponierte Matrix AT

AT = (afy) = (az)
ail an1
A1m Anm
Es gilt
(A+B)7T = AT 4+ BT
AT = AT
(AB)T = BTAT

(Beweis sieh UM1)

Definition. Hermitisch konjugierte Matrix AT

Al = (A7) = (@) = (a},)

1] Jv
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(transponierte und komplex konjugierte Matrix)

Definition. Eine quadratische Matrix A heifit

e symmetrisch wenn A = AT,

e antisymmetrisch wenn A = —AT
e hermitisch wenn A = At

e antihermitisch wenn A = —A'

e normal wenn AAT = ATA

Beispiel.
A= (O _1> ist hermitisch
i 0
AT 0 i
-1 0
AT = (AT)" = (0 _l> — A
i 0
Beispiel.

w0000
= )6

3.4 Determinanten
Man kann jeder quadratischen Matrix iiber K eine Zahl aus K zuordnen, die Determinante

ail cee e Q1p

detA =

anl - ... Qpnn

n n n

§ g E €irig..in Qig1A552-.- G, m
i1=1i3=1 i,=1

= €iy.ipQiy1---Ajpn

dabei wurde Summenkonvention (iiber doppelt vorkommende Indices wird summiert) verwendet. Als

Verallgemeinerung von €;j;, definieren wir

®cio.n=1

® ¢, i, = +1 wenn (iy...i,,) durch gerade Zahl von paarweisen Vertauschungen auf (1,2,...,n) ge-

bracht werden kann
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e = —1 durch ungerade Anzahl von Vertauschungen auf (1,2, ...,n) gebracht werden kann

e — (0 wenn nicht alle Indizes verschieden sind

Beispiel.
ail a2
= €y in04;104,2
a1 Q22
= €11 a11012 + €12 G11022 + €21 G21Q12 + €22 A21G22
~~ ~~ ~~ ~~
=0 =1 =—1 =0
= a110a22 — a12021
Beispiel.
1 -2
=2—(-6)=38
3 2

Bemerkung. det A kann aufgefasst werden als Funktion von Spaltenvektoren dj mit Komponenten

(ak)i = aik
Neue Schreibweise
det A =€;,. 4, (a1)i,(G3)iy...(ap)i, = a1, A3, ..., dp]
3.4.1 Saitze iiber Determinanten
1. det A = det AT
Beweis.
det AT = e,-l_“inaiTll...ainn = €iy...ip A14q - Ang,,
———

umreihen durch m-Vertauschungen

eilminajll...ajnn
Die j’s hdngen von den i’s ab, nach m Vertauschungen der a’s sind gleichzeitig

(ilai27"'7in) - (1,27...771)

(1,2,...,n) —  (J1,J2, - Jn)
also gilt €, .., = €;,..5, und

det AT = €. jn Q1G5 = det A

Beispiel.

2. [y ey Qly ooy Ay oo elip] = —[A1y ey Aoy vey QL onvy i)

Die Determinante dndert das Vorzeichen, wenn man zwei Spalten (zwei Zeilen) vertauscht.
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eil...il...ik...in(afl)il-"(di)il-"(aﬂ)ik~-~(a71)in = _eil...ik...il.“in(3)i1--~(7)il~-~(a7f)ik---

= _Eil...ik...il...in( _i)i1~~'(a_é)ik.~~(él_'l)il~~~

Ty ey ]

= —[A1, ey Ahoy ey QL eey iy

. det(AA) = A" det A folgt aus 3.

. lat, e, ak + b;, vy O] = [, ey Gy ey Gy + |1, ...,b;, cey Gy

Achtung vor Trugschlufl
det(A+ B) # det A+ det B
0
. detl = =[é1,€3,....,65] =1

Beuweis.

ek, Qkyy ooy 0] = €ky. ok, (A1, G2,y ..y dy,

Beweis.

—

€ir.in (QFy )it (AR, )in = €iy. i, (Q1); --(@0),

(K1, ..oy kn) — (1,2,...,n) durch eine gewisse Zahl m von Vertauschungen,

gleichzeitig (i1,...,%0) = (Y1, .o, Vo), damit €, i = €y &, €v1..qm

. det(A-B) =det A-det B
Beweis.

det(AB) = 61117L(AB)111 (A B)QZQ(A B)nzn
= eil_..inaljl bjlila2j2bj2i2"'a7ljnbjnin
= aljl a2j2...anjneil_”inbjlilbj2¢2...bjnin

= a1j5,0255---Anj, €j;...5, det B=det A-det B

71



9.

10.

det A = 0 < Spalten (Zeilen) Vektoren sind linear abhéngig.

Beweis.

< wenn Spalten (Zeilen)vektoren linear abhiingig, so ist zumindest eine Spalte Linearkombination
der anderen, d.h. - gem#f Determinantenregel 5 - mindestens 2 Spalten (bis auf Vorfaktor) gleich
und somit det A = 0.

= Sei det A = 0 und seien aq, ..., a,, linear unabhéngig. — ¢€; = Ag;ax.
1:[63,65, ceey 6_71] = )\kll...)\knn[azl,...,a;;’"] = )\k11~~~>\knn5k1...kn detA=0

Widerspruch!

Entwicklungssétze

det A=) (=1)"*a; det Ay,
i=1

dies ist Entwicklung nach der k — ten Spalte (keine Summation iiber k)

det A = Z(—l)”kaik det A;x,
k=1
dies ist Entwicklung nach der i — ten Zeile (keine Summation iiber )

Ajx erhédlt man aus A durch Wegstreichen der i — ten Zeile und k — ten Spalte.

Beispiel. Entwicklung nach erste Spalte

11 1
2 1 1 1
det|{1 2 1 | =1 —1- +6- =—4+3-6=-7
2 -1 -1 2
6 2 -1
Entwicklung nach dritter Zeile
1 1 11 1 1
6 - -2 +(-1) =—64+0—-1=-7
2 1 11 1 2
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é€; verschieben wir zuerst (n — k) mal nach rechts, dann die i—te Zeile (n — i)mal nach unten

A 0
(A1, .oy €, ..., ] = det o | (=) TR — ()R FL det Ay,

(7% Az, 4 1

= det A = Z(—l)”kaik det A,
i=1

X 0 {E_i Z -1 N
det = €i1.ip_1in " (en)in
Y1-Yn—1 1 Uy Yn-1), S~~~

Onip

Dies folgt aus

= €i1*~-7;'n—1(x_i)il-'-(x_';’b)in71 =det X

Definition. Zeilenrang, Spaltenrang

Die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen- (Spalten) vektoren einer Matrix heifit Zeilen (Spalten)rang.

Satz. Zeilenrang = Spaltenrang (=Rang)
(ohne Beweis)

Beispiel.
1 1 2
A:
2 2 3

(1,1,2), (2,2,3)

Zeilenrang:

sind linear unabhéngig, daher Zeilenrang = 2.

Spaltenrang:

sind linear unabhéngig, daher Spaltenrang = 2.

Bemerkunyg.

Rang A = dim Imo

Da o(é;) = da; € R™

ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A gleich dim Imo.

Definition. Unterdeterminanten

Durch Streichen von Zeichen und Spalten lassen sich aus einer n x m Matrix quadratische k x k Matrizen

bilden, wo k& < min(m,n). Die zugehorigen Determinanten heiflen Unterdeterminanten.

Satz. Der Rang r einer n xm Matrixz A ist gleich der gréfiten Zahl r, fir die es eine nichtverschwindende

r x r Unterdeterminante gibt.
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Beispiel. A...2 x 3 Matrix

A:111
2 2 3

da
bl #0—r=Rang A =2
2 3
Beispiel. A...3 x 3 Matrix
1 1 1
A=11 -1 0
0 2 1

detA=1-(—1)—1-1+1-2=0

1

L #0... > r=Rang A=2

1 1
0 oder
Fo o |14

1
-1
3.4.2 Matrixinvertierung

Von frither wissen wir bereits, dass Umkehrabbildungen fiir bijektive Abbildungen existieren, dies kann

wie folgt formuliert werden:

Satz. Seio € L(R™,R™). Es existiert o~ genau dann, wenn o bijektiv, also muss n = m und dim Imo =
n sein, dh. Rang A = n, bzw. det A # 0 gelten.

o~ ! ordnen wir A7 zu
Analog gilt, dass Rang A~' =n.

Satz. Zun x n Matriz A existiert genau dann A=Y mit AA™' = A7'A =1, wenn det A # 0.

Beweis.

= wenn ein 0! existiert, so ist det A # 0

< sei det A #0

. det A;
1 = (—1)”kaik & Lik vgl. Entwicklung nach k-ter Spalte
~ det A
0 = Jlai,...,ak,dk,...,ay) = Entwicklung nach j-ter Spalte
——
gleich

= Z(—l)i+jaik det Ai]‘ =0
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Hier ist A = (Gi;) eine Matrix, die man aus A dadurch erhilt, indem man die j-te Spalte von A durch die

k-te Spalte von A ersetzt.

Wir fassen zusammen:

s . .det A;;
dik = —1)H 2 g,
Ok ;( ) detA M
=1 ——
::a;i1
detAij

art = (—1)

i (keine Summation iiber i, j)

det A

Beachte die verdrehte Indexreihenfolge!

n
> ajtain =6, AT'A=1
=1

O
Beispiel.
= 1 -1
o 2
detA = 2
detA11 = 2
detA12 = 0
detAgl = -1
detAgl = 1
1
-1
ap B
1 1
-1 _ 142
= (=1 -1 -
a2 2( ) T (=1) B
1
= -1 0=0
_ 1 1
a221 = 51:—5
= 1)
1
0 3
Satz. )
det A7l =
¢ det A
Beweis.
1=A4A47"1
1=detl=det AA™' =det A det A™*
O

(0]



Als Beispiel fiir die Verwendung des Inversen von Matrizen betrachten wir das Transformationsverhalten

von Vektorkomponenten sowie von Matrizen unter Basiswechsel:

Beispiel. Ein Basiswechsel B = {br,....,b,} — B’ = {b71, ..,b.} in einem n-dimensionalen VR sei auf

folgende Weise durch eine invertierbare Matrix S = (s;1) definiert

n

7 2 :

bi = Skibk
k=1

Beachte die Indexreihenfolge in der obigen Definition. Ein Vektor bleibt bei Basiswechsel unveriandert,
nur die Komponenten &ndern sich
il

n
§ xnbk =
k=1

1

N

NNgE

n

R
E 23 Skibk

i=1

NE

ES
Il
—

Entwicklung nach Basis ist eindeutig, daher

n n
Ty = Zx;s/ﬂ = Z SkiT}
i=1 i=1
In Matrixnotation erhalten wir fiir die Anderung der Komponenten des Vektors
X =58X'

bzw.
X' =5"1X

Analog dndert sich auch eine Matrix bei Basiswechsel. Ausgangspunkt sind lineare Abbildungen o €
L(V,V) mit dim V = n und zugeordneter quadratischer Matrix A. Wir bezeichnen § = o(#) und schreiben

in Matrixform

Y =AX
Es gilt in Bezug auf die transformierte Basis
Y = STy =5"1AX
= S'ASX
N——
=A
A'=87AS

Definition. Wir nennen im R” die Matrix A orthogonal, wenn

AT = A7

Definition. Wir nennen im C" die Matrix A unitir, wenn

Al = A~1
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Beispiel.
A= <0 ;1> ist hermitisch A = Af

w0

3.5 Lineare Gleichungssysteme

und auch unitar

A heifit Matrix des linearen Gleichungssystems

AX =B
oder ausgeschrieben
a1, + ... +apr, = bl
Cm1T1 + o + QGmnTn = b
by T
Gegeben m x n Matrix A, sowie B = | ... |, gesucht ist X =
bin Tn

3.5.1 homogenes lineares Gleichungssystem
AX =0

entspricht einer linearen Abbildung o(Z) =0, o € (R”,R™). & ist Losung des Gleichungssystems, wenn

Z € Kero.

Satz. Homogenes lineares Gleichungssystem hat immer die triviale Losung X =0 (d.h. x1 = x5 = ... =
Tn =0).

Beweis.

0cKero

O

Satz. Fin homogenes lineares Gleichungssystem A X = 0 mit m xn Matriz A hat nur die triviale Losung

X = 0, wenn Rang A = n.

Beweis.
Kero = {0} & dim Kero = 0 & n = dim R"” = dim Im g
——
Rang A

O

Satz. Die allgemeine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems AX =0 mit m x n Matriz A

von Rang n ist ein Vektorraum der Dimension n — 7.

7



Beweis.

dim Kero = dim R"” —dim Imo=n —r

Somit ist die allgemeine Losung gegeben durch
T=M21+ ...+ v Zpr

wo x; linear unabhéngige Losungsvektoren sind.

Fiir m = n erhalten wir den wichtigen Spezialfall:

Satz. Das quadratische homogene lineare Gleichungssysteme AX = 0 mit m x m Matriz A hat genau

dann eine nichttriviale Losung X # 0, wenn det A = 0.
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