Ubungen zu M1, Sommersem. 2008, 1. Blatt

1. Zeigen Sie, dass man im R" durch

(zly) = sz‘%'yz‘, r,y € R", p; >0
i=1

ein Skalarprodukt definieren kann.

2. P.(I) sei der euklidische Vektorraum der auf einem endlichen Intervall I =
[a,b] C R definierten reellen Polynome vom Grad < n,

p(x) = chxk, cx €R, z€lab,
k=0

mit dem Skalarprodukt

b

(vl) = / 4 p(z)q(x).

a

Uberpriifen Sie, dass die fiir ein Skalarprodukt geforderten Eigenschaften
erfiillt sind.

3. V und W seien euklidische Vektorraume und A € L(V, W). Dann ist die zu
A transponierte Abbildung AT € L(W, V) durch die Eigenschaft

(w]|Av)yy = (ATwlv)y Yo €V, Yw € W
definiert. Zeigen Sie, dass aus dieser Definition folgt:
(a) (a1A1 + (IQAQ)T = alA? + (IQA;, a12 € R, ALQ c L(V, W)
(b) ATT = A, Ae LV, W).
(c) (BA)T =ATBT, AeL(V,W), Be LW,X).
4. In dem n + 1-dimensionalen Funktionenraum P, ([0, 1]) bilden die Elemente

po(z) =1, p1(x) =z, ...pp(x) = 2"

eine Basis. Berechnen Sie die Skalarprodukte (p;|p;). Zeigen Sie, dass po,
V/3p; undv/5p, Einheitsvektoren sind und py und py — 2p; aufeinander or-
thogonal stehen.



5. Im E® seien die Vektoren

sin 6 cos ¢ —sing
fi=|sinfsinp |, fo= cosy |,
cos 0

gegeben. Zeigen Sie, dass die Vektoren f1, fs ein Orthonormalsystem bilden.
Erginzen Sie dieses durch Hinzunahme eines geeigneten Vektors f3 zu einer
Orthonormalbasis des £3. Uberpriifen Sie die Vollstindigkeitsrelation

3
D_ffl =1

6. Die Elemente po(z) = 1, pi(z) = z, pa(x) = 22, p3(z) = 2° bilden ei-
ne Basis des euklidischen Vektorraumes P5([0,1]). Wenden Sie das Gram-
Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf diese Basis an, um eine
Orthonormalbasis von P5([0, 1]) zu erhalten.

7. Die Richtung einer durch den Ursprung gehenden Geraden im E? sei durch

den Einheitsvektor
(cos a)
a=| .
sin o

gegeben. Ermitteln Sie jene Matrix S,, die einer Spiegelung an dieser Gera-
den entspricht. Machen Sie eine Skizze und ermitteln Sie die Eigenvektoren
und Eigenwerte von S, durch Betrachten Threr Zeichnung. Uberpriifen Sie
Thr Ergebnis rechnerisch. Was erhilt man fiir S?, S;!, ST STS, detS,?
Welche geometrische Bedeutung haben die Transformationen S,S., und

S.. 5,7

Hinweis: Zerlegen Sie den Vektor x, auf den die Abbildung S, wirkt, in
einen Anteil in Richtung von a und in einen Anteil, der auf a normal steht
und verwenden Sie weiters die Linearitat von .S,.

8. Eine durch den Ursprung gehende Ebene im E? sei durch den Normalvektor

ny

2 2 2
77’2 9 n1+n2+n3: 1
ns

gegeben. Ermitteln Sie jene Matrix S, die einer Spiegelung an dieser Ebene
entspricht. Machen Sie eine Skizze und ermitteln Sie die Eigenvektoren und
Eigenwerte dieser linearen Abbildung durch eine rein geometrische Betrach-
tung. Uberpriifen Sie Thr Ergebnis sodann rechnerisch. Was erhélt man fiir

52,671 ST STS, det S?



