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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Methodik der Physik

Galileo Galilei': gezielte Fragen an die Natur (Experiment); Formulierung von
GesetzméBigkeiten in mathematischer Sprache

,Hande schmutzig machen“ (Experiment) statt ,reines Denken* oder Berufung
auf , alte Schriften®

Herstellen von (zunéchst nicht offensichtlichen) Zusammenhéngen
Beispiele:

1. Fall eines Apfels zur Erde: gleicher Grund wie Anziehungskraft zwischen
Erde und Mond, Sonne und Planeten, etc.

2. alle Korper fallen (unabhéngig von Beschaffenheit oder Gewicht) ohne Luft-
widerstand gleich schnell — | Schwerelosigkeit* des Raumfahrers im an-
triebslosen Raumschiff (lokales Inertialsystem)

3. Kraftgesetz zwischen makroskopischen (,,Punkt“-)ladungen im Schulver-
such gleich wie zwischen Elektron und Proton im Wasserstoffatom

4. Element Helium zuerst durch spektroskopische Untersuchung des Sonnen-
lichts gefunden und erst danach in der Erdatmosphére nachgewiesen (glei-
che Naturgesetze auf der Sonne wie auf der Erde)

5. Vereinheitlichung elektrischer und magnetischer Phénomene in der elektro-
magnetischen Theorie Maxwells?

LGalileo Galilei (1564-1648)
2James Clark Maxwell (1831-1879)
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6. Vereinheitlichung der elektromagnetischen und schwachen Wechselwirkung
zur elektroschwachen Theorie im Rahmen des Standardmodells der Teil-
chenphysik

Erlangung physikalischer Erkenntnis durch Wechselspiel von Theorie und Expe-
riment (Arbeitsteilung)

e Experiment: direkte Untersuchung physikalischer Phénomene, Uber-
priifung theoretischer Vorhersagen

e Theorie: Formulierung fundamentaler physikalischer Gesetze in mathema-
tischer Form, Ableitung physikalischer Phéinomene aus den Grundgesetzen,
Vorhersagen

mathematische Sprache unerlésslich zur klaren Formulierung physikalischer Ge-
setzméafigkeiten

zunéchst uniiberschaubare und verwirrende Vielzahl beobachteter Phénomene
kann durch mathematische Methoden aus einigen wenigen Grundgleichungen her-
geleitet werden (Strukturen und Gemeinsamkeiten werden erkennbar)

quantitative statt blof§ qualitative Beschreibung

Vorhersagekraft einer Theorie bedeutet: im Prinzip durch Experiment widerleg-

bar

Kriterium fiir Giiltigkeit einer Theorie: kein Widerspruch zum Experiment statt
Anspruch auf absolute ,, Wahrheit

Verhéltnis von alter Theorie zu neuer (erweiterter) Theorie: alte Theorie nicht
sfalsch“, jedoch Einschriankung (Kldrung) ihres Giiltigkeitsbereichs (Beispiele:
im Maschinenbau wird selbstversténdlich auch heute nicht die relativistische Me-
chanik verwendet, da nichtrelativistische Mechanik weiterhin anwendbar, wenn
Geschwindigkeiten v < ¢ sind; quantentheoretische Behandlung nicht sinnvoll,
wenn alle vorkommenden Drehimpulse L > h)

sukzessive Approximation statt ,endgiiltiger Theorie

wichtiger Punkt: mathematische Konsistenz, Einfachheit und ,,Schonheit® eines
mathematischen Modells keine Garantie fiir tatséchliche Realisierung in der Natur
— Experiment ist der oberste Richter in der Physik
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nichtrelativistische relativistische

Quantenmechanik * * Quantenfeldtheorie
h A

nichtrelativistische relativistische

Mechanik ¢ C:1 o Mechanik

Abbildung 1.1: Im Limes ¢ — oo (unendlich grofie Signalgeschwindigkeit) gelangt
man zur nichtrelativistischen N&herung und im Limes A — 0 zur klassischen
Physik

1.2 Fundamentale Wechselwirkungen

alle bekannten physikalischen Phéanomene kénnen im Prinzip auf vier fundamen-
tale Wechselwirkungen (Kréfte) zuriickgefiihrt werden:

Gravitation

Elektromagnetismus

starke Wechselwirkung

schwache Wechselwirkung

Gravitation und Elektromagnetismus sind makroskopische Wechselwir-
kungen (mit grofer Reichweite)

Gravitations- und Coulombkraft® zwischen zwei ruhenden Punktteilchen mit
Massen m; o und elektrischen Ladungen g; o, die sich an den Punkten ;5 be-
finden:

T — T9
|21 — 23

N

ﬁ12 = (—Gymims + q1¢2)

ﬁlz(: —FEQ Kraft des 2. Teilchens auf das 1.

Gy ~ 6.7 x 107" m3kg1s72 ~ 6.7 x 1073% hic (GeV /c?)~2... Newtonsche Gravi-
tationskonstante

3Charles Augustin de Coulomb (1736-1806)
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Massen stets positiv = Gravitationskraft immer anziehend

Ladungen mit beiden Vorzeichen = Coulombkraft anziehend fiir ¢;q, < 0, absto-
Bend fiir g1qo > 0

Vergleich von Gravitations- und Coulombkraft fiir zwei Protonen:

m, ~ 938 MeV /c?, ¢, = e (Elementarladung)

|F:Coulomb‘ o 62 o 62 he

|FGraVitation | GNmp \hff/ GNmp

«

a = e?/hc~1/137... (Sommerfeldsche) Feinstrukturkonstante

= 2
F 1 GeV
= |_» Cou omb| ~ 1036 -
|FGraVitation| mpC
= positive und negative Ladungen kompensieren einander in makroskopischen
Korpern offensichtlich duflerst genau

= im atomaren Bereich (~ 107'°m) nur elektromagnetische Wechselwirkung re-
levant (Gravitation vollig vernachlissigbar) — Struktur der Atome, Molekiile,
Festkorper durch Quantentheorie der elektromagnetischen Wechselwirkung be-
stimmt

Bereich der klassischen Physik: physikalische Groien von der Dimension eines
Drehimpulses > h = h/27 ~ 1.055 x 1073*Js ~ 6.58 x 10722 MeV s ([redu-
zierte] Plancksche Konstante) — quantentheoretische Effekte vernachldssigbar,
gleichbedeutend mit A — 0

Quantentheorie relevant fiir elektromagnetische Wechselwirkung in Atomen (Di-
stanzen ~ 107" m)

starke Wechselwirkung: hélt Atomkerne zusammen (gegen Coulombabsto-
Bung der Protonen), Reichweite ~ 10715 m

schwache Wechselwirkung: noch kiirzere Reichweite (~ 107'® m), verantwort-
lich z.B. fiir den f-Zerfall (n — pe~7,)

fiir starke und schwache Wechselwirkung Limes & — 0 nicht sinnvoll (quanten-
theoretische Behandlung wesentlich)

volle quantentheoretische Behandlung der fundamentalen Wechselwirkungen
durch (relativistische) Quantenfeldtheorien (QFT)

elektromagnetische Wechselwirkung beschrieben durch Quantenelektrodyna-
mik (QED); elektromagnetische Krifte zwischen geladenen Elementarteilchen
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(Elektronen, Positronen, Quarks, ...) erklart durch den Austausch von (virtuel-
len) Photonen (masselos, Helizitdt 1)

analog: starke Wechselwirkung in der Quantenchromodynamik (QCD) durch
Austausch von 8 ,,Gluonen® (masselos, Helizitdat 1) zwischen Quarks (elementare
Bausteine der Nukleonen) erklért

Austauschteilchen der schwachen Wechselwirkung: W=, Z%-Bosonen (massiv,
Spin 1); schwache Wechselwirkung im Standardmodell der Teilchenphysik mit der
elektromagnetischen Wechselwirkung zur elektroschwachenWechselwirkung
vereinheitlicht

Newtonsche Gravitationstheorie von Albert Einstein? zur Allgemeinen Re-
lativitidtstheorie weiterentwickelt (erkldart Periheldrehung des Merkur, Lichta-
blenkung an der Sonne, Beschreibung schwarzer Locher, Vorhersage von Gravita-
tionsstrahlung, . ..); derzeit noch keine etablierte Quantentheorie der Gravitation
(aktuelles Forschungsgebiet); Gravitationsquant: Graviton (masselos, Helizitét 2)

wesentlich: Erklarung von Wechselwirkungen (Kréften) durch Teilchenaustausch
in relativistischer QFT (Reduktion des Kraftbegriffs auf den Teilchenbegriff)

Teilchen konnen auf zweifache Weise in Erscheinung treten:

e reelle Teilchen (erfiillen die relativistische Energie-Impuls-Beziehung); in
Detektoren (Teilchendetektoren, menschliches Auge fiir Photonen des sicht-
baren Lichts, ...) nachweisbar

e virtuelle Teilchen (verletzen Energie-Impuls-Beziehung) — Kraftwirkung
(Wechselwirkung)

Zusammenhang zwischen Massen M der Austauschteilchen und den typischen
Reichweiten R der fundamentalen Wechselwirkungen:

_h he
 Mc  Mc?’
® M, = MGraviton = 0 — elektromagnetische und Gravitationswechselwir-
kung haben unendlich grofie Reicheite — makroskopische Kriéfte

fic ~ 197 MeV fm

o My ~80GeV/c?, My ~291GeV/c? — R~2x107"¥m

e Sonderfall der starken Wechselwirkung: Austauschteilchen (Gluonen) sind
zwar masselos, jedoch zusammen mit den Quarks in Hadronen (Mesonen,
Nukleonen) eingeschlossen (Confinement) — Wechselwirkung zwischen
Hadronen (z.B. zwischen Protonen und Neutronen im Atomkern) analog zur
Van-der-Waals-Wechselwirkung® durch Pionaustausch (M, ~ 140 MeV /c?)
— R~10"%m

“Albert Einstein (1879-1955)
®Johannes Diderik van der Waals (1837-1923)
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Kapitel 2

Relativistische Mechanik

2.1 Spezielle Relativitidtstheorie

Auffassung in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts:

Inertialsysteme beziiglich mechanischer Vorgénge gleichberechtigt; Zusammen-
hang zwischen Raum-Zeit-Koordinaten zweier Inertialsysteme durch geeignete
Galileitransformation (unbeschleunigte Bewegung durch mechanische Experi-
mente nicht feststellbar)

aber: ausgezeichnetes Bezugssystem beziiglich elektromagnetischer
Vorginge = Ather; sollte fiir elektromagnetische Wellen die gleiche Rolle spielen
wie elastisches Medium fiir Schallwellen

Erwartung: in relativ zum Ather bewegtem System (z.B. Erde) & = ¢+ V gemiB
Galileitransformation; tatsidchlicher experimenteller Befund: Lichtgeschwindig-
keit in allen Richtungen gleich (Michelson!, Morley?, 1887)

— Einstein (1905) ,,Zur Elektrodynamik bewegter Korper*

‘ Einsteinsches Relativitéitsprinzip‘

(i) Naturgesetze sind in allen Inertialsystemen gleich (d.h. die entsprechenden
Gleichungen haben dieselbe Form)

(ii) Lichtgeschwindigkeit ¢ ist in allen Bezugssystemen gleich gro8

! Albert Abraham Michelson (1852-1931)
2Edward Williams Morley (1838-1923)
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heute: Grundlage alltéglicher technischer Anwendungen (GPS, Teilchenbeschleu-
niger, etc.)

Grund fiir den eingeschrénkten Giiltigkeitsbereich der Newtonschen (nichtrela-
tivistischen) Mechanik: implizite Annahme einer unendlich schnellen Wirkungs-
ausbreitung (z.B. potentielle Energie als Funktion raumlich getrennter Teilchen-
koordinaten zu ein und demselben Zeitpunkt!)

tatsichlich: Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirkung (= Lichtgeschwindig-
keit) endlich

c=2.99792458 x 10°ms! |

wissen nun: Galileitransformation nur fiir Relativgeschwindigkeit V' < ¢ (néhe-
rungsweise) richtig — wie ist der Zusammenhang zwischen den Raum-Zeit-
Koordinaten zweier Inertialsysteme unter Beriicksichtigung des Einsteinschen Re-
lativitatsprinzips?

Annahme einer absoluten Zeit (dt’ = dt bei Galileitransformation) offensichtlich
in volligem Widerspruch zum Einsteinschen Relativitatsprinzip:

Y Y

Abbildung 2.1: Inertialsystem S’ bewegt sich mit Geschwindigkeit V' relativ zu
Inertialsystem S; BAC ruht in S’

vom Inertialsystem S’ aus betrachtet kommt das Licht gleichzeitig in B und
C' an —» diese zwei Ereignisse sind aber im System S nicht gleichzeitig! (vom
System S aus betrachtet kommt das Licht frither bei B an als bei C')

— Gleichzeitigkeit an verschiedenen Orten hingt vom Bezugssystem ab! (Re-
lativitdt der Gleichzeitigkeit)

wie muss man die Galileitransformation modifizieren, sodass der Tatsache Rech-
nung getragen wird, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen Bezugssystemen gleich
grof} ist?
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beschrianken uns zunéchst auf infinitesimale Relativgeschwindigkeit 1% (— nur
Terme linear in V' zu beriicksichtigen)

Ansatz:
t=t—aV-Z, Z'=7-Vt

lege x-Achse in Richtung von V: V = Ve,

/

t=t—aVe, 2=x-Vt, ¢y =y, ==z
wie muss man a wihlen, damit ein Lichtsignal im System S auch im System S’
ein Lichtsignal bleibt?
Gleichung eines Lichtsignals in S z.B.:

r=ct, y=0 2=0

welche Gleichung hat dieses Lichtsignal im System S’?
t'=t—aVet=(1—aVe)t, 2'=ct—-Vt

C— V soll 1
= ¥V9d = a=—
1—aVe c?

— infinitesimale Lorentztransformation?

=2 =(c-V)t

t'=t—Va/c?, 2/=a-Vt, y =y, ==z

Matrixschreibweise fiir infinitesimale Lorentztransformation:

ct’ 1 =V/e 00 ct
21 [-V/e 1 00 x
y | 0 0 10 Y
4 0 0 01 z

Bemerkungen:

e ct hat die Dimension einer Linge

e wir hitten uns natiirlich nicht auf ein Lichtsignal ldngs der z-Achse be-
schranken miissen, sondern wir hétten von der Gleichung des Lichtsignals

P4t 42 = A
ausgehen konnen:
2?4y 42— = (2 =V 4+ 22— At —aV)?
= 2zVt(ac® — 1)+ O(V?) o = a=1/
3Hendrik Antoon Lorentz (1853 - 1928)
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wie schaut nun eine endliche Lorentztransformation aus?

wende dazu n Lorentztransformationen mit infinitesimaler Relativgeschwin-
digkeit 1c¢/n hintereinander an und mache dann den Limes n — oo, wobei der
Parameter ¢ konstant gehalten wird

infinitesimale Transformation:
ct/ (0 ct (0 1
()= (=) () =)
— endliche Transformation:
lim (]1 — fl) =e ¥
n—o00 n
Potenzreihenentwicklung;:
e =1 -yl + iw? — 1¢3I3 +
n 21 3! o
wegen 12 = 1 erhilt man:

L o [ coshy  —sinhvy
e ¥ =1coshy —Isinhy = <_ sinh¢  cosh)

— endliche Lorentztransformation

ct’ coshy —sinhy 0 0 ct
2| | —sinhey coshy 0 0 x
vl 0 0 10 Y
Z 0 0 0 1 z

Zusammenhang der Rapiditat ¢ mit der Relativgeschwindigkeit V' der beiden
Inertialsysteme?

betrachten Bewegung des Ursprungs von S’ (Koordinaten 2’ = ¢ = 2/ = 0) vom
System S aus:

—sinh¢ct +coshypxr =0 = z=tanh¢ct = tanhy =V/c

——
1%
V/e 1
= sinh¢Y) = —————, cosh¢ = ——,
v V1=V2/c? v V1=V?2/c?
folgende Bezeichnungen sind iiblich:
1
g=V/c

v
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fiir unsere Lorentztransformation erhalt man daher

ct’ v =By 0 0
| _[-B8y v 00
171 0o 0o 10
2 0 0 01
bzw.
,  t=Va/e , x—=Vi

V1-V2/c2 V1-V2/c2

einige Konsequenzen der Lorentztransformation:

1. Zeitdilatation

SaS S
1%
Uhr in S’
(D/
[

Q

11

ct
T
)
z
Yy =y, 2=z
S/
\%
Vr
T 1—=V2/c?

Uhren
OEE €
S

Abbildung 2.2: Zeitdilatation

<j>7
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anschauliche Interpretation — Gedankenexperiment

verwenden folgende , Lichtuhr (— Feynman Bd. I)

™~ Spiegel

Blitzlicht Photozelle
A N /
\&I

Abbildung 2.3: Lichtuhr

Uhr ruht in S, von S aus gesehen schaut der Weg des Lichtstrahls so aus:

L

(unveréndert)

Abbildung 2.4: Bewegte Lichtuhr

Beobachter in S’ misst die Zeit 7' = 2L/c
Beobachter in S misst die Zeit 7

Zusammenhang zwischen 7/ und 7:

(5) - (5) 2= (5) (%)

= M=720-v¥P = 1=r/1-V2/&
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2. Lorentzkontraktion

S S’

A B

Abbildung 2.5: Stab AB ruht in S’

Stab der Lénge L, der in System S’ (in 2’-Richtung liegend) ruht; Enden
des Stabes seien bei 2/y =0 und 253 = L

betrachte nun den Stab vom System S aus — bewegt sich mit Geschwin-
digkeit V'

linker Endpunkt (A): 2’y =0 — x4 =Vt
rechter Endpunkt (B):

Vi
dp=L — L=—B" 70 = L1V 4Vt

= Ly=xp—x4=L\/1-V2/c?
bewegter Stab erscheint verkiirzt

geometrische Methode zur Ermittlung der Lorentzkontraktion:

Spiegel
/
¥
L
Spiegel
“
I —
S r -
Lichtquelle

Abbildung 2.6: Modifizierte, in S’ ruhende Lichtuhr
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vom System S aus gesehen, ergibt sich folgendes Bild:

=V
3 "
| | d <V -
| Ve 1 2
I 2 LO

c+V
5 T

Abbildung 2.7: Bewegte Lichtuhr vom System S aus gesehen. Die Abbildung zeigt
die Lichtuhr in jenem Augenblick, in dem das sich horizontal bewegende Photon
gerade am rechten Spiegel reflektiert wird

2 2
cT Vr 9 T L
(—) = (—) + L = =
2 2 2 cy\/1—=V2/c?

(c—=V)r/2 d Ve-V
= d:—
cT/2 Vr/2 ~ c 2
c—=V c—-V
Lo = T+d= T(1+V/e)=L\1-V2/c?

3. Transformation der Geschwindigkeit
S S’
V

—

Abbildung 2.8: System S’ bewegt sich relativ zu S mit der Geschwindigkeit V'

—

d
Teilchen mit Geschwindigkeit v = d—f im System S

g )

d
— Geschwindigkeit v/ = d—atj/ im System S’

Zusammenhang zwischen ¢ und '?
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dt —Vdz/c? dx — Vdt
dt’ = Vdr/e x':L dy =dy, d7 =dz

VI-V2/& VI-V2/2

,  da dx — Vdt v, —V

T dt — Vdzx/c? - 1—Vu,/c?

; dy’ _ dy/1—-V2/c? _ vy /1 —V?2/c?
vooar dt — Vdzx/c? 1—Vu,/c?
,dY u/1=V?/c?

FAr T 1=V,

= v

v

v

Bemerkung: fiir ¢ — oo erhélt man die Transformationsformeln der nicht-
relativistischen Mechanik:

! ! !
vy =v, =V, v, =0y, U=,

relativistische Transformationsformel fiir Betrag der Geschwindigkeit:

=2 2 2 2
vto= v, H v, vy

(v = V)? + (0 +02)(1 = VZ/c?)
(1 —=Vu,/c?)?
U =2V, + V2 — (vp + 02)(V?/?)
(1 =V, /c?)?

2.2 Raum-Zeit

fiir den Spezialfall, dass sich System S’ relativ zu System S mit Geschwindigkeit
V in Richtung der (positiven) z-Achse bewegt, hatten wir Lorentztransformation
der Form

ct’ coshy —sinhy 0 0 ct
' | | —sinhy coshy 0 0 x
v | 0 0 10 Yy
2 0 0 01 z

wodurch kann im allgemeinen Fall eine Lorentztransformation charakterisiert
werden?

Beobachtung: obige Transformation hat die Eigenschaft

() = () = ()P = () = () = 2 — o = 2
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das ist auch die gesuchte Charakterisierung einer allgemeinen Lorentztransfor-
mation (Analogie zu rdumlichen Drehungen!)

ein Ereignis in der Raum-Zeit (ein Raum-Zeit-Punkt) wird durch die Raum-
Zeit-Koordinaten z = (2°, 2!, 2%, 23) = (ct, T) gekennzeichnet

Bemerkung: Menge der Ereignisse (Raum-Zeit-Punkte) wird in der speziellen
Relativitiitstheorie auch als Minkowskiraum? bezeichnet

die Komponenten von x werden mit x* (1 = 0,1, 2, 3) bezeichnet

fiir riumliche Indizes werden lateinische Buchstaben verwendet: z¢ (i = 1,2, 3)

die Grofle s? = (2% —y°)? — (Z — 7/)? heiit Viererabstand (Raum-Zeit-Abstand)
der beiden Ereignisse x = (2°, %) und y = (v°, )

der Viererabstand zweier Ereignisse hat in allen Inertialsystemen den gleichen
Wert (s? ist eine Invariante)

andere Schreibweise: s? = g, (z"* —y")(z* —y”) (Summenkonvention!) mit dem
metrischen Tensor g = (g,,) = diag(1, -1, -1, —1)

Raum-Zeit-Diagramm:
Zukunft

Weltlinie
eines Teilchens

\

s2>0

Lichtkegel

Vergangenheit

Abbildung 2.9: Raum-Zeit-Diagramm

s> > 0... zeitartiger Abstand: kausale Verkniipfung moglich (es gibt ein Be-
zugssystem, in dem die beiden Ereignisse am selben Ort stattfinden)

s> =0... lichtartiger Abstand (Ereignisse konnen durch Lichtsignal verkniipft
werden)

4Hermann Minkowski (1864-1909)
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s> < 0... raumartiger Abstand: kausale Verkniipfung unmdoglich (es gibt ein
Bezugssystem, in dem beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden)

Poincarétransformation®

Umrechnung der Raum-Zeit-Koordinaten z = (z2°, ) eines Ereignisses beziiglich
Inertialsystem S in die Raum-Zeit-Koordinaten 2’ = (2%, #) des selben Ereig-
nisses beziiglich S’ erfolgt durch Poincarétransformation

= L¥a" +a" (Summenkonvention!)

a* ist beliebig, beschreibt lediglich eine konstante Verschiebung des Zeitnullpunk-
tes bzw. des Koordinatenursprungs

L*# ist dadurch eingeschrankt, dass der Viererabstand zweier beliebiger Ereignisse
eine Invariante ist:

s = gu(a =y (@ —y")

= guli(@* —y*)L(a" —y°)
= gas(a® —y")(@” - y”)

x — y beliebig = L'\, L'y = gap

in Matrixschreibweise L = (L*): LTgL = g

Bemerkungen:

e Analogie zu orthogonalen Transformationen (RTR = 1)

e cine Poincarétransformation mit a* = 0 heifit Lorentztransformation

2.3 Lorentz- und Poincarégruppe

Menge aller Lorentztransformationen (also die Menge aller reellen 4 x 4 Matrizen
L mit der Eigenschaft LT gL = g) bildet eine Gruppe — Lorentzgruppe L =
0(3,1)

bekannte Untergruppe gebildet aus Matrizen der Form

1

0 ReO(3)
0o R |

0

®Jules Henri Poincaré (1854-1912)
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wir wissen: orthogonale Gruppe O(3) zerfillt in zwei nicht miteinander verbun-
dene Teile (2 Zusammenhangskomponenten): O(3) = SO(3)UIISO(3) (Il = —13,
det Il = —1)

det R = 1... Drehungen, Gruppe SO(3)

det R = —1... Drehspiegelungen, keine Gruppe

Lorentzgruppe O(3,1): 4 Zusammenhangskomponenenten

LTgL =g = det L" detg det L =detg = (det L)* =1 = det L = %1
—— ~—~—

-1 -1

(Lo)* = (Lp)* =1

]

(L"gL)oo = goo = 1 = g L LY = (L})? —

i=1

= L% entweder > 1 oder < —1

Zusammenhangskomponente | det L | sgn LY | €
i 1 1 |1
c -1 1 P
Ll 1 -1 | PT
ct -1 1| T
Raumspiegelung;:
1 0 0 0
10 -1 0 O B 0
P= 00 -1 ol det P=—-1, Pj=1
0o 0 0 -1
Zeitumkehr:

, detT =—1, T) = —1

o O O

OO = O
o= OO
_ o O O
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Ei ... Untergruppe der eigentlichen orthochronen Lorentztransformatio-
nen

Beispiel: spezielle Lorentztransformation (reine Geschwindigkeitstransformation)
in z-Richtung:

coshy —sinhy) 0 0
|- sinhy coshy 0 0
0 0 10

0 0 01

det I = cosh® ) — sinh*+) = 1, LY = coshy > 1

allgemeines Element (&, \7) € Ei kann durch 6 reelle Groflen parametrisiert

werden (Drehwinkel @ und Geschwindigkeit ‘7), die eigentliche orthochrone Lor-
entzgruppe ist eine sechsparametrige Liegruppe®

—,

jedes Element aus £ lisst sich in der Form L(d, V) = L(a&,0)L(0, V) schreiben
Lo=rluct =L uPTLY ... eigentliche Lorentzgruppe

L= El uLh = El U PCL ... orthochrone Lorentzgruppe

Ly = 51 UL = 51 U TETF ... orthochore Lorentzgruppe

L', Y, £ sind keine Gruppen (nur £] enthilt das Einheitselement)

Bemerkung: nur die eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen koénnen
stetig mit der Einheit verbunden werden

Poincarétransformationen (L, a) bestehen aus einer Lorentztransformation L
und einer Raum-Zeit-Translationen a*; sie bilden die Poincarégruppe P

Bemerkung: wieder ist die Zerlegung in 731, P, Pi, P* moglich

alle fundamentalen Wechselwirkungen respektieren 731; schwache Wechselwir-
kung verletzt P und T'; starke und elektromagnetische Wechselwirkungen sind
invariant unter der gesamten Poincarégruppe P

6Sophus Lie (1842-1899)
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Bemerkungen:

° 731 beschreibt alle moglichen Transformationen von einem Inertialsystem
in ein anderes

e P! hat 10 Parameter (4, V,a") —» 10 ErhaltungsgréBen (wie bei Galilei-
invarianz)

2.4 Eigenzeit

betrachten infinitesimal benachbarte Ereignisse, die beziiglich Inertialsystem S
durch die Raum-Zeit-Koordinaten

= (2",%), (2°+da° 7+ d7)
beschrieben werden — Viererabstand zwischen diesen beiden Ereignissen:

ds® = Adt? — dr? = inv.

betrachten beliebig bewegte Uhr (d.h. i. Allg. beschleunigt relativ zu 5)

S NS T
\/ /’1

\
bewegte Uhr
~

im Inertialsystem S ruhende Uhr
s

Abbildung 2.10: Beliebig bewegte Uhr

S’ sei jenes Inertialsystem, in dem die Uhr in dem betrachteten Augenblick gerade
ruht
=di’' =0

= ds?® = Adt? — dr? = Adt”?

/ dz?
dt! = dty]1 —
= c2dt?
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Zusammenhang zwischen Zeitintervall dt’ auf der bewegten Uhr und Zeitintervall
dt auf einer Uhr, die im Inertialsystem S ruht:

_ds

)

/ U

=dir/1 - —

1 c?

to

tg—t’:/dt\/l—@

c

i1 <1

jenes Zeitintervall, das die (beschleunigt) bewegte Uhr anzeigt, wenn die im In-
ertialsystem S ruhende Uhr das Zeitintervall ¢, — ¢, vergangen ist

dt’

somit ist

t, — t} bezeichnet man als Eigenzeit(intervall) der bewegten Uhr

Eigenzeitintervall ist immer kleiner als das entsprechende Zeitintervall im In-
ertialsystem (m.a.W.: Uhr im Nichtinertialsystem geht langsamer als Uhr im
Inertialsystem)

Beispiel fiir experimentellen Nachweis:

mittlere Lebensdauer eines Myons: 7, = 2.2 x 107%s; dominanter Zerfallskanal:
pt — ey, (baw. u= — e vev,)
Myonen werden in héheren Schichten der Atmosphére erzeugt (Produktion durch

Zerfall geladener Pionen: & — pu (1/;))

— naive Erwartung: Myonen sollten nach einer mittleren Flugstrecke von
vT, < 7, ~ 3x10°ms ! x2.2x107%s = 660 m zerfallen sein (genauer: urspriing-
liche Anzahl auf den e-ten Teil vermindert); tatsichlich erreichen Myonen die
Erdoberfliche, die in mehreren km Hohe erzeugt wurden

korrekte Analyse: 7, ist die mittlere Lebensdauer im Ruhesystem des Myons
Ty,

Messung des anomalen magnetischen Moments des Myons:

— mittlere Wegstrecke im System des Beobachters = = Ty > Ty

Myon-Speicherring (Brookhaven National Laboratories): Myonen durch Magnet-
feld von 1.45 T auf Kreisbahn mit Radius R = 14 m gehalten

v>~0.99942c = v = 29.3
vT, >~ c1, = 660 m

660 m
2R

— naive Erwartung: Myon sollte im Mittel nach n = = 7.5 Runden

zerfallen sein
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tatséchlich fliegen Myonen im Mittel N = ny = ——— = 220 Runden vor
V1—v2/c?

dem Zerfall — sehr genaue Bestétigung des v-Faktors

Bemerkung: v = 0.999 ¢ wiirde 168 Runden ergeben — sehr préziser Test fiir
die spezielle Relativitdtstheorie

— Version des Zwillingsparadoxons: Vergleichsprobe von Myonen in Ruhe
sind im Mittel bereits nach der Zeit 7, zerfallen, wihrend die beschleunigten
Myonen im Mittel y7, leben (also 29.3 mal so lang)

Bemerkung: natiirlich keineswegs , paradox“, da kreisende Myonen kein Inerti-
alsystem definieren!

2.5 Vierervektoren, Tensoren

Prototyp (der Komponenten) eines kontravarianten Vierervektors: Koordi-
natendifferentiale

da® = cdt, dz' = dx, do* = dy, dz® = dz
dz" (p=0,1,2,3)

Transformationsverhalten bei Ubergang auf anderes Inertialsystem (Poin-
carétransformation):

o' =LhaY + o = dat = LFdr”

allgemein bezeichnet man A* als kontravarianten Vierervektor (genauer: Kom-
ponenten eines kontravarianten Vierervektors), falls

wlro__ n AV
At =TLEA
bei obiger Poincarétransformation (,,transformiert wie dx**)

S (A%)2 (A1) - (A%)? - (AP)? = iy

kovarianter Vierervektor: A, := g,, A”

z.B.
dzt = (cdt,d¥), dz, = (cdt,—d¥)
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A gAY = APA, = A- A =: A2
——

Ay

At B* Vierervektoren — 4-Skalarprodukt A*B, = A,B" =: A - B ist eine
Invariante (4-Skalar), d.h.
A-B =A-B

das Inverse g~! des metrischen Tensors g ist (in der flachen Raum-Zeit)

1 0 0 O
- v 0 -1 0 O
g =6 =g o _1 o | 979 =0
0 0 0 -1
wobei 0# das Kroneckersymbol ist:

1 000
0100
1=00=1001 0
0001

mit Hilfe von ¢ kann man aus einem kovarianten Tensor wieder einen kontra-
varianten Tensor machen:

AP = g™ A,
Tensoren:

das Produkt A*BY zweier kontravarianter Vierervektoren hat das Transformati-

onsverhalten
AMBY = L ALY B? = [* LY, A*B’

allgemein bezeichnet man ein Objekt 7" mit dem Transformationsverhalten
T = LA LT

als Vierertensor (kontravarianter 4-Tensor zweiter Stufe)

durch Uberschieben mit dem metrischen Tensor kann man auch den gemischten

Tensor
TMV — guaTaV

sowie den kovarianten Tensor

T, = gﬂagyﬁT‘lﬁ
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bilden
die Verallgemeinerung des Konzepts auf mehrstufige Tensoren ist offensichtlich
durch Uberschieben beider Indizes von T, erhélt man den 4-Skalar T}/

ist T ein Tensor und A* ein Vektor, so ist T A, ein (kontravarianter) Vektor,
etc.

metrischer Tensor ist ein invarianter Tensor zweiter Stufe mit kovarianten Kom-
ponenten g,
guvLiL% = YJop

einfachster Tensor: Skalar (Tensor nullter Stufe) ist invariant unter Lorentztrans-
formationen

Beispiele fiir Skalare:

o Masse m

Ladung ¢

Skalarprodukt zweier Vierervektoren

e vierdimensionales Volumselement d*z = da’da'dz?dx® = cdt do dy dz
oxH
d'z’ = |det ( W) d'vr = d*z (wegen |det L| = 1)
gr_
I

invariantes Linienelement ds? = (cdt)? — (dZ)? = g, dztdz” = datdz,

Definition des vierdimensionalen Epsilontensors:

1 falls purvpo gerade Permutation von 0123
Euwpe = § —1 falls prpo ungerade Permutation von 0123
0 sonst
e-Tensor ist ein invarianter Pseudotensor:
€MVPUL%L%L%LO = det L{:‘aﬁqﬂ;

dreht bei uneigentlichen Lorentztransformationen das Vorzeichen um (wie drei-
dimensionaler Epsilontensor bei Drehspiegelungen)
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Quotiententheorem:
werden spater den folgenden Satz bendtigen:

sei A* ein beliebig wéhlbarer kontravarianter 4-Vektor und A*B,, ein Skalar (d.h.
A¥'B,, = A'B,) = B, ist ein kovarianter 4-Vektor

Beweis: laut Voraussetzung ist A" = LHA” und A*'B), = A*B,; in Matrix-
schreibweise lauten diese Relationen:
A =LA (wobei LTgL =g) und A'T¢B = A"¢B
= ATLTyB' = AT¢yB

da der Vektor A beliebig wéhlbar ist folgt:

LYgB =gB

—~

gL=t

= B'=LB, dh. B* =I1"B"

m.a.W.: B* ist ein kontravarianter 4-Vektor und somit B, ein kovarianter 4-
Vektor

2.6 Freies Teilchen

wollen die Lagrangefunktion (bzw. Wirkung) eines freien Teilchens in einem In-
ertialsystem finden (kennen L bis jetzt nur in nichtrelativistischer Néherung)

wissen bereits, dass die Lagrangefunktion wegen der Homogenitédt von Zeit und
Raum und der Isotropie des Raumes nur eine Funktion des Betrags der Ge-
schwindigkeit des Teilchens sein kann; zusétzlich muss die Wirkung beim Uber-
gang von einem Inertialsystem auf ein anderes invariant bleiben

wir kennen aber bereits eine geeignete Invariante, ndmlich ds:

2
= S:—a/ds, a>0

1

2 2
Vorzeichen: f ds maximal fiir gerade Weltlinie, denn f ds/c ist ja gerade die

Eigenzeit fur die entsprechende Weltlinie zwischen den Raum—Ze1tpunkten 1,2;in
einem Inertialsystem (= gerade Weltlinie zwischen 1 und 2) ist aber die Elgenzeit



26 KAPITEL 2. RELATIVISTISCHE MECHANIK

2V =ct

CtQ a

Ctl

Abbildung 2.11: Variationsproblem zur Ermittlung der Weltlinie eines freien Teil-
chens in einem Inertialsystem

immer grofler als in einem Nichtinertialsystem (gekriimmte Weltlinie zwischen 1
und 2)

wir wissen: ds = cdt\/1 — v(t)?/c?
[2)
= S= —Ozc/dt\/l —9(t)2/c? = L=—-acy/1—192%/c?

t1

a wird durch den nichtrelativistischen Grenzfall (|9]/c < 1) festgelegt:

L=—-ac\/1—-192%/c? — —ac 1—117—2+
= 5zt

= a = mc

S = —mc/ds

L = —mc*\/1—v2/c?

die relativistischen Ausdriicke fiir Energie und Impuls eines freien Teilchens sind
jetzt durch die iiblichen Kochrezepte der Lagrangeschen Mechanik festgelegt:

oL mu .

i = = ) = vLe
" P ime s

muv+ ...
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2 —2
mce mu
— 2
ve MC™+ 5 +...

-
o +mc* /1 — 02/ = ———
1—72%/c?

Bemerkung: E(7 = 0) = mc? wird als Ruheenergie des Teilchens bezeichnet

Zusammenhang zwischen Energie und Impuls:

g2 m2ct o m2v?
= D=
1—v2%/c? 1—v2%/c?
E? m?2c? m2v? m?(c? — v?)
2 1-9%/2 1-9%2/c2 1-12/c?
A ~~ > - ~~ g
72 m2c2
relativistische Energie-Impuls-Beziehung;:
E2
L1 m2e2
2
-9
p
— + ...

= FE=c\p?+ m2c? mch me? + 5

. Ev ~ pc?
= V= —
P c? E

m # 0 = p und E werden fiir v = ¢ unendlich gro — Teilchen mit nicht
verschwindender Masse konnen sich nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegen

m = 0 (z.B. Photon):
E=cp| =uv= Lic
7]

d.h. |] = ¢ — masselose Teilchen bewegen sich immer mit Lichtgeschwindigkeit
Bemerkung: néherungsweise gilt £ = ¢|p’| auch im ultrarelativistischen Fall

(d.h. falls E > mdc?)
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2.7 Viererimpuls

Transformationsverhalten von E, p'bei Wechsel des Bezugssystems?
definieren Vierergeschwindigkeit:

u dzt 1 1 da#
ut = =

ds 4/1_172/022 dt

Bemerkungen:

e dx* ist ein 4-Vektor, ds ist ein Skalar = u* ist ein 4-Vektor

e " ist dimensionslos (nicht Dimension einer Geschwindigkeit)

S
V1-92/2 \/1-52]c2 ¢
dxz"dx, = ds®> = wu, =1

Viererimpuls:
P = mewt = (Efe,7)

— in der relativistischen Mechanik bilden Energie/c und Impuls einen Vierer-
vektor

2 M 22 4 29
p-=p-p=p'p,=mcuu, =m’c

das ist nichts anderes als die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

2.8 Kinematik von Teilchenprozessen

einlaufende Teilchen mit Viererimpulsen p,
auslaufendene Teilchen mit Viererimpulsen g,

Energie-Impuls-Erhaltung: > p, = > ¢
a b
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q1
D1

q2

P2 0

f

Wechselwirkung

Abbildung 2.12: Schematische Darstellung eines Prozesses in der Teilchenphysik

Zerfall von Teilchen
nur ein Teilchen im Anfangszustand

einfachste Moglichkeit: zwei Teilchen im Endzustand (2-Teilchen-Zerfall); kennen
bereits: 7% — u* (V;)

b1

D2

Abbildung 2.13: Zerfall eines Teilchens mit Viererimpuls P in zwei Teilchen mit
Viererimpulsen pq, ps

P =pi+po

(Bfe, P) = (Ey/e,i) + (Bo/c, )

E=c\|P2+ M2, E;=c\/p2+m22 (i=1,2)

im Ruhesystem des zerfallenden Teilchens (= Massenmittelpunktssystem) ist

P=0:
(MC76) = (\/ 512 + mfczvﬁl) + (\/ ﬁ22 + m3027ﬁ2>

wobel
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bzw.

Me = \J2+mic 4 /52 + mic > (my +ma)e

=1

= D1+ Py

— Zerfall nur moglich, falls M > my 4+ mo

b1
Dy =—D1
Abbildung 2.14: Impulserhaltung
Energie der Zerfallsprodukte:
man konnte natiirlich po = —p7 in die obige Gleichung fiir die Energieerhaltung

einsetzen, |py| daraus ausrechnen und dann F; und Es erhalten; es geht aber ohne
Zerlegung der Vierervektoren in zeitliche und rdumliche Komponenten eleganter:

P=pi+p = P—-—p=p
= (P-pm)’=p; = McE+mic®—2P p =msc
im Ruhesystem des zerfallenden Teilchens ist P -p; = M E;

(M? +m? — m3)c?
2M

= FE =

log:
analog (M2 ., m% - m%)CZ
oM

E2:

Beispiel: 70 — vy, Mo ~ 135 MeV /c?

m=mg=m,=0 = L =FE-= Moc? /2 ~ 67.5MeV
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q1

41
q2

qs3
P2

Abbildung 2.15: Erzeugung neuer Teilchen in einem Kollisionsexperiment

fiir Beschleunigerexperimente relevant: zwei Teilchen im Anfangszustand —
Teilchenerzeugung moglich

Beispiel: ete™ — putpu~

P1+Dp2=q +q

(\/PF +mzc?, p1) + (\/ 05 +m2c® p2) = (\/ @ +mpc?, ¢) + (\/ @ +m}ic?, @)
— — SN——— —

E /c E,_/c E4/c E,/c

im Massenmittelpunktsystem: 73 +po =0 = G+ =0

= B = /PR +m2 = By = o/ +m2c > m,c?

— Prozess nur moglich, falls E.+ > m,,c?
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Kapitel 3

Elektrodynamik

3.1 Felder in der speziellen Relativitidtstheorie

einfachster Fall: skalares Feldes S(x), das durch die Transformationseigenschaft

bei einer Poincarétransformation 2’ = Lz + a (LTgL = g) definiert ist; wegen
r = L7}z’ — a) kann man auch schreiben:

ein (kontravariantes) Vierervektor-Feld V# ist durch das Transformationsver-
halten
VH (') = LLVY (z) = LEVY (L2’ — a))

definiert

durch Herunterziehen des Index mit Hilfe des metrischen Tensors kann man aus
einem kontravarianten Vektorfeld V#(z) das dazugehorige kovariante Vektorfeld
Vu(z) = g, V" (x) erhalten

der 4-Gradient eines Skalarfeldes,

0 10S =
ist der Prototyp eines kovarianten 4-Vektor-Feldes:
dS = S(x +dz) — S(x) = =—da*

33
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da dS ein Skalar ist und dz* ein (beliebig wahlbarer) kontravarianter 4-Vektor
ist, folgt aus dem Quotiententheorem, dass

0

Daot

S(x) =:0,5(x)

ein kovarianter 4-Vektor ist

Bemerkung: 0" := ¢"0,

ein Tensorfeld 7" (x) ist durch das Transformationsverhalten
T#'(x') = LELETP (x) = LLLET* (L7 (2 — a))

definiert

Bemerkungen:

e durch Uberschieben der Indizes erhilt man das Skalarfeld " ()

e mit Hilfe eines Vektorfeldes V,,(z) und des Vierergradienten kann man das
Tensorfeld 0, V, () erhalten

3.2 Viererpotential

ein elektromagnetisches Feld kann durch ein 4-Vektor-Feld, das sog. Viererpo-
tential beschrieben werden:

At(z) = (A%, 2), A(t, 7)) = (6(t, T), A(t, )

¢(t,7) ... skalares Potential
A(t,Z) ... Vektorpotential

mit Hilfe des Viererpotentials kann man das Wirkungsintegral fiir die Be-
wegung eines Punktteilchens mit Masse m und Ladung ¢ in dem durch A*(x)
beschriebenen elektromagnetischen Feld folgendermafien angeben:

S = —mc/ds 4 /dx“Au(a:)
¢
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die Forderungen der speziellen Relativitdtstheorie sind durch ein Wirkungsin-
tegral dieser Form offensichtlich erfiillt (— Bewegungsgleichung hat in allen
Inertialsystemen die gleiche Form)

wéhlen die Zeit t (in einem beliebigen Inertialsystem) zur Parametrisierung der
Weltlinie (t — z(t)) im Wirkungsintegral:

S = —mc/ds— g/(M"Au(x)
c

n

= /dt(—mczx/l—ﬁQ/CQ— g dz"

1 o)
= /dt(—ch\/l—UQ/CZ—

u
q . —
q Ay +-7- A)
~~ ¢
¢
— Lagrangefunktion eines geladenen Punktteilchens in einem (durch ¢ und

A beschriebenen) dufleren elektromagnetischen Feld:

7 A(t, )

L=—mc*\/1—02/c2—qp(t, T)+

O I

— kanonisch konjugierter Impuls (dreidimensionale Notation!)

oL mu; q q
b= =—F———=+-Ai=pi+ -4
Yy A

bzw. in Vektorschreibweise:

P =

H = Vi

H ist aber nicht durch ¢, Z, v, sondern durch t, 7, P auszudriicken —» dabei hilft
die folgende Beobachtung;:

mc? T mv
H-qgp=—C _ p_9p7____™M
? V91— 92/c? c V1—92/c?
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— zwischen H — q¢ und P - qff/ c besteht die gleiche Beziehung wie zwischen
E und p bei Abwesenheit des Feldes:

H— 2 . N2 B N2
( ‘-’¢) —mic+ (P-14) ;»H:c\/chH(P—gA) +q¢
cC C

C

nichtrelativistischer Limes (v < ¢):

. A2
, . (P—gA) .l

L:mv _q¢+g14.{j’ H=-~—*" +1q¢, ﬁ:mU:P—gA
2 c 2m c

3.3 Elektromagnetisches Feld

wollen die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens in einem dufleren elek-
tromagnetischen Feld finden (Riickwirkung der Ladung auf das Feld wird ver-
nachléssigt)

brauchen zur Aufstellung der Bewegungsgleichung:

oL
8:61-

= —qVio(t. @) + 1V,(5- Alt, 7))

— Bewegungsgleichung:

d mu; q qdA;
e ve+rLovoa, 4
Ty qVip + CUsz T
10A;
= q < —Vig———, ) +%yk(viz4kv— Vi Ai)
h ~~ d (TxB);
E;

Zusammenhang zwischen den Potentialen ¢, A und dem elektrischen Feld E
und dem Magnetfeld B:

Bemerkung:
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tatsachlich ist

(17)( é)l = 5iklUkBl

= &kl Uk 5lmanAn
= u(Vidp = Vi 4))

und man erhélt die Bewegungsgleichung

dp " U
L (E(t.7) + =

aus den Ausdriicken
E=-V¢

10A

S cot’

—

Bzﬁxff

erhélt man Gleichungen, die nur mehr E und B enthalten:

dlvé = Vsz = VZ EijijAk
€Z‘jkviVjAk
0
da €ijk = —Ejik und VZVJ = V]VZ
(I"Ot E)Z = EijijEk
10A
= €zgkvj< Vi — EW)
10
= _EafijkvjAk
0 S
== —EE(I'O)C A)z
~ 10B
N c Ot

— erste Gruppe der Maxwellschen Gleichungen

rotE: —

10B

c Ot

divB =0

37
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in Worten:

10B .
rot E = ——aa— . zeitliche Anderung des Magnetfelds — elektrisches Feld
c

divB=0...es gibt keine magnetischen Ladungen

3.4 Eichtransformation

hatten auch von

rot E = —la—B, divB =0
c Ot

starten konnen, um festzustellen, dass
divB=0 = EI/_f, sodass B = rot A

Einsetzen in

108
tE=————"
ro c Ot
gibt
. 104 =, 10A
ot FE4+—-—— 1] =0 = d¢, sodass £+ ——— = —grad ¢
c ot c ot

E und B sind die physikalisch beobachtbaren Felder, dagegen sind ¢ und A durch
E und B nicht eindeutig festgelegt, da

d =0t 2 A=A
E und B ungeéndert lassen:
B = rotA =rot A —rotgrad A = B
0
- 1A 10A 104 190 ~
E = —grad¢’ — - = —grad d-— ———+ ——gradA=F
grad ¢f c Ot grad¢ — gra cadt ¢ ot * cots?
0 0
B k . i~ — = Vi
emerkung: V T 8tv
¢ und A sind also nur bis auf eine Eichtransformation
1 A —, — —
¢ =¢+ 8 A'=A—-VA

durch E und B bestimmt
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Bemerkungen:

1. Verhalten des Viererpotentials bei Eichtransformation:

Al = Ay + 9,0

2. Anderung des Wirkungsintegrals fiir geladenenes Teilchen in #uBerem elek-
trischem Feld,

2

2
S’:S—g/dx“@MA:S—g/dsZ—A:S—QA
C

C C S
1 1

2
1?

beinflusst Bewegungsgleichung nicht, da Weltlinie am Angfangs- und End-
punkt nicht variiert wird und somit 6.5’ = §S (wir wissen natiirlich bereits,
dass in der Bewegungsgleichung nur die eichinvarianten Gréfien E und B
vorkommen)

3. als weitere Moglichkeit kann man sich auch davon {iberzeugen, dass sich die
Lagrangefunktion

L= —m\/1— 72/ — qb(t, @) + %a- A(t, 7)

bei einer Eichtransformation nur um eine totale Zeitableitung éndert

3.5 Lorentzkraft

Probeladung
g am Ort ¥, Geschwindigkeit o/
\

4 o’

<—— andere Ladungen

o T o

Abbildung 3.1: Probeladung in einem &ufleren elektromagnetischen Feld

—

Kraft auf die Probeladung: F = q(E(t, ) + Y B(t, 7)) ... Lorentzkraft
c
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— —

E(t, %), B(t,Z) ist das von den ,anderen® Ladungen erzeugte elektromagneti-
sche Feld

Bemerkungen:

1. Annahme: ¢ so klein, dass Riickwirkung der Probeladung auf andere La-
dungen vernachléssigbar

— —

2. E(t,7), B(t,Z) konnen nicht beliebig vorgegeben werden, sondern unterlie-
gen den durch die erste Gruppe der Maxwellschen Gleichungen gegebenen
Einschrankungen (siehe oben); m.a.W.: zwei willkiirlich vorgegebene Vek-
torfelder entsprechen i. Allg. nicht einem durch eine Ladungs- und Strom-
verteilung (,andere“ Ladungen) erzeugten elektromagnetischen Feld

Bewegungsgleichung eines Probeteilchens mit Masse m und Ladung ¢ im
(duBeren) elektromagnetischen Feld E(t, ), B(t,Z):

dp S U s
- = q(E(t, ) + - x B(t, x))
L mu
P 1—02/c?

aus der Bewegungsgleichung folgt die Formel fiir die Anderung der kinetischen

Energie des Teilchens:

d mc? -
L —

dt \/1—52/c?
£

& ... kinetische Energie + Ruheenergie
Bemerkung: Magnetfeld leistet keine Arbeit, da v x Bl#

3.6 Bewegung im statischen homogenen elektri-
schen Feld

betrachten Bewegung eines Punktteilchens mit Masse m und Ladung ¢ in einem
statischen homogenen (rein) elektrischen Feld; wihlen Koordinatensystem
so, dass xz-Achse in Richtung von E zeigt:

E=Eée, B=0
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Bewegung der Punktladung beschrieben durch:
pP=qE = pt) = qBt+p(0)
= pa(t) = qBt +pa(0), py(t) =py(0), pu(t) =p:(0)

Zusammenhang zwischen p'und o:

P e

weilters wissen wir:
d d d - o . - -
%8— ECV m202+p2 = $QE'7’, 'r:xex—i-yey—l-zez

= 5tot:5—qE~F:5—qu:const.

= ot = C\/m202 + (gBt —1-10;,;(0))2 + py(0)2 4+ p,(0)? — gEx(t) = const.

betrachte nun die spezielle Anfangsbedingung 7(0) = 0, p(0) = 0:

cy/m2c® + (qFt)? — qEz(t) = md?

c\/m202 + (qEt)? c?
- —2(t) =0
fiir kleine Zeiten (entspricht ] < ¢, da ©(0) = 0):
mc*(1+ 3(gEt/me)* +...) —mc*  qE ,
t) ~ = —1 -
@(?) qF 2m +

(nichtrelativistische Formel fiir Bewegung in konstantem Kraftfeld)

fiir grofle Zeiten ndhert sich || immer mehr der Lichtgeschwindigkeit (ohne sie
je zu erreichen)

3.7 Bewegung im statischen homogenen Ma-
gnetfeld

betrachten nun Bewegung eines geladenen Punktteilchens im statischen homo-
genen Magnetfeld
E=0, B=Be,
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Bewegungsgleichung:
5 U % é S mu . 517
p= qC y b= \/m T2

& = const. bei Bewegung in reinem Magnetfeld

E - v =
c c

. qcB

Uy = 71@

) qcB

vy = —7%

0, = 0 v,(t)=v,(0) = z(t) =v,(0)t+ 2(0)

Bewegung in z-Richtung entkoppelt; verbleibendes zweidimensionales Problem:

. . qcB

U =Wy, Uy = —Wp, W=
Integration ergibt:

ve(t) = v cos(wt + )

vy(t) = —vgsin(wt + )

vor = \/Um(t)Q + v,(t)? = const.

nochmalige Integration — Projektion der Bewegung des Teilchens auf z-y-
Ebene:

x(t) = Yot sin(wt + ) + a
w
y(t) = tot cos(wt +a) +b
w
Kreis mit Radius
vor vl ¢ muye Py

r=—

w  qcB —q_B\/l—ﬁ?/c2 - ¢B

mit Mittelpunkt (a,b); (p; ist der Betrag der Projektion des Impulses auf die
x-y-Ebene)

— Ladung bewegt sich auf Schraubenlinie mit Achse || B

Bemerkung: fiir |0] < ¢ ist & ~ mc* — w = ¢B/mc
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3.8 Feldstarketensor

wollen manifest kovariante Form der Bewegungsgleichung eines geladenenen
Punktteilchens in einem &ufleren elektromagnetischen Feld herleiten

manifest kovariant: Form der Gleichung in der nur Vierevektoren, bzw. Viererten-
soren auftreten — Gleichung hat somit in allen Inertialsystem offensichtlich
(mit freiem Auge erkennbar) die gleiche Form

erfreuliches Nebenprodukt: erhalten Transformationsverhalten des elektromagne-
tischen Feldes bei Poincarétransformation

Feldstarketensor F),, := 0,A,—0,A, — antisymmetrischer, eichinvarianter
Tensor zweiter Stufe

0o E, E, E.

[-E. o -B. B,
Fw)=1_g B 0 -B
~E. -B, B, 0

Hochziehen der Indizes mit Hilfe des metrischen Tensors ergibt:

0 -BE, —E, —E,
E, 0 —-B., B,
E, B. 0 =B,
E. -B, B, 0

() =

kovariante Form der Bewegungsgleichung:

dpu _ q v_9p v
d—: = 2(3“14,, — 3,,Au)u = EFW/U

rdumliche Komponenten der manifest kovarianten Bewegungsgleichung gleichbe-
deutend mit

& . T

zeitliche Komponente entspricht dem aus der Bewegungsgleichung folgenden Aus-
druck fiir die zeitliche Anderung der kinetischen Energie:

d€ -
A
a1

Transformationsverhalten des Feldstarkestensors bei Poincarétransformation:

P (') = LELYFP (z) = LEFP (z) LY
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mit F' = (F*) und L = (L") kann man diese Gleichung auch in Matrixform
schreiben:
F'= LFL"

Transformationsverhalten des elektrischen und magnetischen Feldes bei unserer
Standardlorentztransformation:

E. = E,

E, Y(E, — VB,/c)

E. = ~(E.+VB,/c)

Komponente des elektrischen Feldes in Richtung parallel zur Relativgeschwindig-
keit V' der beiden Bezugssysteme bleibt ungeéndert; Feldkomponente normal zu
V wird geédndert, Beimischung des Magnetfeldes

analoger Ausdruck fiir Magnetfeld:
B, = B,
B, = ~(By,+VE./c)
B, = ~v(B.—-VE,/c)

aus diesen Gleichungen kann man leicht die allgemeine Transformationsformel
(bei beliebiger Lage von V') erraten:

| = £ | = B

o | <u

E\ = y(E+—xB)L B, = ~(B-

Umkehrtransformation: gestrichene und ungestrichene Gréfien vertauschen und
V' durch —V ersetzen:

Ly = Ej By = B
EJ_ = 7(5/_%X§/)L gl = 7<§/+%XE/)L

angenommen im System S’ ist ein rein elektrisches Feld, d.h. B =0 (Feld durch
ruhende Ladungen erzeugt)

= B=

o | <u

xE = BL1EV
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angenommen im System S’ verschwindet das elektrische Feld:

= E=-——xB = ELBV

o | <u

Invarianten des elektromagnetischen Feldes:

FmF,, = 2(B? — E?) ist ein Skalar

5WQ5F“”F°‘5 — 8FE - B ist ein Pseudoskalar

bei Spiegelung: E — —E (polarer Vektor), B — B (Axialvektor)
Folgerungen aus der Invarianz von B> — E? und E - B:

E? = B2 in einem Bezugssystem = E? = B? auch in jedem anderen Bezugssy-
stem

E 1 B in einem Bezugssystem = E-B=0= E L B auch in jedem anderen
Bezugssystem

3.9 Wirkungsprinzip in Feldtheorien

Felder ¢,,(x) (m=1,...,n)
erste Ableitungen der Felder 0,¢,, = 0¢,,, /02" = pum,y
Beispiel: Elektrodynamik ¢,,(z) = A,(z)

Wirkungsintegral:

5= / ' L6 (@), dmp(), )

Lagrar;gredichte
Bemerkung: explizite Abhingigkeit von x nur bei Anwesenheit duflerer ,,Quel-
len*
bei der folgenden Ableitung der Feldgleichungen werden Indizes m unterdriickt:
Wirkungsprinzip: ¢(z2, Z) und ¢(z), ¥) fix vorgegeben; ¢(z) fiir 20 < z° < x)

dadurch festgelegt, dass

S =1 [aL(o@). 6y @).0). G = lahaf) x R

C
G

ein Extremum annimmt
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Randbedingungen im réaumlich Unendlichen: Vl|im d(x°, %) =0
T|— 00

Variation des Feldes: ¢(z) — ¢(z) + n(x), n(x2, 7) = n(z), ) =0

S extremal: §S = 0 fiir infinitesimales 7

O = 55 = 1/‘d4l' [£(¢+na gbvu +777u7$) - £(¢7 QZ),M,ZL')]

C

G
1 . 0L oL
— C/dx{8¢n+a¢wnw}
G ——

oL oc
0 (55m) ~ (2n i )

1 . |0L oL 1 4 oL
= C/d:c{a(b 8“a¢’u]n+6/dx8u(a¢wn)
G G

J/

TV
[ oy 2L n=0
aG 9%

in der letzten Zeile wurde der Gauf3sche Satz'
verwendet: da n]ge = 0, verschwindet der Beitrag des letzten Terms

abgesehen davon ist 7(x) beliebig — Feldgleichung (Euler-Lagrange-Gleichung):

oL oL

%96~ 90

Bemerkung: bei mehreren Feldern ¢ — ¢,

Erlauterung zum Gaufschen Satz in 4 Dimensionen: orientiertes Volumen des
von den vierdimensionalen Vektoren a,b,c,d aufgespannten Parallelepipeds =
det(a, b, ¢, d) = €np,5a°b 7 d°

Erinnerung an [d £+ A(Z) in 3 Dimensionen: Fliche gegeben durch Parameter-
F

darstellung (u,v) — Z(u,v)

LCarl Friedrich GauB8 (1777-1855)
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Integration iiber geeigneten Bereich der Parameter (u,v), sodass Fliche F' durch
Parameterdarstellung (u,v) — Z(u,v) beschrieben wird

- - OF or ox; . Oxy,
Todf = det(A Lan Llavy = A e, 2% g, 98k
df = det(A, 8udu’ (%dv) wak 5 du 5 dzi
df;

Verallgemeinerung auf dreidimensionales Gebiet F' im vierdimensionalen Raum:
Parameterdarstellung = = z(u, v, w)

Or ,  Ox Oz o ox’  OxY  0x°
det (a, %du, %dv, %dw) =a fag,ﬂg EW du e dv M dw

=:doqy

J

GauBscher Integralsatz fiir vierdimensionales Gebiet G mit (dreidimensionalem)
Rand 0G:
/d4:p Oup(x) = /dcru o(x)
G aG
Bemerkung: Feldgleichung éndert sich bei der Ersetzung
L— L+ fM(d(x),2)
nicht, da wegen
1
S—= S+ - / do, f*
c

der Randterm bei der Variation von S nicht beitréigt (kann auch durch explizites
Einsetzen in die Feldgleichung iiberpriift werden)

3.10 Wirkung fiir das elektromagnetische Feld

Feldvariablen A, (z)

Forderung der Poincaré- und Eichinvarianz des Wirkungsintegrals
Eichinvarianz verbietet z.B. einen Term A, A" in der Lagrangedichte
wissen bereits: F),, = 0,4, — 0, A, ist eichinvariant

F,, F* ist ein Skalar

Ewap™ F of ist ein Pseudoskalar, allerdings ist dieser wegen

Eap M FP = de,,050" AV 0" AP = 40" (2,05 A0 AP)
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auch ein Vierergradient — kein Beitrag zu Feldgleichung

wissen seit Maxwell: Grundgleichungen der Elektrodynamik sind lineare Diffe-
rentialgleichungen — Felder diirfen in der Lagrangedichte £ hochstens quadra-
tisch auftreten — Term aF),, F'*" die einzige Moglichkeit:

1 4
= F, ™
SFeld 167c /d T Ly

Bemerkung: Gauf3-System!

— gesamtes Wirkungsintegral von Feld und Teilchen:
da 1 v
S = —;/macdsa — ;/;Audﬁg — ﬁ/d‘lxﬂwﬁ—’“

Umformung des zweiten Integrals mit Hilfe der Viererstromdichte

dzxk(t)
dt

7(x) =) qu 6 (T — Zu(1))

Zusammenhang mit der Ladungsdichte p und der Stromdichte J:

= (mf)

p(t,f) = ZQa(S(?’)(f_fa(t))

A7, (t)
dt

j(taf) = ZQad(g)(f_fa(t))

Bemerkung: j# erfiillt die Kontinuititsgleichung

5 1
" =0 & p+divyj=0 = Q(t):/d?’xp:—/dcruj“
&
20=ct

Behauptung:

1 . 1
) /d4x At = . Z/quudl’Z

1 1
= S:—Z/macdsa—g/d‘leluj“— = C/d‘*a:FWF“”
s

Bemerkung: beachte den Zusammenhang zwischen Eichinvarianz und 9,,j* = 0!
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Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld:

oL oL
“OA,,  0A,
oL 1 or 1
= __F,LLI/ = 4V
0A,.,  4r 04, ¢’

= zweite Gruppe der Maxwellschen Gleichungen

‘ & dreidimensionale Schreibweise‘

= . 47 10E
divE = 47p, rotB:_ﬂ-j+__
c c Ot

Bemerkung: die manifest kovariante Gleichung
OpFyw + Oy Fp + Ok, =0

ist dquivalent zur bereits frither besprochenen ersten Gruppe der Maxwellschen
Gleichungen (homogene Differentialgleichungen):

. 10B .
rotE:——a—B, divB =0
c Ot

mit Hilfe des total antisymmetrischen (Pseudo-) Tensors €,,,, kann man den
dualen Feldstarketensor F),, 1= €, F*? /2 definieren

0 -B, —B, —B.
. B, 0 —E, E

= (F,)=|"" .
Fw)=15 B 0o -E

B. —-E, E, 0

die erste Gruppe der Maxwellschen Gleichungen lésst sich dann auch in der Form
0, F" = 0 schreiben

im Prinzip zu l6sen wére das gekoppelte System aus Feldgleichungen und
Bewegungsgleichungen der geladenen Teilchen:
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471', ~ dp” Ga
o, F*" = —4"  9,F" =0 @ — 22 P
H ) On " ds c Y

man stoBt dabei jedoch bald an die Grenzen des Anwendbarkeit der klassischen
Elektrodynamik (divergente elektromagnetische Selbstenergie von Punktladun-
gen, Strahlungsriickwirkung, etc.)

— konsistente Behandlung erst im Rahmen der quantisierten Theorie (Quanten-
elektrodynamik) moglich

— daher oft bescheideneres Programm: Berechnung des elm. Feldes bei vorge-
gebener Ladungs- und Stromverteilung

3.11 Maxwellsche Gleichungen

unser Zugang: Konstruktion einer poincaréinvarianten Feldtheorie fiir ein Eichfeld
Ar(z) (gekoppelt an geladene Punktteilchen) — Maxwellsche Gleichungen

historisch: von James Clerk Maxwell (1831-1879) in den 60er Jahren des 19.
Jahrhunderts formulierte Grundgleichungen der Elektrodynamik

erst von Einstein in voller Klarheit erkannt: spezielle Relativitatstheorie bereits
in der Maxwellschen Theorie verborgen

Maxwellsche Gleichungen

ST 10B(t, 7)
LR = e div E(t, %) = 4mp(t, )
= 41 - 10E(t. 7 B A
rot B(t, ) = —~j(t,7) + - ét,x) div B(t, ) 0
C

Ladungsdichte p(¢, ) Ladung/Volumen
[ &Pz p(t, @) = Qv(t)... im beliebigen (dreidim.) Gebiet V zum Zeitpunkt ¢
v

enthaltene Ladung
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Abbildung 3.2: Ladungsdichte

—

Stromdichte j(¢, 7) Ladung/(Zeit x Fliche)

[d F-j(t, &) = Ip(t) ... durch die (beliebige) Fliche F zum Zeitpunkt ¢ flieBender
F
Strom (Ladung / Zeit)

Abbildung 3.3: Stromdichte

p und j sind natiirlich nicht voneinander unabhingig!

betrachte den Fall, dass sich die Bewegung der Ladungen durch ein Geschwindig-
keitsfeld U(t, ¥) beschreiben ldsst
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df

/a( i

|v]dt
Abbildung 3.4: Geschwindigkeitsfeld

in der Zeit dt stromt die Ladung p || dt |dﬂ cosl = pv-dfdt = j-dfdt durch
das betrachtete Flachenelement

= j’sz

dass p und j nicht unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen, folgt auch
direkt aus den Maxwellschen Gleichungen:

L4 L 19 .
divrot B = —Wdivj+——divE
u

) 3
N 8—/t)+divj:0

Kontinuitéatsgleichung

%+divj:0

physikalische Interpretation der Kontinuitédtsgleichung:

.

&,

_
ov 1%

Abbildung 3.5: Interpretation der Kontinuitétsgleichung
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bel. 3-dim. Gebiet V'
oV ... Rand von V

d d . .
Cau(t) = E/d?»g;p(t,f) _ —/df~j(t,:?) _ —/d%divj(t,:?)
1% 174

ov

Bemerkung: im letzten Schritt wurde der Satz von Gaufl verwendet

= /d% (%Hhvj) =0
|4

) B}
9P L divi=0

ot
lokale Form der Ladungserhaltung

V beliebig =

Ladungs- und Stromverteilung sei im Endlichen konzentriert:

-

j70

Abbildung 3.6: Ladungs- und Stromverteilung

Gesamtladung Q = [ d®zp(t, 7)
R3

Q_

/df- j(t,f) = () = const.
dt —

OR3 0 fiir|&|—o00

typischer Fall einer Erhaltungsgrofie in einer relativistischen Feldtheorie

vierdimensionale Form der Kontuititsgleichung:

_8p —*—_»_18 =2 o
o_a+v —za(cp)jLVj—auj

Stromdichte-4-Vektor j* = (cp,j)
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Veranschaulichung des Transformationsverhaltens von p und J:
S/

Abbildung 3.7: In S’ ruhende Ladung @) in Wiirfel mit Kantenlédnge L

g () = <c%, 6)

S’ bewege sich mit Geschwindigkeit V relativ zu System S — wegen Lorentz-
kontraktion in Bewegungsrichtung ist das Volumen, in dem sich die Ladung @)
befindet nicht mehr L3 sondern L3\/1 — V?2/c?

Q QV ) -
C 5 = \cp,
LI V2@ 31 V)& (p\j:-/)
pV

SACH

Bemerkung: vollig analog zu 4-Impuls

M_( mc mV )
P V1=V2/2 \JT1-V2/c2

nur Invariante m durch Invariante () ersetzt

3.12 Zeitunabhingiges Feld

betrachten spezielle Situation
O/ - 4 4
—(p, ',E,B) =0 =

Elektrostatik rotE =0, divE = 4drp
I P .
Magnetostatik rot B = —Wj, divB =0
c

Gleichungen fiir E und B entkoppeln im stationédren Fall
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3.13 Elektrostatik

rot £ = 0, div E = 4d7tp

rot und div sind lineare Differentialoperatoren — falls Elg Losung der elek-
trostatischen Gleichungen fiir pyo = Superposition E; + E, ist Losung der
Gleichungen fiir Ladungsdichte p; + po

Integralform der elektrostatischen Gleichungen:

$dz- E =0 fiir beliebige geschlossene Kurve
fd?’:pdivﬁ =/ df- E= [ dxdrp =4n Qv
1% oV 1%
andere Moglichkeit: Formulierung der Elektrostatik mit Hilfe des skalaren Poten-
tials
rot £ = 0 (im ganzen Raum) <& E = —grad ¢
= Poissongleichung?
divgrad ¢ =: A¢p = —4np

Laplace-Operator?

0? 0? 0?
A = 1 = - Pl
div grad = V,V; 022 + 022 + 022

Feld einer am Ursprung ruhenden Punktladung ¢:

erwarte aus Symmetriegriinden:

verwenden

/df-E:47er

ov

wiahlen fiir V' = Kugel mit Radius r, Mittelpunkt im Ursprung

2Siméon Denis Poisson (1781-1840)
3Pierre Simon (Marquis de) Laplace (1749-1827)
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E(r)

Abbildung 3.8: Elektrisches Feld einer im Ursprung ruhenden Punktladung

/df~ E = 47*E(r) = 4mq
av

— Coulombfeld E(@) =L (r=))
.

Charles Augustin Coulomb (1736-1806)
rot E = 0 ebenfalls erfiillt, da

2o 4T q
E(%) = 3= —grad;
d.h. das (Coulomb-) Potential einer im Ursprung befindlichen Punktladung ¢ ist:
— q
O(T) =
7]

Feld einer am Ort ¢ befindlichen Punktladung g¢:

B - 40
|7 — 7|
— q
O(f) = ——
(@) 17— |

Potential einer beliebigen Ladungsverteilung p — verwende Linearitét des Lapla-
ceoperators — Losung der Poissongleichung A¢ = —4mp:
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T

> B@) = —aradold) = [@ypli)

zur Beschreibung der Ladungsdichte einer Punktladung (mit Ladung ¢ = 1) wird
die sogenannte (dreidimensionale) Deltafunktion verwendet:

. 0 firZ#£0 .
6B (7) = {oo i 7 — § /d?’x 6B(z) =1
R3

es ist klar, dass es keine Funktion im iiblichen Sinn mit dieser Eigenschaft gibt;
eine mathematisch einwandfreie Beschreibung eines solchen Objekts léasst sich im
Rahmen der Theorie der Distributionen (oder verallgemeinerten Funktio-
nen) geben; fiir unsere Zwecke geniigt es zu wissen, dass man mit der §-Funktion
so rechnen, dass

[#289@)1@) = 1)
falls f(Z) eine Funktion im iiblichen Sinn ist

die Ladungsdichte einer Punktladung ¢ am Ort & = g ldsst sich dann in der Form

schreiben und

3.14 Feld einer gleichférmig bewegten Ladung

S S’

Abbildung 3.9: Punktladung ¢ ruht im Ursprung von S’

Punktladung ¢ ruht im Ursprung von S’
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elektromagnetisches Feld im Inertialsystem S’:

=/
(gl =) qr >3

RE

Lorentztransformation —» elektromagnetisches Feld E(t, &), B(t, &) . . . Feld einer
Ladung, die sich mit der konstanten Geschwindigkeit V' = Ve, bewegt

kennen bereits das Verhalten des elektromagnetischen Feldes bei obiger Lorentz-
transformation:

E, = v(E,—-VB./c) B, = ~(B,+VE./c)
E. = ~(E,+VB,/c) B, = ~(B,-VE,/c)

die Umkehrtransformation (V — —V) lautet:

E, = E. B, = B,
E, = ~(E,+VB./c) B, = ~(B,-VE./c)
E. = y(E.-VB,/c) B. = ~(B.+VE,/c)

wir haben es mit dem Spezialfall eines rein elektrischen Feldes im System S’ zu
tun, die Formeln vereinfachen sich dann auf

E,=E, E,,= ny?'M

B,=0, B,=-4VE./e, B,= ’}/VE;//C

den Zusammenhang zwischen elektrischem und magnetischem Feld kann man in
diesem Fall etwas kompakter schreiben:

B=~V xE'Je=V x E/c
dh. BLV, E

setzt man nun das Feld der in S’ ruhenden Punktladung ein, so erhélt man

/

Et7) - Bt - — ot V)
(:1:’2 +y? + z’2) (72@ — V)2 +y2 + 22)

v = qvy' B qvy
Ey(t,x)—’yEy(t,x)— 2 2 2\3/2 (9 2 2 2\3/
(22 +y? + 272) (V2(z = V)2 + 92 + 22)

2
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/
E.(t,7) = vEL(t',7") = e - ek

(22 4+ y? + z’2)3/2 (V(x=Vi2+y2+ 22)3/2
fithre jetzt den Radiusvektor ¥ = ¥ — Vte, von der momentanen Position der
Ladung ¢ zum Aufpunkt ¥ = ze, + ye, + z€, ein:

z

ST
all

Vit
Abbildung 3.10: Radiusvektor 7

0 = Winkel zw. V u. 7
ro= |7
y?+ 22 =1r2sin?0

Umformung des Ausdrucks im Nenner:

2 2
V-Vt +y'+2" = 72(<x—Vt>2+y +Z>

72

. 72<<x—Vt)2+y2+zi+<1/72—1)(y2+z2))
~~ ~~ S——

J/

r2 —V2/c? r2sin? 6
V2o
= %2 (1 — —sin%6
2

o = 1— V2 2
= E — g . 2/C
r3 (1 —V2sin® 0 /c?)3/2
bei fester Entfernung r von der Ladung wéchst der Betrag der Feldstérke, wenn
6 von 0 bis 7/2 zunimmt (bzw. von 7 auf 7/2 abnimmt); seinen kleinsten Wert

hat das Feld in den Richtungen parallel zur Bewegung (6 = 0, 7); er betrigt

q
Ej= 501~ V?/c)
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der Maximalwert wird senkrecht zur Bewegungsrichtung erreicht (6 = 7/2):

q 1

E, =

Seo L7 * ruhende Ladung

Abbildung 3.11: Elektrisches Feld einer ruhenden und einer bewegten Punktla-
dung

Fldachen mit gleichem Betrag der Feldstéarke:
bewegte Ladung

—

/7 N
¢ *, ruhende Ladung
1 <
| |
\ 1
\ 1

\ 4

N 4

Abbildung 3.12: Flidchen mit gleichem Betrag der Feldstarke

bei einer Vergroflerung der Geschwindigkeit wird Ej kleiner und E, grofer; Feld
einer bewegten Ladung ist in Bewegungsrichtung ,,abgeplattet®

Dilatation des Coulombfeldes ist auch experimentell beobachtbar: fliegt ein gela-
denes Teilchen durch eine Blasenkammer, so hinterldsst es dort eine Ionisations-
spur; deren Dicke (Anzahl der ionisierten Teilchen pro Lénge der Spur) nimmt
zundchst mit zunehmender Teilchenenergie ab (grob gesprochen hat das Teil-
chen immer weniger Zeit Atome zu ionisieren); wird die Energie weiter gesteigert
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(v ~ ¢), so nimmt die Ionisation nach Durchlaufen eines Minimums wieder zu,
da durch den oben beschriebenen Effekt das Coulombfeld auseinandergequetscht
wird und mehr Atome pro Lénge der Bahn ionisieren kann

Tonisationsdichte

T=FE — mc?

Abbildung 3.13: Tonisationsdichte

3.15 Elektrischer Dipol

Ladungsverteilung (Ladungsdichte p) mit typischer Abmessung ¢ sei um den Ur-
sprung konzentriert; wollen das Feld in grofler Entfernung r > ¢ wissen

Py

Abbildung 3.14: Elektrisches Feld in grofier Entfernung von einer Ladungsvertei-
lung

wﬁz/fyf@l

|7 — /|
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& — g =rlit—g/r| = ry/1+52/r2 =24 §/r

y 14
|:i—‘g;<<1:>g::372/702—27?1]/7’<<1
1 3 5)
l+e)V2=1—ce4+ 22— =34 ..,
(1+¢) 25+85 TS +
1 11, 3
- - _ 97 247
7l =5 (07t =2 gfr) A g
11 11 i
= - + i + 55%%(3?/1‘% — 6iky”)

Q +nidi 1ningqr
r 72 2 3

&() = ¢(ril) = +.

Ladung Q= [d*yp(y)
elektrisches Dipolmoment d = [ &ypq)y
Quadrupoltensor ¢, = [ &y p(9)(3yiyx — dixy?)

Bemerkung: Dipolmoment einer insgesamt neutralen Ladungsverteilung (@ = 0)
ist von der Wahl des Koordinatenursprungs unabhéngig

Ladungsverteilung mit ¢ = 0, d # (0 und vernachldssigbarer Ausdehnung /¢:

elektrischer Dipol
+q
@

Sy

0]
—q

Abbildung 3.15: Ein elektrischer Dipol ergibt sich aus der abgebildeten Ladungs-

verteilung im Limes |[¢| — 0, wobei d konstant gehalten wird

— . d_)
Potential eines Dipols:  ¢%(rii) = n_2
r

d; »
elektr. Feld eines Dipols:  Ef(rii) = —=V;¢(rit) = (3nin; — d;;)—5 — 6B3)(2)d
r
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Abbildung 3.16: Elektrisches Feld eines Dipols

Beispiele fiir elektrische Dipolmomente elektrisch neutraler Molekiile:
H,0 |d|=0.4 eA, NH; |d| = 0.3 A

welche Ladungsverteilung ergibt ein reines Dipolfeld?
p(@) = q (0T — 12./2) — 6O(Z + (e./2)), d=lq, d=dé.

betrachten Limes ¢ — 0:

d -
p(¥) = lim 7 (0©) (7 — e, /2) — 6¥)(& + (e, /2)) = —d%é@ (Z) = —d - V§® ()

Einsetzen in die Potentialformel:

7 1.V, 60 (7

17— 7| 17—y
R 1 o o GN(7
= /d3y5<3>(g)d-vy — :—d-vg;/dgy ‘i (gi)
|7 — ¢ 17— ¢
L .1 zZ-d
_ _d.v_:%l
T r

3.16 Multipolentwicklung

verwende in der Formel (erzeugende Funktion der Legendre-Polynome)

> 0

1 1 "'min
|7 — 7] N (r2 4+ 12 — 2rr’ cos ) 1/? - ; rf;j;}(PZ(COS @)

Trnin = Min(r, '), rmax = max(r, ')
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Kugelkoordinaten fiir # und ¥:

T: x =rsinfcosy, 1o =rsinfsiny, r3 =rcosl
.7]: yl :T/SiHQICOSSD/’ y2 :Tlsinelsir]_w,’ y3 :T,COSQI
Py(cosa) = 4 Z Y (0, Vim0, ), 7>

J4 2£+1 Zm ’ tm\Y, s
00 l
* / /
- Z Z g+1r£+1 Yo (07, 0") Y (0, ¢)
=0 m=—
‘ 4t Q)
Zm
= - 0
= omz;e2£+1ﬂ+l nlf,)

sphirische Multipolmomente:

Qum = / By p(i) ™ Y8, )

3.17 Ladungsverteilung in einem dufleren Feld

E moge sich in dem Gebiet mit p # 0 nur ,,wenig“ &ndern

\

E
\ \
- \
T

Abbildung 3.17: Ladungsverteilung in einem &dufleren elektrischen Feld E

Kraft auf die Ladungsverteilung;:
o= [Eu@EE D)

_ / Py p(@) [ED) vy VEE + ]
——
—V,;Vip=—V:V 6=V, E,
= QF;(%)+ Vid-E@) +
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fiir einen Dipol (Q = 0): F =V (J E(f))

— potentielle Energie des Dipols an der Stelle & V(&) = —d - E(&)

Drehmoment auf einen Dipol:

N; = & /d yp(y )yJEk<5U+y)
= e / &y p() 35 [ BW(@) + yi V1B (@) + .. ]
= EZ]deEk<f) +

Vektorschreibweise: N = d x E

— ein homogenes elektrisches Feld iibt ein Drehmoment, aber keine Kraft auf
einen Dipol aus

— Dipol stellt sich parallel zum Feld ein (V = —d - E!)

— nur ein inhomogenes elektrisches Feld kann einen Dipol beschleunigen!

E

2 \A

Q

Abbildung 3.18: Dipol in einem homogenen elektrischen Feld

3.18 Elektrostatische Energie

Bemerkung: elektrostatisches Feld sei durch E (Z) = —grad ¢(¥) gegeben; welche
Arbeit muss aufgewendet werden um eine Probeladung g vom Ort ; zum Ort
i zu bringen? — Kraft auf die Probeladung am Ort #: F(7) = ¢E(Z)

’111

dA = -dr = —qE di = qgrad ¢ - d¥

—

A = q [ di-grade = qlé(@) — 6(&)] = qU

[V

U ... Potentialdifferenz
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Problemstellung: betrachte N Punktladungen ¢,, die sich zunéchst alle sehr
weit voneinander entfernt (idealisiert: im Unendlichen) befinden; diese Ladungen
werden an die Pliatze ¥, gebracht — erzeugen elektrisches Feld

es wird die Arbeit berechnet, die zum Aufbau dieses Feldes erforderlich ist; dazu
werden die Ladungen eine nach der anderen an ihre Positionen im Endlichen
gebracht:

e um die Ladung ¢; an den Platz #; zu bringen, muss keine Arbeit aufge-
wendet werden (da noch kein Feld vorhanden): A; =0

das Potential ist jetzt ¢ = ¢; mit

e als nichstes wird die Ladung ¢» aus dem Unendlichen nach ¥, gebracht;
dabei muss die Arbeit

429
Ay = g 9(72) = TR
| Ty — @4
verrichtet werden
das neue Potential ist nun ¢ = ¢ + ¢ mit
- q2
T g
¢2( ) |f _ f2|

® USW.

e schlieflich wird die letzte Ladung ¢x aus dem Unendlichen nach 7'y trans-
portiert; die erforderliche Arbeit ist

An = qn (61(Zn) + ... on-1(ZN))

das endgiiltige Potential ist nun
N
o) Z q
a=1 |.T o
insgesamt wurde zum Aufbau dieses Potentials die Arbeit
N N b1
A= D A= a) oul@)
_ dafb alb
> P Z 77

a<b
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geleistet

2 Falle sind zu unterscheiden:

1. Ladung verschwindet in makroskopisch kleinen, mikroskopisch grofien Ge-
bieten — zu A tragen nur nahe benachbarte Punkte bei (quantenmechani-
sche Behandlung erforderlich)

Beispiel: Ionenkristall (z.B. NatCl™): regelméBige Anordnung positiver
und negativer Ladungen fithrt zu A < 0 — in Form von Schmelz- und Ver-

dampfungswirme wieder aufzuwenden, um die Substanz in den gasférmigen
Zustand iiberzufithren (NaCl: 7.92 eV pro Molekiil)

2. Ladung in makroskopisch kleinen, mikroskopisch grofien Gebieten dV ver-
schwindet nicht — durch d@) = pdV konnen eine ausgeschmierte La-
dungsdichte p und ein makroskopisches Feld E definiert werden — man

kann A in der Form . L
A / i by PEPY)
2 |7 — 4

schreiben

Vorsicht: Formel nicht anwendbar fiir Ladungsdichte von Punktladungen,
da in diesem Fall die unendliche Selbstenergie zu einem divergenten Ergeb-
nis fithren wiirde (Betrdge von ¥ = i)

weitere Umformung:

1 Tl 1
A= 1 / @z p(#) /d Ay 1 / Pr p(@) o)
2 | -yl 2 ~
T —AP(Z)/4m

1 [ B,
— _8_7r/d z (ViVid(Z)) 6(7) =

1 S o
= d*x E(%) - E(%)

1 3
o [ Vi@ vio

Energiedichte des elektrostatischen Feldes: n(Z) = E(Z)%/8

Bemerkung: divergente Selbstenergie einer Punktladung;:

E@)| = 5, r=1]

4 i 2 2
U = /den(f):E;—ﬂ/drrzq—zlimq—:oo
T
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Zusammenbruch der mathematischen Konsistenz der klassischen Elektrodyna-
mik von punktformigen Elektronen bei Abstinden rq charakterisiert durch

e?/rg ~ mec?
zu erwarten
— klassischer Elektronradius
o i=€*/mec? =2.82 x 107 m
tatsdchlich endet die Anwendbarkeit der klassischen Elektrodynamik durch

Quanteneffekte bereits bei wesentlich grofleren Abstdnden von der typischen
Groflenordnung der Comptonlinge r. des Elektrons:

Te = h/mec = 3.86 x 107 m

3.19 Magnetostatik

— 4 — —
rotB:—ﬂj, divB =0
¢

Integralform:

integrieren erste Gleichung iiber beliebige Flédche F' und verwenden den Satz von

Stokes*: A

/df.mté:/df.gzg if-

F OF F
—_—— ———

ZB IF
j
oF

B

F

Abbildung 3.19: Illustration von rot B= 47”}

in Worten: die Zirkulation Zg des Magnetfeldes ldngs einer (beliebigen) geschlos-
senen Kurve = Strom durch eine (beliebige) Fliche, deren Rand die betrachtete
geschlossene Kurve ist mal 47/c

4(Sir) George Gabriel Stokes (1819-1903)
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integrieren die zweite Gleichung iiber ein beliebiges dreidimensionales Gebiet V'
und verwenden den Gauflschen Satz:

0:/d3xdiv§:/df-§

|4 ov

ov

—

B

Abbildung 3.20: Hlustration von div B=0

in Worten: Fluss des Magnetfeldes durch (bel.) geschlossene Fliche verschwindet

Beispiel: oo langer Draht, durch den der konstante Strom [ fliefit (nehmen an,
dass bewegte Ladungen durch ruhende Ladungen gerade kompensiert werden —
p=0— E=0)

i

oo}

OF

Abbildung 3.21: Magnetfeld eines in einem unendlich langen Draht flieBenden
Stromes [

aus Symmetriegriinden héngt |B(Z)| nur vom Normalabstand r vom Draht ab
21

47
g =B(r)2rr=—I. B
5= Br)2mr=""1, B(r)=—
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N 21 21 1
B<f) = E<_ Siﬂgpé’l + COSQO@) = ?m<—x2€1 + xléz)

Anwendungsbeispiel: Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen oo langen, paral-
lelen Drahten mit Abstand r

I I
Al A 2
U
LA
F —
L o B
.

Abbildung 3.22: Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen, unendlich langen, par-
allelen Dréahten

I, I in gleicher Richtung: Anziehung
I, I in entgegengesetzter Richtung: Abstolung
A ... bewegte Ladung / Lénge

at =

} Mvdt=dQ = =% =)\v

Abbildung 3.23: Zusammenhang zwischen A und [

Kraft auf ein Drahtstiick der Lange d¢:

- J = U - I 21

|dF| = )dcﬂ X B) - )Adﬂ X B) = |22t

c c c cr
251
— Kraft pro Linge: 21 2
c2r

systematische Methode zur Berechnung des Magnetfeldes bei vorgegebener
Stromdichte j():

—

divB=0 = DB=10tA
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Einsetzen von B = rot A in rot B = 47?}'/ c ergibt:

rot B = rotrot A = graddiv A — AA = 47 /¢

bei vorgegebenem Magnetfeld B ist das Vektorpotential A nur bis auf eine
Eichtransformation A’ = A — grad A festgelegt — diese Freiheit kann beniitzt
werden, um fiir A eine Eichbedingung (d.h. eine geeignete Nebenbedingung) zu
verlangen

bei der Behandlung des zeitunabhingigen Magnetfeldes ist die Coulombei-
chung .

divA=0
zweckméfig, denn man erhélt auf diese Weise drei ungekoppelte Poissongleichun-
gen:

AAd=—""7
c
die Losung der Poissongleichung kennen wir aber bereits aus der Elektrostatik:
o 1 (g
A =1 [y 2L
¢ 17— 7|

miissen uns noch davon iiberzeugen, dass unsere Losung auch die Eichbedingung

divA = 0 erfiillt:

— ]_ Feys 1 d 2= —
divA:—div/d?»yM —/d?’zwzo
C

T—g] ©
wegen Kontinuitétsgleichung div j = 0 (im statischen Fall)

das Magnetfeld erhélt man aus B = rot A:

Bemerkung: wird ein Draht, der durch die Kurve s — 2(s) beschrieben wird von
einem Strom [ durchflossenen, so gelangt man durch die Ersetzung

dy () — 1dZ(s)
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zum Gesetz von Biot-Savart®:

B(%) = £/dz(s) X é_ﬂ

C

Abbildung 3.24: Stromdurchflossener Draht

Beispiel: berechnen das Magnetfeld eines unendlich langen, geraden, vom Strom
I durchflossenen Drahtes nochmals mit Hilfe des Biot-Savartschen Gesetzes

3

Abbildung 3.25: Berechnung des Magnetfelds mit Hilfe der Formel von Biot-
Savart

3-Achse wird in den Draht gelegt, die 1-Achse durch den Punkt, an dem das Feld

®Jean-Baptiste Biot (1774-1862), Félix Savart (1791-1841)
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berechnet werden soll (siehe Abb. 3.25)

—

T reé)
7 = seg=rtanaez = di=da——5—¢€3
cos?
n = cosaé] —sinaés
Biot-Savart:
dB = —daés x (cosae) —sinaes) = — da cos v €)
cr cr
+7/2
B = —é do cosa = — €,
cr cr
—7/2

stimmt mit den fritheren Resultat iiberein
Beispiel: Magnetfeld einer unendlich langen Spule

Spule muss eine dicht gewickelte Sdule sein, der Querschnitt ist beliebig (siehe
Abb. 3.26)

n ... Anzahl der Windungen pro Lénge
I ... durch den Draht flieBender Strom

Behauptung: das Feld

B = By=0. By = 4rIn/c innen
0 auflen

16st die Maxwellgleichungen

0 —

Abbildung 3.26: Spule mit beliebigem Querschnitt
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im Innen- und Auflenraum gilt divB = 0, an der Grenzfliiche hat nur B einen
Sprung, aber nicht in 3-Richtung — divB = 0 gilt auch an der Grenzfliache

im Innen- und Auflenraum verschwinden j und rot B — man muss

nur noch fiir Fldchen F iiberpriifen, welche die Oberfliche der Spule durchschnei-
den:

| |
| Pa
I <::~\\CF y |
\\\‘R
1 - M -\w:x - T+ | +—————
s\ \5“ 3
- |
al ¢ ]
a+/

Abbildung 3.27: Fliache F', welche die Oberfliche der Spule durchschneidet

dnin [ dwnt 4
/df.éz /df.ézﬁn/dx?,zﬁnz_ﬁjm/
& C &
oF aF‘|innen a

— fiir eine mit N Windungen dicht gewickelte, sehr lange Spule der Lange ¢ mit
beliebigem Querschnitt gilt: im Auflenraum verschwindet das Magnetfeld (aufler
in der Néhe der Spulenenden), im Inneren ist das Feld

_ 47IN

B
cl

konstant und weist in Richtung der Spulenachse (Rechte-Hand-Regel!)
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3.20 Magnetischer Dipol

analog zum elektrischen Feld: auf kleines Gebiet beschrinkte Stromverteilung
kann (in entsprechendem Abstand) durch magnetische Multipole charakteri-
siert werden

8
<y

=rn, [n|=1

J#0

91 <|Z]=r

Abbildung 3.28: Multipolentwicklung eines von der Stromverteilung j erzeugten
Magnetfeldes

v < |7 =r

wissen bereits:
1 . —
) = = [y 2L

erster Term:

8‘2‘ 7 8 AZA . 6 . . —
O:/dgy % ykZ/d3y< (gi’“) — Ji 8Zk> :/dfi Ji yk_/dgy]k(y)
1 K KA Vv

0im co

= [d j(7) =0da divj =0 und j nur im Endlichen # 0

Beh.: der zweite Term lésst sich folgendermafien umformen:

> m X T 1 -
A(X) = n=— [dyyxiy
@ =T =g [

m ... magnetisches Dipolmoment der Stromverteilung
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Bew.:
(M XA = EiMun; = gy Ny % Ay s Yr Js(Y)

n; VSR
= % (5ir5ks - 5@'35kr) /dsy Yr js(@/)
oy

- / Py (y: ju(F) — v ji(7))

verwenden jetzt einen dhnlichen Trick wie vorhin:
oy . O(y;
0 - /dsy () i — —/d3yjl (i yr)
oy, oy
= —/d3yjl (Gt Yr + i Owt) = —/d3y (Ji Yi + Jk y2)

5 = U L
= (mxn)= ;/dgyym(y)
Vektorpotential in der Dipolngherung: A%(rit) = 1 x 7t /r?
Magnetfeld: BY = rot A% B(rfi) = (3nn; — dij)m; /1° + 3m,68) ()

magnetisches Dipolfeld (wie Feld eines elektrischen Dipols mit d; — m; fiir
r # 0, aber im Kontaktterm —4r/3 — +87/3!) Kontaktterm bei Berechnung der
Hyperfeinaufspaltung des Grundzustands des Wasserstoffatoms wesentlich!

Beispiel: magnetisches Dipolmoment einer ebenen Leiterschleife, die von einem
Strom I durchflossen wird

0 —

Abbildung 3.29: Magnetisches Dipolmoment einer ebenen Leiterschleife




3.21. STROMVERTEILUNG IN EINEM AUSSEREN FELD 77

I
—~
=
—
&
Q
O
n
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QL

Abbildung 3.30: Rechte-Hand-Regel

3.21 Stromverteilung in einem dufleren Feld

B
\ \
— \
X

Abbildung 3.31: Stromdichte in einem duBeren Magnetfeld B

wenn in einem Volumselement dV an der Stelle Z Ladungen ¢,, die sich mit den
Geschwindigkeiten v, bewegen, enthalten sind, hat man eine Stromdichte
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aus

— berechnen daher die Kraft

F@) = » / d*y 7(@) x B(z +7)

C
E(x) - E /d3y 5ikl]k(y) Bl<SL’ —i—y)
B(Z)+ym Vm B (Z)+...

1 L
= VmBl(!E)&klz/dgyym]k(y)

» 1 .o . (o
— VaBi@) eur 5 [ @il - nin@)

J/

-~

EmksMs
= Ekli€ksm, msval<f>
———
6lséim_6lm6is
= le,BZ(f) —m; VlBl(f)
=0

:v&mém)
s F(#) = grad (m - E(f))
— potentielle Energie: V(%) = —m - g(f)
Drehmoment:

S 1 . -, = 1 . -, =

N = ¢ [ @yix (f@x Bavn) =3 [ dvax (i@ < B@) +...

. 1 o S
NZ<SL’) = E/d3y5ikl Yk 5lmnjm<y)Bn<x)
- Bn(x) ElikElmn, E /d?’y Yk jm(y)

6im6kn _6in6km

_ B3 l / &y (yndi () — Yeje(5)5in

= €isnMsB, = (M x E)Z

— N(&) = m x B(Z)

man beachte die Analogie zu den Formeln fiir den elektrischen Dipol!
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3.22 Magnetisches Moment

wir betrachten ein System von Ladungen, die sich zu allen Zeiten in einem end-
lichen Raumbereich bewegen — diese Ladungen erzeugen ein Magnetfeld B(t, %)

wir interessieren uns fiir den zeitlichen Mittelwert dieses Feldes:

T

SN .1 =
(B)() = Jim 1. [t Bt
0

—

beachte: (B) hiangt nur mehr von & ab!

wollen jene Gleichungen finden, denen das gemittelte Feld <§) geniigt — dazu
mitteln wir die beiden Maxwellschen Gleichungen

. . 4nx- 10E
divB—0, rotf— 7108
c c Ot
= OF L drm o
— div (B) =0, <E> =0 = rot (B) = 7”@)

Gleichungen der Magnetostatik!
Bemerkung: zeitlicher Mittelwert einer zeitlichen Ableitung verschwindet, weil
T

<ﬁ>: i - [at %) = Jim M -JO) _,

dt T—o00 1 dt T—o00 T

(wenn f(7") endlich bleibt)

analog:
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Taylorentwicklung des Integranden:
(A = (3
) = -
¢\ | — T
1 1 S 1
= o a _»a - a_)a _»a'v__»
TEPILAC) C<qu (7 \x|)>
a =0 a
O EACAE)
= aVa\La * T
cfaf* \ ="

Nebenrechnung:
Y a0 ) = g S ad O )
+ % Ga [Ua(t)(Ta(t) - T) = Za(t)(Va(t) - T)]

-,

= <A>(f) = ﬁ <Z qa [6a(t)(fa(t) ’ f) - fa(t)(ga(t) ' f)]>

2c -
= (i = T

Zusammenhang des magnetischen Moments mit dem Drehimpuls:

— ]' — — 1 qa — —
m = — E QaTyg X Vg = — — Tg X MyUq
2c 2c My ———

a a

Lor
falls q,/m, = q/m = const. V¥ a = Zusammenhang zwischen magnetischem Mo-
ment und Bahndrehimpuls des Systems:

o q =
= e 2 e

N——

-

L
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3.23 Zeitabhingige elektromagnetische Felder

Ausgangspunkt: Maxwellsche Gleichungen

=0 19B(t, ©)
OO = div E(t,7) = drplt,7)
5 4 - 10E(t, @ Bt 2 —
ot B(t,T) = —j(t, @)+~ ét"”) div B(t, ) 0
& C

Integralform der Maxwellschen Gleichungen:

wir wissen bereits:

divE=47rp & /df-E:4ﬁQv

)%

divB=0 < /df-ézo
oV

ov

Abbildung 3.32: Fluss des elektrischen und magnetischen Feldes

miissen jetzt noch die Integralform der zwei Maxwellschen Gleichungen mit zeit-
lichen Ableitungen angeben:

integrieren rot E = —0B/(c dt) iiber eine beliebige (zunichst zeitlich unverénder-

liche) Fléche F:

. , . 1 . OB 1d Lo
‘1ot E = 7 E=_= 2 . B
/dfrot /d:c c/df o cdt/df
F

F oF F
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Abbildung 3.33: Induktionsgesetz fiir eine zeitlich konstante Fléche F

elektromotorische Kraft (fiir zeitunabhéngige Integrationskurve) = Zirkula-
tion von E lings OF = [ dZ-E
OF

in Worten: die elektromotorische Kraft ldngs einer beliebigen geschlossenen Kurve
ist gleich minus der zeitlichen Ableitung des magnetischen Flusses durch eine
Flédche, deren Rand die betrachtete geschlossene Kurve ist, dividiert durch ¢

Anwendungsbeispiel:
I N
, -0
Ch
‘o
S

Abbildung 3.34: Ruhende Leiterschleife, zeitlich verdnderliches Magnetfeld

—

lege geschlossene Kurve durch Leiterschleife L (E = 0 innerhalb eines idealen
widerstandslosen Leiters) und die strichlierte Linie C' aulerhalb des Leiters

— EMK = [d7 - E = —d®g/(cdt) (fiir Leiter mit verschwindendem Wider-
c
stand)



3.23. ZEITABHANGIGE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER 83

was geschieht, wenn der Stabmagnet fest ist, jedoch die Leiterschleife bewegt
wird?

—— miissen

d I
— [ df - B(t,%

F(t)
fiir den Fall berechnen, dass die Integrationsfliche zeitabhingig ist
es handelt sich dabei um die Verallgemeinerung der folgenden Formel fiir ein
eindimensionales Integral:

b(t) b(t)

L (1 0) = / e %! <t’x)+6(t)f(t,b(t))—a(t)f(t,a(t))

dt ot
a(t) a(t)

(Differentiation eines Integrals, dessen Integrand und Grenzen von einem Para-
meter ¢ abhéngen)

Be

h.:

- = — é T - - — .
i/al -B(t,7) = /alf-a <t’x)+/df-fdivB(t,f)— /df-(fx
dt ot

()

F F(t) F(t) OF (1)

oL

(t, 7))

OF (1)

Abbildung 3.35: Zeitlich verénderliche Fliache F'(t)

der erste Term auf der rechten Seite ist trivial, er rithrt von der ¢t-Abhéngigkeit
von B her; ich konzentriere mich daher auf den interessanten Fall 0B /0t = 0

zu berechnen ist also:
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df

h infinitesimal
Mantelfliche A(h)

~

F(t+h)

dx

Abbildung 3.36: Bewegung der Integrationsfliche zwischen den Zeitpunkten ¢ und
t+h

Anwendung auf den Fall des Magnetfeldes (div B = 0):
d df- B(t,7) = /df._m_ /df.(fxB(t’f))
c

cdt c Ot
F(t) F(t) — AF (t)
—_—— —10
o
= —/df-(EJrExé)
c
OF (t)

v~

EMK
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allgemeiner Fall daher:

- S 1dd
EMK::/df-(E+fxB): @
C

AF (¢)

Karikatur eines Generators:

B
OF (t) I
v
,"\c ° ° ° ) ° 17 ) °
/
\ |
\\_IC [ ° ° [ ° ° [ ]
F(t) //0 ° ° ° ° ° °

Abbildung 3.37: Der Rand der zeitlich verdnderlichen Flache F(t) wird gebil-
det aus dem mit der Geschwindigkeit v bewegten beweglichen Drahtstiick, dem
daran anschlieenden oberen (fixen) Drahtstiick bis zur strichlierten Kurve, der
auflerhalb des Leiters befindlichen strichlierten Kurve und schliefllich dem unteren
Drahtstiick zuriick zu dem darauf gleitenden beweglichen Leiter

in einem idealen (widerstandsfreien) Leiter verschwindet die Kraft (pro Ladungs-
einheit) £ 4+ ¢ X B/c und in dem Ausdruck fir die EMK trigt wieder nur der
strichlierte Teil der Integrationskurve bei

analoge Vorgangsweise fiir Maxwell-Gleichung

Iro = —
‘7 c ot

Integration iiber Fliche F' und Anwendung des Satzes von Stokes ergibt:

/d:z.z?:/df rotB——/df J+ /df 9E

oF F F
—— H/—/
ZB Ir

1 0

—— ... Maxwellscher Verschiebungsstrom
47 Ot
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J

B

o]}

oF

]

Abbildung 3.38: Erzeugung eines Magnetfeldes durch einen Strom oder ein zeitlich
verdnderliches elektrisches Feld

Abbildung 3.39: Maxwellscher Verschiebungsstrom

Beispiel: Kondensator wird geladen:

| .. 1 (. - 0E
Zy = /df.B: 7T/df.j:_/df.a_
F

OF=0F"
zum Zeitpunkt ¢ befinde sich die Ladung Q(t) auf der linken Kondensatorplatte
divE = 47p = E(t)A = 47Q(t)

A ... Fliache der Kondensatorplatte; Randeffekte vernachlassigt

ABW) _ 4w dQ() _ dr]

a A dt A
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tatsachlich:

c c ot c dt ¢
F/

dr [ - o Anl 1 L OE  AdE(t) Arxl
/df~J=—, —/df- _ AdEQ) _ 4l
'

Bemerkung zu den relativen Vorzeichen in

- 10B . 4n- 10E
rot B = ————, rot B = _ﬂj+__
c Ot c

OB /0t — I — Binq (Lenzsche® Regel)

Abbildung 3.40: Lenzsche Regel

3.24 Energiedichte und Energiestrom

Punktladungen 4
im Gebiet V
d
PR
da

Abbildung 3.41: Punktladungen und elektromagnetisches Feld im Gebiet V

bilden die Summe der Energien

MaC?

C /1=

6Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865)
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aller im Gebiet V' befindlichen Teilchen und betrachten ihre zeitliche Anderung:

d .
yr & = D quta- E(t, Zu(t))

TV Za€V

Bemerkung: Umformung von erster auf zweite Zeile durch

JE) =) qu60(F — Z,(t)) ¥,

a

Nebenrechnung:

ey}

-tot B = FEi,V;By
= ;xV;(E;By) — €ijx(V;E;) By
= —V,(¢jwEiBy) + Biek;iV,; E;
= —div(ExB)+B-rotE

— _div(ExB)-B.-Z
iv(E x B) v

L. . 10B2

— _div(Ex B)- -2

iv(E x B) 2¢ Ot

d o S5 o 1 3 0 =9 =
:>%ZEa——E/df-(ExB)—E;—ﬂ/dxa(E + B?)
Ta€V av v

V' zeitlich konstant:

(E? + B?)

3 ... Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
T

ni=
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S = %E x B ... Poyntingvektor’ (Energiestromdichte)
77

lokale Form der Energieerhaltung;:
8 — — —
/d3x(—”+div5+j~E) )
ot
v

V' beliebig
In

o +divS+j-E=0

=

(Kontinuitétsgleichung)

Gesamtenenergie:

2 32
VR o %(ZéfajL/d?’:c(E;iB)):O
a e +

n

Bemerkung: Oberflachenterm verschwindet im Unendlichen, da angenommen
wird, dass das elektromagnetische Feld fiir |Z| — oo geniigend stark abfillt

3.25 Impulsdichte und Impulsstrom

Ex B 1 OE - - OB

d? = &Pr | = xB+Ex—

t/ T e 47Tc/ x(@tx + X@t)
%

\%4

| =

=

1 — — — — —
= — [dx |:<CI"OtB—47Tj) X B+ E X (—crotE)]
e
v

Nebenrechnung:

(I"Oté X é)l = 5ijk(rot E)JBk = 5ijk5jlm(lem)Bk
= (0k10im — Okmi)(ViBp) B, = (V. B;) By, — (V;By) By,

]_ —
= Vi(BiBy) — §Vz327

(rot E x E); = (ViE)Ep — (ViE)Ex
1_ =, o

4mp

"John Henry Poynting (1852-1914)
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90
d (E x B); 1 /o =
N d3 A i = d3 — EZ - - ( B)
dt/ o 4re / o l P c X i
1% 1%
1 1 Sy 3o
+ Ve | BB+ BBy — Sou (B2 + B?)
47 2
d Ex B 1 1 o o
R P 5| = [dfi — |EE.+ BBy — =6, (E2 32)
dt/x47rc +ﬂ b /fkélw{ BT BTk +
174 JBQEV ) 8V ~ -
Oik
Oix = Ok; ... Maxwellscher Spannungstensor

oidf = i-te Komponente der Kraft auf das Flachenelement d f

lokale Form der Impulserhaltung (Kontinuititsgleichung):

0 (E x B); 1. -
i Sl , B 4= B). —
8t A vkgzk + PL; + C(j X )z 0
Gesamtimpuls:
d Ex B
3 el d3 — —
VoR o dt/Mm*%:a 0

R3

Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes: E;ché =

ﬁmk’ll

Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes:

14 1 14 1 4 g
T;ﬁ = E(_Fuppp + Zgu Fpan )

n  Sg/c Sylc S./c
SJ:/C —Ozx _ny —Og2
Sy/c —Oys —Oyy —0y,
Sz/c Oz _Jzy 02z

W _
T, =

Kontinuitétsgleichung (Energie-Impulserhaltung) in vierdimensionaler Form:

v Lo
8uTI'L;L :—EF p]p
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(diese Formel erhélt man durch Verwendung der Maxwell-Gleichungen in vierdi-
mensionaler Schreibweise)

Bemerkung: fiir die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors eines beliebigen
Systems gilt allgemein: 7% ... Energiedichte — [d®zT% ... Energie

T%/c. .. Impulsdichte — P’ = [d*zT"/c... Impuls

Energie-Impuls-Tensor der Teilchen:

TR (6LE) = ¢Y med® (& — Zo(t) —-

— Energiedichte der Teilchen:

TOO

Z /1 _ 2 /02
— Impulsdichte der Teilchen:

0i () /¢ = L Ml s Pz
TT( )/ ;\/Wé ( a(t)) \/

0, T (x) = ¢> 0, [maé(?’) (¥ = Za(D) | g

+ Z ma0® (Z — Z,(t)) L0,

der erste Term verschwindet (Massenerhaltung):

n
0[5 @ - 70 2] =0
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Bemerkung: vollig analog zu 0,j* = 0 fiir 4-Stromdichte von Punkladungen (La-
dungserhaltung)

d v
= 9,11 (z) = cha5(3) (T — Za(t)) CZG

dpy,
— 3) “Pa
200 (= alt) g
dZap

= _an5(3 ))FVP( )dt

- 1F”p< Vi)

kombiniert mit dem fritheren Ergebnis:

1
2, TR +—F"Pj, =0
<
B TH”

TH =Ty + T ... Gesamt-Energie-Impuls-Tensor (Feld und Teilchen)

ges

DT =0 = g = / d’x Tya(w) = comst, Py, = / @’z Ty, () /e = const

ges ges ges

Bemerkung: die Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes
(beziiglich des Koordinatenursprungs) ist das Kreuzprodukt von Z und der Im-
pulsdichte des Feldes:

E x B
d7e

T X

Beweis analog zu Energie und Impuls: man zeigt, dass sich in

d ExB
— | | Br ¥ x E To X Pal = ...
dt / TEX e T2 TaXP

Vv Za€V

auf der rechten Seite (...) ein Oberflachenintegral ergibt, das als jenes Drehmo-
ment zu interpretieren ist, welches auf das Gebiet V' wirkt
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3.26 Elektromagnetische Wellen

elektromagnetisches Feld im ,, Vakuum*® (p = 0, f: 0) — homogene Maxwell-
Gleichungen:

- . 10B(t,7)
ot E(4,%) = ———p— div E(t,7) =
. 10E(t, v B(t.7) =
rot B(t,Z) = - OB (%) div B(t, 7)
c Ot

Beispiel fiir nichttriviale Losung: ebene Welle

—

E@,&)=&f(t—n-&/c), B(t,I) =ixEtD), |[g=i=1 & a=0
Bemerkungen: f ist eine beliebige (differenzierbare) Funktion; |B| = |E]

wieso ebene Welle?

S
3

/
-

—_ I

\ - = [~ - =
t—m-Z/c=¢ t+At—1-Z/c=p

Abbildung 3.42: Flidchen konstanter Phase bei einer ebenen Welle

betrachte Argument ¢ =t — 7 - /¢ der Funktion f

fiir festgehaltene Werte von ¢ und ¢ hat das elektromagnetische Feld in der durch
die Gleichung

n-T=ct—pc
gegebenen Ebene iiberall den gleichen Wert

die Ebene mit der ,,Phase® ¢ bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung
des Einheitsvektors 7 weiter
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Poyntingvektor:
S = iﬁxéziﬁx(ﬁxﬁ):if%x(ﬁxg):ﬁf%
_ € g C Py Bavo o
- = E n_87r(E + B)ii = ennt

Energiestrom = Energiedichte x Lichtgeschwindigkeit in Richtung von 7

Spezialfall: monochromatische ebene Welle

ft—n-2/c) = Eycos(wt —wn - Z/c+ a)

k = wii/c... Wellenzahlvektor
w = 27v... Kreisfrequenz

v... Frequenz

A =27mc/w = c/v... Wellenlénge
k| = w/c =21/

3.27 Wellengleichung

driicken E und B durch ¢ und A aus:

- 104 4 o
E——gradgb—za, =rot A
wéhlen die Coulombeichung .
divA =0

— im Fall p =0, j: 0 kann dann auch ¢ = 0 gewéhlt werden

Einsetzen von

E:——a—, B =rot A
c Ot
in .
L  10F
tB=——
ro c Ot

ergibt
1 0%A

rot rotA = grad dlifA —AA = ey

=0
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und somit die Wellengleichung

162 o

—_—
]

O... d’Alembert-Operator®

Bemerkungen: auch E und B erfiillen die Wellengleichung; div E =0ist wegen
div A = 0 ebenfalls erfiillt

3.28 Ebene Wellen

Spezialfall: Feld hingt nur von einer Ortskoordinate (etwa z) und der Zeit ab

— jede Komponente von E, B oder A erfiillt dann die Wellengleichung in einer
Raumdimension:

Pf L0 o  aN[o o\,
zﬁ‘%ﬁ—0¢*(a‘%ﬁGﬁ“%ﬁ‘o

Einfiihrung von neuen Variablen:

f=t-Z u=t+ & t=gE+n), 2=50-6)

L9 10 9\ o _1(0 0
o  2\ot ox)’ onp 2\ot Oz

Wellengleichung nimmt in den neuen Variablen eine besonders einfache Form an:

o f oy
G

gn) = f(&n) = fi§)+ f2(n)

Losung als Funktion der urspriinglichen Variablen ¢, x:

Jt, ) = filt —x/e) + ot + 2/c)

f1 lauft mit Geschwindigkeit ¢ nach rechts, f, mit Geschwindigkeit ¢ nach links
(sieche Abb. 3.43)

8Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783)
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fi fo

Abbildung 3.43: Allgemeine Losung der Wellengleichung in einer Raumdimension

Vektorpotential erfiillt die Gleichungen div A=0und OA =0

in unserem Fall ist A = A(t, z)

A, (t,x) 1 O?A;(t,x)  *Ai(t,x) o
T T V@ e o 0 TTEYS
D?A,(t, x) 104,  a

=0 = A(t,x)=at+b = E,=-—

ot? c Ot

— a # 0 entspricht zeitunabhéngigem, longitudinalem elektrischem Feld — inter-
essiert uns aber nicht; man kann ja immer ein zeitlich konstantes Feld superponie-
ren — a = 0; setzen auch b = 0, da ohnehin unbeobachtbar — Vektorpotential
einer ebenen Welle kann immer senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle
gewahlt werden

betrachten ebene elektromagnetische Welle, die sich nur in Richtung der positi-
ven z-Achse fortpflanzt — A, E, B sind dann nur Funktionen von ¢ — z/c

. 194 1.

F--104_ 1

c ot c

(Strich bedeutet Ableitung nach t — x/c)
B=1ot A=V xA=V(t—z/c)x A = —

7 ... Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung der Welle

=nxF

I3
S
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3.29 Monochromatische ebene Welle

Zeitabhéngigkeit von der Form cos(wt + «)
Ausbreitung z.B. langs der z-Achse: Feldkomponenten sind Funktionen von t—x/c

Vektorpotential einer derartigen Welle ldsst sich am bequemsten durch den Re-
alteil einer komplexen Grofie darstellen:

A’ — Re [AO e—iw(t—x/c)]

(A, ist ein konstanter komplexer Vektor)

Notation: A, B, ... komplexe Grofien; A, B, ... dazugehorige reelle Grofen:
A=ReA=(A+A%)/2

mit Hilfe des Wellen(zahl)vektors k = wii/c schreibt man:

—

A=Re [AO ei(’;’f_wt)}

e solange wir an unseren Gréflen nur lineare Operationen durchfiihren,
konnen wir das Re-Zeichen weglassen und mit den komplexen Groflen selbst
rechnen

e bei Produkten dieser Gréflen wird die Sache etwas komplizierter:

Aty = Age ™,  B(f)=Boe
A(t) = ReA(t),  B(t)=ReB(t)
A(t)B(t) = i (Ao et 4 AS e+iwt) (Bo et 4 IBS €+iwt)

zeitlicher Mittelwert von A(t)B(t):

(ADB(D) = | (AB; + AiBy) = 5 Re [A()B()]

1
4

Vektorpotential, elektrisches und magnetisches Feld in komplexer Notation:

ﬁ _ Aoez(lgffwt)

. 16A L

E = -2 = ;%K =FA&
c Ot c

oo
I
—
S
-+
o=
I
~
>
X
|
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o etkEwt) — E =ReE = Re (EO ei(E'f*”t))

&=

E =

o
1

i|k| Ao

definieren den Winkel o durch E2 = |E2| 2 (E2 ist i. Allg. komplex!) und
schreiben By = be™; dadurch wird der i. Allg. ebenfalls komplexe Vektor b
definiert; dessen Quadrat ist:

b2 = E2e% = |E2[ > 0
das elektrische Feld erhilt also die Form E = b ei(k#—wt=a)
zerlegen b in Real- und Imaginéarteil: b= l;l + igg, 51,2 reell
wir wissen bereits, dass das Quadrat von b rein rell (und nicht negativ) ist:
b2 =02 —b2+2iby by >0 = b -by=0
— wihle y-Achse des Koordinatensystems in Richtung von 51, d.h.
bh=b1&, bi=bi|, bo=%b&, by=]|by
(sieche Abb. 3.44)

7 .

Abbildung 3.44: Monochromatische ebene Welle in Richtung der positiven a-
Achse Wabhl der y-Achse in Richtung von bl, der auf b; normal stehende Vektor
b, kann entweder in Richtung der positiven oder in Richtung der negativen z-
Achse weisen

E = (b¢&, 2ibyé,) eFFwi-o)
—_———

b
= (bie, £iby€,) <COS(E-ZE— wt —a) +isin(k - T — wt — oz))

E = ReE = Ey:blcos(wt—g~f+a), E. = +bysin(wt — k- T+ )
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— fiir festgehaltenes ¥ bewegt sich der E-Vektor auf einer Ellipse mit den Halb-
achsen by 5 (elliptisch polarisierte Welle): E./b] + EZ /b3 = 1

z

<
]
\
SIS

b, /

Abbildung 3.45: Elliptisch polarisierte Welle mit Ausbreituyg in Richtung der
positiven z-Achse (in die Zeichenebene hinein); der Vektor by zeigt in Richtung
der positiven z-Achse — E-Vektor dreht sich im Uhrzeigersinn

z

E
b )
by

Abbildung 3.46: Elliptisch polarisierte Welle mit Ausbreitung in Richtung der
positiven z-Achse (in die Zeichenebene hinein); der Vektor by zeigt in Richtung
der negativen z-Achse — F-Vektor dreht sich gegen den Uhrzeigersinn

Spezialfille:

e b = by Ellipse — Kreis — zirkular polarisierte Welle (E,/E,, = =+i)

e b, = (0 — linear polarisierte Welle

elliptisch polarisierte Welle = Uberlagerung von zwei linear polarisierten Wellen
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Magnetfeld: B = ii x | berechne daher:

i x Eo=& x (b1 &,+ ibyé.) = Fiby & + by .

B = ixE=(Fibe,+bé,)eFawio)
= (Fibye, +b€,) (Cos(lg-f—wt—a)+isin(E-f—wt—a)>
B = ReB = By::FbQSin(wt—lg-f—i-oz), B. = by cos(wt — k - T+ a)

Abbildung 3.47: Elektrisches und magnetisches Feld einer elliptisch polarisierten
Welle

Poyntingvektor:
S = %EQ = 4i [b?cosZ(wt—lg-f+a) +b§sin2(wt—lg-f+oz)] m
7 T

zeitlicher Mittelwert des Poyntingvektors:

- c bi+03
<S>_E B n

Bemerkung: zur Berechnung des zeitlichen Mittelwertes hétten wir an dieser Stelle
auch unsere Mittelungsformel verwenden kénnen:

b2 + b3
2

(B?) = ;Re (B ) =
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3.30 Dopplereffekt

Wellen(zahl)vierervektor: ik* = (w/c, /;)

Phase k- x = kot = wt — k - 7 ist ein Skalar unter Lorentztransformationen

—

— A=Rpe* K=k k=0
— k" ist ein lichtartiger Vierervektor (sicht man auch aus DA = 0)

Bemerkung: de Broglie-Beziehung fiir v: p* = hk* — p?> = 0 — v masselos

Dopplereffekt?: Beobachter ruht im System S; Stern bewegt sich relativ zum
System S mit Geschwindigkeit V' in z-Richtung (Stern ruht im System S’)

S

Abbildung 3.48: Ein Stern bewegt sich relativ zu einem Beobachter. k ist der
Wellenzahlvektor des vom Stern ausgesandten Lichts im System des Beobachters

Lorentztransformation k' = Lk:

kO — Yl w w W'
BV = —<— =2 k'=Zcosa, k¥==
v ¢ ¢ ¢
c2
w'. .. Kreisfrequenz im Ruhsystem des Sterns

w ... Kreisfrequenz im Ruhsystem des Beobachters

9Christian Doppler (1803-1853)
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g’ L w 1—%0050[
c ¢ Ve
e
V2
g [ienaey
1—Ycosa (1—%005(1)2

verschiedene Grenzfille:

e o = (0 — der Stern bewegt sich genau auf den Beobachter zu:
1+Y¥ %
w=uw ﬁvzcw’ <1+;)
— Frequenz wird grofler (Blauverschiebung)
e o =1 — der Stern bewegt sich genau vom Beobachter weg:

v
T L Sl (1 V
Ww=w Ve W -
C

— Frequenz wird kleiner (Rotverschiebung)

e o= 7/2 — der Stern bewegt sich momentan transversal zum Beobachter:

£ V2
— / 1 o *)C / 1 o
Ww=w 2 V< w < 202)

3.31 Teilweise polarisiertes Licht

jede monochromatische Welle ist definitionsgemifl polarisiert (unendlich ausge-
dehnter Wellenzug = Idealisierung!)

realistischer Fall: Welle nur anndhernd monochromatisch, d.h. sie enthélt Fre-
quenzen aus einem kleinen Frequenzintervall Aw

— betrachten eine solche Welle mit einer mittleren Frequenz w — elektrisches
Feld lasst sich in jedem Raumpunkt in der folgenden Form schreiben:

— —

E = Eo(t)e ™" (fiir festes 7)
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komplexe Amplitude Ey(t) ist eine langsam verinderliche Funktion der Zeit
(verglichen mit w)

Beispiel: (griines) Licht
3
A~500nm = v=c/\= = X 1071

betrachte zeitliche Mittelwerte von Grofien, die bilinear in den Feldern sind:
E.E.,, EE;, EE;
der zeitliche Mittelwert ‘
(EEx) = (EqiEore*")
verschwindet, da exp(—2iwt) sehr rasch im Verhltnis zur Anderung von Eo(t)
oszilliert
einzige Groflen, die bei der Mittelung iibrigbleiben: E;Ef (i, k = y, z, falls Aus-
breitung der Welle in x-Richtung)

die Matrix
L <<EyE;;> <EyEz>)
(E.Ej) (E:E7)
ist hermitesch (JT = J); die Spur TrJ = (|E,|? + |E,|?) ist proportional zum
Enenergiestrom (Intensitét der Welle) und hat daher nichts mit den Polarisati-
onseigenschaften der Welle zu tun — man definiert den Polarisationstensor

pi = Jie/Tr J, p11, poo reell, pri+pwe =1, poy = piy = 3 reelle Parameter

vollsténdig polarisiertes Licht: IEO = const.

1 IE,> E IE*) 1 (]E )
S pm =g (e o) === ) (B EI) = detp=0
0= mrer Bk ) = mrm () B B) = d
Umkehrung: detp = 0 = ein Eigenwert verschwindet, der andere ist (wegen

Trp = 1) gleich 1 — Spektralsatz fiir normale Operatoren:
p= (Z) (a* b)), a,b € C, |a]* + o> =1

d.h. vollsténdige Polarisation < det p =0

anderer Grenzfall: vollstdndig unpolarisiertes Licht — alle Richtungen in der yz-
Ebene sind dquivalent = pj = 6;/2, det p = 1/4

Definition des Polarisationsgrades P durch det p = (1 — P?)/4
e P = 0 vollstandig unpolarisiertes Licht

e P =1 vollstéandig polarisiertes Licht
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3.32 Feld einer beschleunigten Ladung

Ladung g bewege sich geradlinig mit Geschwindigkeit v < ¢ — elektrisches Feld
der Ladung unterscheidet sich dann nicht wesentlich von einem mit Geschwindig-
keit v bewegten Coulombfeld; wihrend eines sehr kleinen Zeitintervalls 0 <t < 7
werde die Ladung bis zum Stillstand abgebremst; wir betrachten die Situation zu
einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 7; fiir Abstand r > ¢t haben wir einfach das Feld
einer Ladung, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegt; fiir ¢(t — 7) < r < ¢t
sehen wir die Auswirkung der Abbremsung und fiir 0 < r < ¢(t — 7) sehen wir
das Coulombfeld der zur Ruhe gekommenen Ladung (dabei vernachldssigen wir
die kleine rdumliche Verschiebung, die wihrend 0 <t < 7 noch auftritt)

| r=ct
EII -
EL
E

0 4l 1

i /=

¢ vt

e
cT

Abbildung 3.49: Feldlinienbild einer plétzlich abgebremsten Ladung

die Schockfront, die sich als Knick in den elektrischen Feldlinien mit Lichtge-
schwindigkeit ausbreitet, entspricht genau dem durch die Abbremsung der La-
dung erzeugten Strahlungsfeld

Computeranimationen:
http://www.tapir.caltech.edu/~teviet /Waves/empulse.html
http://www .ligo.caltech.edu/~tdcreigh /Radiation/

phet.colorado.edu/sims/radiating-charge /radiating-charge_en.html
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zusitzlich zu Coulombanteil E” in Beobachtungsrichtung gibt es jetzt den
Strahlungsanteil des Feldes normal zur Beobachtungsrichtung; seine Grofle
kann durch eine einfache Uberlegung bestimmt werden:

r

. A~
|EL|  |vtsin@| |v ct sinf| |arsing
|E||| | er | AT | e
- arsin@ q qa sin 6
= E = — | =
an 2 r? c2r ’
., t—
Bu(tm) = - 1T
c2r

e Strahlungsanteil des Feldes ~ 1/r (im Gegensatz zum 1/r% Abfall des Cou-
lombfeldes)

e Strahlungsanteil ~ Beschleunigung a = v/7 der Ladung (zum retardierten
Zeitpunkt t — r/c)

allgemeine Schlussfolgerung:

‘ beschleunigte Ladungen strahlen ‘

— a t— — —
E(t,rii) = —w L O, B=iixE

7 ist ein Einheitsvektor, der von der Ladung zum Beobachtungspunkt zeigt

Formel gilt in dieser Form nur, falls Geschwindigkeit der Ladung v < ¢

3.33 Retardierte und avancierte Potentiale

wollen allgemeine Losung der inhomogenen Maxwellschen Gleichungen finden:

o, Fvh — 4_7Tju’ FVlR — Y AP _ GhAY
&
4
= oA -oran="Tj

4
= OAM—0M(9,4Y) = % j*
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wieder kann die Eichfreiheit A* — A#+0" A benutzt werden um durch Auferlegen

einer Eichbedingung die Gleichungen zu vereinfachen — wir wéhlen die Lorenz-
Eichung!® 9,4 =0

Einsetzen der Eichbedingung in die obigen Feldgleichungen ergibt:

die allgemeine Losung dieses Systems linearer, inhomogener, partieller Differenti-
algleichungen setzt sich zusammen aus der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung plus einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung

um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, verwenden wir
die Methode der Greenfunktion!! | d.h. wir suchen eine Funktion

G(z,y), sodass
DxG(xa y) = 47T5(4) (SL’ o y)

— man erhélt dann eine spezielle Losung von OA* = 475 /¢ durch
7 1 4 ;b
Alz) = — [ d'y G(z,y) 7" (y)

wir kennen bereits die Formel

1
A— = —476®)(3)
]

mit r := |Z| erhélt man daraus fiir eine bei r = 0 endliche Funktion f(r):

Af(r) :Af(o) _'_Af(r) —f(O) _ —47Tf<0) 5(3)(5) + f”(’r)

r r r r
da (f(r) — f(0))/r keine Singularitéit am Ursprung besitzt
Bemerkung: sei g(r) = f(r) — f(0):

A 10 50 g) _ g'(r)

r r20r Or r r
—_——
Radialteil von A

0T, udvig Valentin Lorenz (1829-1891)
HGeorge Green (1793-1841)
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mit f(r) =6(z° £7):

04 1
AMTED 450 @)5(20) + L (20 £ 1)
r T N———
(80)28(x0+r)
0
- DM = 476@ (2)
T

— Greenfunktion(en) des d’Alembert-Operators:
0(2® —y’ £ |7 — )
|7 — 9]

G(z,y) =

mit — heiBt G retardiert (kausal), mit + avanciert (akausal)

1 O =0 £ |7 —9]) .
T e e L= w21

— —|
ein ‘

Lsg. der hom. Gl

1 (20 + |7 —
= Al(o) /d3 j*(= \qu\ 9)
ein Cc |.T— |

avanciertes Potential (+)
retardiertes Potential (—)

Bedeutung von Aaus( ):

ein

Diskussion nur fiir ¢ = A° (fiir A vollig analog)
T t+ |2 — c,
¢(t7 ZL‘) = gbaus(t, ) /d3 p( ‘ :z|‘/ y)

ein |l‘ _

Bedeutung von ¢ein:

(1, T) = Gon(t, T) + / gy P12 =3/, )

Bemerkung: wie Formel fiir Potential im statischen Fall, jedoch Ladungsdichte
zum retardierten Zeitpunkt ¢t — |7 — i/ |/c genommen

angenommen, die Ladungsverteilung (Quelle) wird erst nach der Zeit T einge-
schaltet — ¢(t, %) = @ein(t, Z) fir t < T

Bedeutung von ¢,:

D(t, T) = Gans(t, T) + /d3 p(t + |2 — fz||/c . 7)

|7~
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— ist die Quelle nur vor dem Zeitpunkt 7" eingeschaltet, so ist ¢(t, Z) = Gaus(t, T)
firt > T

— retardierte Greenfunktion nétig um ¢ fiir die Zukunft zu berechnen, avan-
cierte Greenfunktion fiir die Vergangenheit, mathematisch gleichwertig, aber
in physikalischen Anwendungen wesentlich haufiger die erste Situation

Strahlungsfeld ¢..q := @aus — Gein ist jene Losung der freien Wellengleichung,
welche angibt, wie sich das Feld durch eine nur im Zeitraum 7} < t < T, einge-
schaltete Quelle &ndert (— Streuprobleme)

3.34 Prinzip von Huygens

S-artige Quelle: p(t, 7) = §(t)6®)(Z) (kurze, punktférmige Stérung) —

—|Z—1l/c 3) (47 — 12l /e
asret(t,f):/d?»yé(t 17— §1/0) 69 (G) _ o(t — |7/e)

|7 =] 7]

Storung pflanzt sich konzentrisch vom Ursprung aus mit Geschwindigkeit ¢ fort
— jeder Punkt Z empfiangt zum Zeitpunkt |Z|/c ein scharfes Signal, vorher und
nachher nichts — Huygenssches'? Prinzip

das Prinzip von Huygens ist nicht trivial: es gilt nur bei Wellengleichungen in
ungeraden Raumdimensionen (der Fall einer Raumdimension ist eine Ausnah-
me)

bei geraden Raumdimensionen gibt es Nachhall — Wellenph&nomene in einer
Wellenwanne zu zeigen ist oft zweifelhaft!

Diskussion der Wellengleichung mit §-Quelle in n Raumdimensionen — suchen
retardierte Greenfunktion G (¢, 7):

(5—; — An) GM(t,7) = 6(t)0"(Z)
Bemerkung: bis zum Ende dieses Abschnitts ist ¢ = 1 gesetzt
kennen bereits die Losung in 3 Raumdimensionen:

ot —r)

4rr

GO(t,7) =

_,|

, r=|Z

G® = oo auf dem Vorwirtslichtkegel (keine Strahlung im Inneren des Lichtke-
gels!)

12Christiaan Huygens (1629-1695)
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2 Raumdimensionen:

Ot —r)
GOt x,y) = ——2— r= /1% + y2
(t2y) == Vai+y

G® = oo auf dem Vorwirtslichtkegel, G® # 0 (endlich) im Inneren des Licht-
kegels — Nachhall (Prinzip von Huygens nicht erfiillt!)

Ausnahmefall n = 1: .
GO(t,2) = 501t — )

— Prinzip von Huygens nicht erfiillt, aber GV iiberall endlich (G®) = 1/2 im
Inneren und auf dem Lichtkegel) — Nachhall klingt nicht ab!

allgemein gilt:

e Huygenssches Prinzip gilt in n = 3,5, 7, ... Raumdimensionen
e Nachhall in n = 2,4, 6, ... Raumdimensionen

e Ausnahmefall n =1
Bemerkung: G® bekannt =

GO(t,x,y) = /dz GO(t,z,y,2)

GO (t,a) = / dy GO(t, 2, y)

3.35 Strahlungsfeld in Dipolnidherung

betrachten Ladungs- und Stromverteilung, die in einem Bereich der Gréfie £ um
den Ursprung konzentriert ist

interessieren uns nur fiir das Feld in der Fernzone r := |Z| > ¢ (Wellenzone)
— nur 1/r-Terme relevant

|Z—y|=ri—y/r|~r—1n-y+...
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i

Abbildung 3.50: Zur Berechnung des Strahlungsfeldes in der Fernzone

~

1 1 1 1(1+4 )
o~ = - n-y/r—+...
E—g] r—a-g r(—q-gr) 7 Y

fiir die retardierten Potentiale erhélt man in dieser Ndherung:
— ]' — — —
ot.d) = 1 [ Eyplt=rjeritgle ).
- 1 S L. .
A(t, ) = E/dgyj(t—r/c+n-y/c,y)+...

wann ist 7 - ¢/c klein?
die Ladungs- und Stromverteilung sei periodisch mit Periode 7 —
|7 g/l <lle T

ist die Bedingung dafiir, dass man die Retardierung in der Quelle vernachléssi-
gen kann (Dipolndherung), d.h. / < c7 = A

Zusammenhang mit der Geschwindigkeit der Ladungen:
v T L e

— Dipolnéherung entspricht nichtrelativistischer Naherung

1
ot.3) =24 [ @ypte— e qyi-glet ...

mit Hilfe des Dipolmoments

dit) = / & pl(t 7) T
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kann man den zweiten Term umformen:

dlt—rje) = / dy o(t —r/e.5)
= _/d3ygviji(t_r/ca 37)
_ / By it —r/e, §)

somit erhilt man fiir die retardierten Potentiale:

-

Q ﬁ-d(t—r/c)+

ot 7) = ?Jr cr
A7) = W+...

daher Dipolndherung (Dipolstrahlung)

= B(,%) = rotA(t, 1)
_ cf(t—r/c) X 7 L O(1/r)

c2r

10A(t, 7)
] BN
_ _CZ(t - T/C) - ﬁ(ﬁ ’ C]?Zt - T/C>) + 0(1/72)

c2r

= E{t7) = —grad¢(t, )

_ _Jl(t ; T/C) + O(l/TQ)

cr

Abbildung 3.51: Strahlungsfeld in Dipolndherung
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Anwendung auf eine Punktladung, die sich auf der Bahnkurve ¢ — z(t) bewegt:
dt)=qZ(t) = d=qZ=qa

man erhilt die bereits bekannten Formeln

— a t— — —
E(t,rit) = —w LO0/?), B=iixE

Abbildung 3.52: Strahlungsfeld einer nichtrelativistischen beschleunigten Ladung

Strahlungsleistung;:

Poyntingvektor
— — C -
= —FExB=-—B*#
S A 8 A7 "

Abstrahlung in das Raumwinkelelement df) (Strahlungscharakteristik der Dipol-
strahlung):

iP = —B%dQ
A7

c oo

= ——— (d x )%
47 (027’)2< X 7)
=2
d sin®6
= ds?
47l
0 ist der Winkel zwischen cf und 77
Gesamtintensitit:
2 9 2 T =2 9
d sin“0 . d sin® 0
sin 0 d6 dp 0 0
+1 22 52
d 2d
_ 2 _
21
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3.36 Liénard-Wiechert-Potentiale

wir wollen das 4-Potential jenes elektromagnetischen Feldes finden, das von einem
geladenen Punktteilchen erzeugt wird, welches sich langs der Bahnkurve ¢ — 2(t)
bewegt

81

Abbildung 3.53: Das geladene Teilchen bewegt sich auf der Trajektorie ¢t — 2(¢).
Das zum Zeitpunkt t am Ort ¥ gemessene elektromagnetische Feld wird durch
den Beschleunigungs- und Geschwindigkeitsvektor der Ladung zum retardierten
Zeitpunkt t..; bestimmt

Al(z) = 1/cl‘{ué(”jo_""fo_ =) oy

in unserem Fall ist die 4-Stromdichte:
J(G) = a0 (§ — Z()) ()
— eingesetzt in die Formel fiir das retardierte 4-Potential erhélt man:

AM(ZL‘) _ Q /dt/ 5(t — 1 - |f_ 5(1;/)‘/0) Z"M(t/)

c |7 — Z(t)]

zu diesem Integral gibt es nur einen Beitrag fiir ¢ = t,.;, wobei ¢, durch die
Gleichung
c(t — tret) = |7 — Z(tret)|
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bestimmt wird

mit R(t, ) := & — Z(t), R = |R)| schreibt sich die Gleichung so:
R(treta f) = C(t - tret)

ihre Lésung ist eindeutig bestimmt, da |Z] < ¢ V:

ct + (thf)

AN
y Weltlinie des Teilchens

/ AN

Abbildung 3.54: Die Weltlinie des Teilchens schneidet den Riickwértslichtkegel

nur in einem einzigen Punkt

die Auswertung der d-Funktion in dem Ausdruck fiir das 4-Potential ergibt:

Blp) = g / 5(t, — tret) Py
A@) c / R, Z)(1 + R(trer, T)/c) ®)
q Zu(tret)

¢ Rtret, ©)(1 + R(tret, T) /)

man kann das noch etwas umformen:

R(t,#)? = R(t,%)? R(tT) =
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— Liénard-Wiechert-Potentiale!®:

. q

t,r) = o
¢( ) R(treta ) R( rets L ) g(tret)/c
Atz = e

¢ R<tret7 f) - é<tret7 f) ' U<tret)/c

aus den Liénard-Wiechert-Potentialen kann man dann mit Hilfe von

S =, 104 L o o
E=-V¢——-—, B= A
V¢ T V x
das elektromagnetische Feld einer beliebig bewegten Punktladung erhalten; da wir
hier die Ableitungen nach den Variablen ¢ und ¥ haben, die Liénard-Wiechert-
Potentiale aber durch ¢, und # ausgedriickt sind, benétigen wir Oty /0t und
8tret/8xi

— wir fiihren die Abkurzungen R := R(tw, ), R := |R(tyt,7)|, 7 = R/R,
3 :=¥(tye)/c, k :=1— - 3 ein und erhalten:

atret o 1 atret o n;

ot K ox; ck
— damit rechnet man aus:

OR; nif3; OR  ny 9pB; nifs)
ox; K

)

o0x; K ox; cK

— mit Hilfe dieser Formeln erhalt man fiir das elektrische Feld:

K3 R?2 ck®R

) — q[<ﬁ—5><1—52>+<ﬁ—5><ﬁ~ﬁ)—nﬁ]

_ [< —Hu-p) <<ﬁ—ﬁ>x5)]
9 K3 R? ck3R

— Ergebnis besteht aus einem beschleunigungsunabhiingigen Term, der mit 1/ R?
abfillt und einem beschleunigungsabhingigen Term, der nur mit 1/R abfallt

13Alfred Liénard (1869-1959), Emil Wiechert (1861-1928)
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fiir das Magnetfeld erhéilt man den Ausdruck

ixB—p)  wx BB+ ix f

B(t,7) = —q K3 R? ck3R

I
Su

x E(t, )

— bemerkenswert: B L E (gilt nicht nur fiir den Strahlungsanteil)

3.37 Strahlung einer schnell bewegten Ladung

in groflen Entfernungen ist nur der 1/R-Term wesentlich:

B (t, ) = C;{)R 7 % [(ﬁ - E) X E] . Beul(t,®) = i x Esul(t, D)

fiir ultrarelativistische Teilchen (v ~ ¢) wird die Winkelverteilung der Strah-
lung durch das Auftreten hoher Potenzen von kK = 1—17i- /3 im Nenner bestimmt

n
P

Abbildung 3.55: Ein beschleunigtes ultrarelativistisches Teilchen strahlt
hauptséchlich in einen kleinen Winkelbereich um den Geschwindigkeitsvektor

v
0 :=(71, 5) = k = 1 — Bcosf wird Klein fiir kleine Winkel 6
1
= k~1-B1-60%/2)~1—-p+6%/2~ 5(1—62+02)

verwendet: 1 — 32 = (1 - 6)(1+ ) ~2(1 — B)

= & klein fiir || £ /1 — B2

— das ultrarelativistische Teilchen strahlt in seine Bewegungsrichtung und zwar

in das Winkelintervall
0]~ V1= p2=1/y

um die Geschwindigkeitsrichtung (,,Scheinwerfereffekt)
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die im Laufe der Zeit dt in das Raumwinkelelement d2 abgestrahlte Energiemenge
ist gleich
(- B2R2aq) at
A7

J/

-~

P
dt ist das Zeitintervall im Moment der Beobachtung, sodass dP die Leistung
darstellt, die ein Beobachter wahrnimmt — infolge des Verzogerungseffekts, der
bei der Ausbreitung von Wellen vom strahlenden Teilchen zum Beobachtungs-
punkt auftritt, fallt das Zeitintervall dt nicht mit dem Intervall dt,.; zusammen,
in dessen Verlauf die Energie d P dt von dem sich bewegenden Teilchen abgestrahlt
wird

—

wir wissen bereits: dt = kdt,ey = (1 — 70 - B)dtyet
C<t - tret)

clt + dt — (trer + diyer)]

Udtret I
T e—» —e
E(tret) Z(tret + dtret)

Abbildung 3.56: Zur Ilustration des Zustandekommens des Unterschiedes zwi-
schen dt,e;, (Zeitintervall fiir das Teilchen T) und dt (Zeitintervall fiir den Beob-
achter B)

— betrachten zur Illustration den Spezialfall eines Teilchens, das sich geradlinig
auf den Beobachter zubewegt (siche Abb. 3.56)

= C(t + dt — tret — dtret) = C(t — tret) — Udtret
= dt = (1 —v/c)dt,e

— die vom Teilchen ausgestrahlte Leistung ist daher

ap—ap - e p2ag
dtret T
~—~—

K

— differentielle Strahlungsleistung;:
" 5712
ap g | |- ) x5
dQ  4me (1_77.5)5

(in den Raumwinkel dQ2 abgestrahlte Energie pro Zeit des Teilchens)

Bemerkung: im nichtrelativistischen Limes besteht kein Unterschied zwischen dP
und dP,da g — 0,k —> 1
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Spezialfall: ¥||¢ (Beschleunigung in Richtung der Geschwindigkeit)

5 5112 dP 222 in2o
i x (7= 5 x 5] Sy A—

72 2
= 0 R p—
psin 74 e (1 —Bcosb)?

wie bereits qualitativ diskutiert: Nenner x° modifiziert Winkelverteilung drastisch
fiir § — 1 = Strahlung ganz in Vorwértsrichtung gebiindelt

dp ﬁ2 8 0)2
a 8¢°0 (v0) 5
dS) 60 7rc3 [1+ (v6)?]

mit z := (70)% Maximum von z/(1 + z)° bei z = 1/4 = Y[0|max = 1/2 =
|0 max = 1/(27) = /1 = 2/2

starke Biindelung in Vorwértsrichtung

maximale Intensitéit ~ ~® (z.B. v =0.9c — 7% = 767)

Gesamtleistung durch Integration iber Raumwinkel (miithsam)

einfache Invarianziiberlegung: P = dEsg/dle: Zahler und Nenner nullpe Kom-
ponenten von Vierervektoren — P ist ein Lorentzskalar, quadratisch in v

nichtrelativistischer Grenzfall:

p_ Wi 2 (dF\
303 3m2e3 \ dt

Konstruktion der (naheliegenden) allgemeinen Form mit Hilfe des (raumartigen)
Vierervektors

dp  ydp"
ds ¢ dt
~ 2¢° dp* dp,

P =

Pt =mey (1,5)

" 3m2c ds ds’
7zu bererechnen:

dpt_d
s T

(%75) — CZ V-8 7273(5-5)5+75

— allgemeine relativistische Strahlungsformel:

s P (55) | < BT B - ()]
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Anwendung: geladenes Teilchen bewegt sich mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit in einem kreisformigen Speicherring (Kreisbeschleuniger, Synchrotron)
mit Radius r

S 72 cB?
B=|f = const = |F]=L =L
cr r
L 2g%cAin!
= P=
3r2

Teilchenenergie £ = mc?y einsetzen — Synchrotronstrahlungsformel:

P 2q2054< & )4

3r2 mc?

Energieverlust des Teilchens pro Umlauf:

23 4
AE:PXZﬂ:PXZWT:émqﬁ &
v Be 3r mc?

— Strahlungsverluste wachsen mit vierter Potenz der Teilchenenergie — Syn-
chrotronstrahlung beschréinkt Verwendung von Kreisbeschleunigern bei hohen
Energien

Beispiel: LEP (1989-2000) r ~ 4.3 km, zuletzt £+ = E.- ~ 100 GeV — Energie-
verlust eines Elektrons (Positrons) pro Umlauf AE ~ 2 GeV

gewaltige Verluste durch Synchrotronstrahlung: LEP hatte Energiebedarf einer
Kleinstadt

Ausweg: e — p (LHC)
1 4
(ﬁ) :( 0.51 ) ~9x 101
- 038.27

3.38 Streuung

Beispiel: Streuung einer ebenen Welle an einem in einem Oszillatorpotential ge-
bundenen Teilchen:

1. einfallende monochromatische ebene Welle

=Nl ]

B(t.7) = Re []E ik 7 — wﬂ CB=
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Ladungen werden
beschleunigt

gestreute Welle

einfallende ebene Welle

Abbildung 3.57: Schema eines typischen Streuexperiments

ii. Punktladung mit Trajektorie Z(¢) sei in einem Oszillatorpotential (Gleichge-
wichtslage im Ursprung) gebunden (Modell fiir im Atom gebundenes Elek-
tron): Ladung ¢, Frequenz wy, Dampfung T’

ol

iii. Bewegung nichtrelativistisch (v < ¢) — 2 x B vernachlissigbar

iv. Wellenlénge der einfallenden Welle grofi: A > |Z]
Bewegungsgleichung fiir Punktladung:

m Z+ml Z+ mwi 7 = ql’Eﬂ)oeiU€ 2wt +O(v/c)
Reibungskraft —mI Z verursacht durch verschiedene Prozesse, die dem Punkt-
teilchen Energie entziehen (Abstrahlung, Stolprozesse, ...)

Dipolndherung: mit k-7 < 1 — k214 O(|21/N)

allgemeine Losung: Z(t) = Z;(t)+2,(t) (Losung zj,(¢) der homogenen Gleichung
klingt mit e 1/2 ab)

Ansatz fiir spezielle Losung der inhomogenen Gleichung:

—1wt

Zs(t) = 2o e - (—w® —iTw+w?) Z = qEo/m

— zeitabhingiges Dipolmoment

¢*Eo/m o—twt
wp —w? —ilw

Vor.: einfallende Welle linear polarisiert — ]EO = eiéﬁo mit reellem Vektor EO
zeitgemittelte Dipolstrahlung:

dP\  w'¢*|%|? sin®0 ¢ B2 2\ w*sin? y
aQ/ 8mc3 T8 T \me? ) (W — w?)? A+ W
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(x ist der Winkel zwischen dem Vektor EO und der Beobachtungsrichtung)

strikt elastische Streuung: keine Frequenzédnderung in der gestreuten Welle
differentieller Wirkungsquerschnitt:

dP
d_cr _ abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel d€} <@>
aQ einfallende Leistung pro Fliache N <|§‘>

: = c =
it (|S]) = e(n) = | Eol”

differentieller Wirkungsquerschnitt fiir Streuung von linear polarisierter Welle an
gebundener Ladung:

do q* 2 w?sin? y
dQ  \me?) (Wi — w?)? + wI?2
integrierter Wirkungsquerschnitt:

do 87 [ ¢ 2 w?
o= [dQ)—=—
dQ 3 \me?) (wi—w?)?+w??

g
r
[t
[0y 4 Sy A ——
;
Wo

Abbildung 3.58: Streuquerschnitt als Funktion der Kreisfrequenz der einfallenden
Welle

2

Elektronen: ) = = 2.8 fm (klassischer Elektronradius)

MeC?

Rayleigh-Streuung': w < wy

14John William Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842-1919)
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relevant fiir Streuung von Sonnenlicht an Molekiilen in der Atmosphére
81 Hw!
o= —-Ty—7
3 Twy

— blaues Sonnenlicht stérker gestreut als rotes

Oblau _ wélau _ )\fot ~ 700 nm ! ~ 10
Mo \400 nm /)

4
Orot wrot

— Erkldarung von Himmelsblau und Abendréte

Resonanzstreuung: w ~ wy

starke Energieabhéngigkeit — Instrument zur Strukturuntersuchung

2
8T 2%

(W= wWp) = ORes = 3 Tops

wo ist 0(w) = ORres/27 — wenn (w2 — w?)? ~ WAI? (fir I < wy) — Losung:
w=wyE£I'/2 = I' = Gesamtbreite bei halbem Maximum

QM, QFT: Energieunschérfe des (Resonanz-)Zustands ~ hI' = h/7 (7 = Lebens-
dauer des Zustands)

Thomson-Streuung'®: w > w,, I'
insbesondere fiir freie Elektronen (wy = 0)
8T ,
0T (homson) — ?TO
bisher immer linear polarisiertes Licht betrachtet — fiir Praxis noch wichtiger:
Streuung von unpolarisiertem Licht
unpolarisiertes Licht: statistisches Gemisch aller moglichen Polarisationen

Resultat (ohne Rechnung; = Streuwinkel zwischen ein- und auslaufender Welle):

dor unpol q_2 2 - sin® 6
dQ  \me2 2

integrierter Querschnitt:

dO’T,un ol q2 ? ! 1 + COS2 0 81 q2 2
o = [0t —or () [ dteos P <0

15Joseph John Thomson (1856-1940)




3.38. STREUUNG 123

— selbes Ergebnis wie vorher fiir o, da im integrierten Querschnitt natiirlich
keine Richtung (der Polarisation) ausgezeichnet

QFT: Compton-Streuung ye~ — ye~

Frequenz (~ Energie) des Photons reduziert («» Riickstof des gestreuten Elek-
trons)

w’ B 1

w 2hw [

W 1+ 5 sin® =
MeC 2

Frequenzverminderung ist ein Quanteneffekt: w’" — w  fiir h—0

Klein-Nishina-Formel'® fiir Streuung unpolarisierter Photonen:

dUunpol_ e? ? ﬁ/ 2 1 ﬁ/—i-i _sin20
dQ  \mec? w 2\w W 2

bisherige Betrachtung fiir ein einzelnes Streuzentrum: wie sieht der Wirkungs-
querschnitt fir NV Streuzentren (Atome, Elektronen, ...) aus?

i. inkohirente Streuung
wenn Streuzentren unabhéngig voneinander abstrahlen — oy = N o

Bsp.: Rayleigh-Streuung von sichtbarem Licht in Atmosphére — Luftmo-
lekiile statistisch verteilt: inkoh&rente Streuung

ii. kohdrente Streuung

falls konstruktive Interferenz der einzelnen Streuwellen — oy = N2 o

Bsp.: Wasserdampf in der Atmosphire; Wassertropfchen mit Durchmesser
zwischen ~ 2 und ~ 500 nm bestehen aus N Molekiilen — fiir sichtbares
Licht (Wellenldnge zwischen ~ 400 und ~ 700 nm) schwingen induzierte
Dipolmomente in Phase — JTréprhen =N JMO]ekﬁl — Wolken weitgehend
undurchsichtig, da Licht stark gestreut wird

andererseits: homogenes Wasser hat d > A — Molekiile in verschiedenen
Teilen der Wassertropfen nicht mehr in Phase — homogenes Wasser relativ
durchsichtig (inkohérente Streuung)

allgemein: kohéirente Streuung «» Interferenz (konstruktiv oder destruk-
tiv) — Paradebeispiel: Beugung von Rontgenstrahlen an Kristallen (siehe
Abschnitt 3.40)

160Qskar Benjamin Klein (1894-1977), Yoshio Nishina (1890-1951)
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3.39 Interferenz

—

Dipol d(t) = doé3 coswt befinde sich im Ursprung des Koordinatensystems

— am Ort & = ri (7 = €)1sinfcos + ésinfsinp + e3cosh) wird dann das
elektrische Feld (Dipolnéherung)

~ dow? sin 6 w
E(t, %) = 072 cos(wt — — 1) (=€) cosf cosp — & cosfsin p + €3s8in )
re f
||
beobachtet

Magnetfeld B(t, ) = @i x E(t, Z):

— d 2 1 9 d
B(t, %) = w cos(wt — |k|r) (€] sin g — &, cos @)
re

-

nun sei am Ort ¥ (|y] < r) ein zweiter Dipol d(t) = dyés cos(wt + ) (schwingt
synchron, jedoch um den Winkel @ phasenverschoben)

— dieser Dipol erzeugt das Feld

- -

A7) = d(t =17 —gl/c) _d(t—r/c+ii-g/c)
’ |l — 1] - cr

)

wobei hier die in der Fernzone giiltige Néherung |¥ — g ~ |Z| — 71 - i verwendet

wurde

— sind beide Dipole gleichzeitig vorhanden, so erzeugen sie das elektromagne-
tische Feld

- dow? sin 0
E(t,7) = w [cos(wt — kr) + cos(wt — kr + kil - § + a)]
re
X (—é7 cosfcosp — €y cosfsin g + €3sin b))
=, dow? sin 0 oL oo .
B(t,#) = ———5— [cos(wt — kr) + cos(wt — kr + kii - j + «)] (€1 sin p — € cos p)
re

mit dem Poyntingvektor

9 . 2
S(t,7) = i (M) [cos(wt — kr) + cos(wt — kr + kit - § + )] 7

rc?



3.39. INTERFERENZ 125

—s die Ausdriicke fiir £ und B haben die Struktur

A(t) = Aplcos(wt + ¢1) + cos(wt + ¢o)]

$2 — ¢
2

= 2Ajcos cos(wt + ¢1/2 + ¢2/2)

J/

-~

AR

konstruktive Interferenz fiir ¢ — ¢; = 0, +27, 47, +67,. ..
destruktive Interferenz fiir ¢ — ¢ = £m, +37w, +57, ...
A(t)? = A% cos?(wt + ¢1/2 + ¢2/2) (z.B. Poyntingvektor)
Intensitit von zwei Dipolen: I, ~ (A(t)?) = A% /2

Intensitéit eines Dipols: I; ~ A2/2

— Verhiltnis der Intensitéiten: Io/I; = 4 cos®(¢2/2 — ¢1/2)

Agewt+e2)

wt + P

b2 — b1 4 Aoei(w?f+¢1)
wt + ¢1

Abbildung 3.59: Ermittlung der resultierenden Amplitude Ar durch Addition
komplexer Amplituden

Bemerkung: man kann zur Addition von Amplituden auch komplexe Zahlen ver-
wenden (siche Abb. 3.59)

A(t) = ReA(t)
A(t) = A [ei(wt+¢1)+ei(wt+¢2)]

= 2A0 Ccos M ei(Wt-i-(bl /2+¢2/2)

N J/
-~

AR
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— wir setzen nun den zweiten Dipol an die Stelle i/ = de; und beobachten die
Strahlung nur in der 1-2-Ebene (d.h. § = 7/2)

2md
= ¢2—¢1:kﬁ-§+a:%sin¢+a

¥
P

Abbildung 3.60: Zwei Dipoloszillatoren im Abstand d

Betrachtung einiger Spezialfille:

1. =0, d=\/2 (sieche Abb. 3.61)

Abblldung 3.61: (bQ — (251 — 7 sin ©, ]'2/[1 — 4(3082 msin

2
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©) D)

® , @
O

Abbildung 3.62: ¢y — ¢y = wsing + m, Ir/I; = 4 cos? —F(Sinfﬂ)

2. a=m,d = \/2 (siche Abb. 3.62)

3. a=m7/2,d= \/4 (siche Abb. 3.63)

©

©)
:)l;
©

A

@

Abbildung 3.63: ¢ — ¢ = %, I,/I, = 4 cos? % (sendet bevorzugt in
nur eine Richtung)
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3.40 Rontgenbeugung an Kristallen

betrachte identische Atome an den Gitterpliatzen &,

Q

Kristall

Abbildung 3.64: Streuung von Rontgenstrahlen an einem Kristall

einlaufende Welle Eein(t,f) = EO cos(wt — kg - &) (mit |7fen| = 1) verursacht
Dipolmomente d,.(t) ~ Egn(t, Z,), die zu einem Strahlungsfeld E,,s(t,Z) fithren

— dieses von allen Dipolen erzeugte Strahlungsfeld Eaus(t, Z) hat das Vektorpo-
tential (|| = 1)

t — | Rifaus — Tr| /)

|Rnaus - xr|

fzfaus(taRﬁaus) - _Z

=k Ritus = | ~bitein-Tr)

~ FyReS —
0 |Rnaus_a;r‘

T

Ej

~ i(wt—kR) ik (aus —lein)-Tr
T O

2
= daKristall = dUAtom E em(naus_nem).xr

T

ein kubisches Gitter werde durch Z, = a(ry,79,73) mit ganzen Zahlen r; =
0,...,N —1 (i =1,2,3) beschrieben — miissen den folgenden Ausdruck unter-
suchen:

—

ialr ialar — —
t 2 ) A= k(”aus - nein)

2
§ ei&-fr o 1aA37rs3

T
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— geometrische Reihe

N-1 1 — eialiN gin2 AN
_ iaAiri _ 2 2
Si = € o 1 eiaAi = |SZ| - 2 al\;
= sin” 45
— wir miissen also die Funktion
sin? %
(o) = =2
sin®

untersuchen, wobei N sehr grof ist: F'(0) = N?; erste Nullstelle fiir ¢N/2 = 7;
néchstes (lokales) Maximum ungefihr bei ¢N/2 = 37/2, wobei F(37/N) =~
4N?/(37)? = 0.045N?; zweite Nullstelle bei pN/2 = 27; weiteres (lokales) Maxi-
mum ungefihr bei ¢N/2 = 57/2 mit F(57/N) = 4N?/(57)? = 0.016N?; usw.

— starke Maxima (F = N?) wieder fiir ¢ = £27, +47,..., d.h. ¢ =27n, n € Z
— Rontgenbeugung findet nur dann statt, falls

2ra . I
T(naus — o) = 277, REL

bzw. B
a(kaus — kein) = 27'('7_7:, ne ZB

von Lauesche!” Interferenzbedingung

1"Max von Laue (1879-1960)
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Kapitel 4

Elekrodynamik der Kontinua

4.1 Makroskopische Elektrodynamik

bisher: mikroskopische Felder E, B und mikroskopische Ladungs- und
Stromverteilung p, j

unmdoglich (und unnétig), elektromagnetische Felder fiir ~ 10%* Ladungen zu
berechnen — Mittelung iiber makroskopisch kleine aber mikroskopische
grofle Raumgebiete

— gemittelte GroBen (E), (B), (p), ()
Grofle der Raumgebiete, {iber die gemittelt wird?

— miissen eine geniigend grofle Anzahl von Ladungen enthalten, aber auch klein
genug sein, um durch die rdumliche Mittelung Effekte des sichtbaren Lichts
(Reflexion, Brechung) nicht zu verwischen

Bezeichnungen:
a. .. typische Atom- oder MolekiilgroBe (a ~ 1 A= 0.1 nm)
L ... lineare Dimension des Mittelungsgebietes

A ... Wellenlidnge des sichtbaren Lichts (400nm < A < 700 nm)

ek LN = L~10nm

— im Volumen L? ~ 1072 m? sind in der Regel noch etwa 10° Kerne und Elek-
tronen

— gemittelte Felder sinnvoll im optischen Bereich, nicht im Ro&ntgenbereich
(ARéntgen ~ A) und natiirlich erst recht nicht fiir y-Strahlung
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L

Abbildung 4.1: Mittelungsfunktion

Mittelungsfunktion f(|Z]) (rotationssymmetrisch), /d?’x f(z]) =1

Mittelung:

—

() — / @y £(71) Buat, & + ) = B(t,7)

gemitteltes Feld wieder mit E bezeichnet, obwohl jetzt andere Bedeutung als das

urspriingliche Feld Emikr (analog fiir B v Py 7)
wichtig: es gibt keine neue Elektrodynamik in Materie!

Maxwell-Gleichungen sind die fundamentalen Feldgleichungen auch in kontinu-
ierlichen Medien; makroskopische Maxwell-Gleichungen sind ph&nomenologische
Néherungen, die in der Praxis von groffem Nutzen sind

makroskopische Maxwell-Gleichungen schauen zunéchst wie die fundamentalen
Maxwell aus, ausgenommen

i N gemittelte GréBen (p), (J)

Grund: partielle Ableitungen kommutieren mit Mittelung der Felder

0 =, N - R
95w = /d3yf(|y|) B (t, 4 §)
0

> Pl

G B = [y r7) 5 Bt +)

analog fiir Magnetfeld B(t, 7)
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4.2 Polarisierung und Magnetisierung

wie sind (p), (j) zu verstehen?

mittlere Ladungsdichte (p): Materie besteht aus Atomen, Molekiilen (elek-
trisch neutral) und ,freien“Ladungstragern (Ionen, Elektronen)

— Aufspaltung: (p) = prei + Pgeb
Form von pgep:

mikroskopische Ladungsdichte eines am Ursprung befindlichen elektrisch neu-
tralen Atoms oder Molekiils (auf Bereich der Gréfe a ~ 1 A konzentriert):

Pal(t, ), /d3:1: Pa(t, ) =0

bewegt sich das Atom (Molekiil) lings der Trajektorie t — 7,(t), so ist seine
Ladungsverteilung

— gesamte mikroskopische Ladungsverteilung aller neutralen Atome (Molekiile):

D pa(t.F = ()
Mittelung;:

pra(t @) = <Zpa (1,7 - fa<t>>>

= =V f(IF—7a®)]) dalt) + ...

«

Bemerkung: Mittelungsfunktion wurde in Dipolndherung um # — 7, (¢) entwickelt
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daher in Dipolnédherung:

peen(t,F) = =V > du(t) f(F = 7a(t))

= —V-Pt, ) = ppa(t, )

Definition: Polarisierung

lektr. Dipol
<Zd £) 63 (7 —F, (t))> _ CeKtr DIPOMMOmENt _ 1y, 1 gichte

Volumen

integrierte Polarisierung: [d3z P(t,7) = 3 dy(t) Probe: Gesamtdipolmoment in
|4 acgV

V = [z 7 ppa(t, ) = — [z ZdivP(t,7) “Z° [dz P(t,T) /
14 14 14

Ladungserhaltung — Kontinuitétsgleichung 2 (p) + V-{j)y=0
muss separat fiir die freien Ladungen gelten: pge; + V. jfrei =0
Analyse fiir die gemittelte Stromdichte: (j(t, %)) = jiei(t, ) + jgen(t, )

Definition der magnetischen Dipoldichte M (t,7) (Magnetisierung) der gebun-
denen (neutralen) Objekte:

M(t,Z) d*z = > i (t)

acd3z

diese Magnetisierung fiihrt auf einen gemittelten Strom (alles in Dipolndherung!)
Jmag(t, ) = ¢V x M(t, )

Probe: i-te Komponente des Gesamtdipolmoments im Gebiet V =
5 ‘ldgfc EijkTjJmagk = 5 Jdgl’ ik j(CeresV M) = 3855050 — 05e0jm) ‘[d?’:c x;V M,

G%lﬁ fdgllf ]\4Z \/
\%

kann allerdings noch nicht alles sein: auch Polarisierung trégt zum gemittelten
Strom bei

<p(t,f)> = pfrel( )+ppol( )
G, 7) = Jneits D) + Jmag(t, 7) + Jpar(t, T)
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Kontinuitatsgleichung —

—

ppol =-V 'jmag_ﬁ 'jpol - _6 'jpol = —6 ﬁ
— konsistente (und richtige) Wahl:

Joal(t, Z) = P(t, )

Form der homogenen Maxwell-Gleichungen bleibt bei der Mittelung unveréndert:

. . 10B Lo
VxE+-" =0, V-B=0
c Ot

Mittelung betrifft nur die inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

= 47m{p) = 47 (prei + Ppol) = AT ppre; — 47V - P

= V- (E+47Tﬁ) = AT Pgrei
%
D

elektrisches Hilfsfeld:

daher

letzte Maxwell-Gleichung:

10E AT /o

6X§__— = _(-rei _fma 70)

c 8t c jf +~] g_'_jpl
Vil - - A7 5
— —ﬂ-jfrel+47rva+_ﬂ-P

c c
S VX (B —47rM> — <E+47TP) -
—_—— ¢ —_—— ¢
H D
magnetisches Hilfsfeld:
H:=B—4rM
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Maxwell-Gleichungen in Materie
(Dipolnéherung)

rot E = —B/c divD = AT Prei

rot H = 47ijrei/c+5/c divB = 0

Lorentz-Kraft: nach wie vor durch die (jetzt gemittelten) Felder E, B bestimmt

— ]_ — —
allerdings mit pgei, jaei: F(t) fd T | preei(t, B)E(t, T) + —jei (t, T) X B(t, T)
c

Problem: pg.;, ffrei legen i. Allg. E, 5, Bi H noch nicht fest; ﬁ, M normaler-
weise nicht vorgegeben, sondern stellen sich erst in Abhéngigkeit von E, B ein
— weitere phinomenologische Annahmen notwendig

atomistische Erklarung von Polarisierung und Magnetisierung:

a. induzierte ﬁ, M
Atome, Molekiile besitzen zunéchst keine Dipolmomente, durch &ufle-
res Feld werden sie aber induziert (Deformation der Elektronenhiille) —
P || E, M antiparallel B (Lenzsche Regel, Diamagnetismus)

b. Orientierungspolarisierung, -magnetisierung
Atome, Molekiile besitzen Dipolmomente, die aber zunéchst zufallsverteilt

sind; werden im &uBeren Feld ausgerichtet — P || E, M || B (Paramagne-
tismus) wegen Drehmoment der dufleren Felder auf Dipolmomente

c. spontane ]3, M
benachbarte Dipole wechselwirken miteinander — Dipoldichte # 0 auch
ohne dufere Felder; starke Temperaturabhéngigkeit (nur fiir kleine 7'; Pha-
seniibergang bei 7' = T.) und nur in geordneten Medien: Ferroelektrizitét,
Ferromagnetismus — komplizierter Zusammenhang zwischen D und E
bzw. H und B (Hysterese) — Physik der kondensierten Materie
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4.3 Elektrostatik von Leitern

elektrostatische Gleichungen fiir gemittelte Groflen in Abwesenheit von Dielek-
trika: . .
rot £ =0, div E = 4mp

Bemerkung: hier ist p = pgei

rotE=0 = E= —grad¢ = A¢p=—4dnp
— bei vorgegebenem p konnen wir die Losung der Poissongleichung sofort
hinschreiben: @
o@) = [y 20
|7 — 4]
bei Anwesenheit von Leitern haben wir aber das Problem, dass wir die Ladungs-

verteilung auf diesen nicht kennen — wissen aber: im statischen Fall muss das
elektrische Feld im Inneren eines Leiters verschwinden

Grund: nichtverschwindendes Feld wiirde einen Strom hervorrufen — Ausbrei-
tung eines Stromes im Leiter ist jedoch mit Dissipation von Energie verbunden
und kann daher ohne duflere Energiequellen nicht als stationédrer Zustand aufrecht
erhalten werden

divE = dmtp N E = 0 im Inneren des Leiters = Ladungen koénnen nur an der
Oberflache des Leiters sitzen

Leiter

Abbildung 4.2: Im Inneren eines Leiters verschwindet das elektrische Feld. Wegen
des Satzes von Stokes muss daher auch die Tangentialkomponente des elektrischen
Feldes im AuBenraum in unmittelbarer Ndahe der Leiteroberfliche verschwinden

rot E =0 = Et = 0 — das elektrostatische Feld steht also in jedem Oberflachen-
punkt des Leiters normal auf die Oberfliche

Flichenladungsdichte o an der Oberfldche des Leiters:

— — a
/df~E:47r/d3:cp = E,F=410F = —a—¢:En:47m
n
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Gesamtladung des Leiters:

1 190
Q= [wrB = [0
oV

ov

\Y

Abbildung 4.3: Zur Berechnung der Oberflichenladungsdichte o

Randwertproblem ohne Ladungen auflerhalb der Leiter: gesucht Losung der
Laplacegleichung A¢ = 0, die an den Leiteroberflichen konstante Werte annimmt
(sieche Abb. 4.4)

E;
' QbFiZCbi Vi

b3

Abbildung 4.4: Randwertproblem in der Elektrostatik von Leitern. Der Raum
zwischen den Leitern ist ladungsfrei

analog: Randwertproblem mit Ladungen pe auflerhalb der Leiter — gesucht
Losung der Poissongleichung A¢ = —4mpey, die an den Leiteroberflichen kon-
stante Werte annimmt
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4.4 Faradayscher Kifig

ladungsfreier Hohlraum, der ganz von einem Leiter umschlossen ist:

Abbildung 4.5: Faradayscher Kiifig

¢ = const. (im Inneren des Hohlraums) ist sicher eine Losung von A¢ = 0 mit
der gewiinschten Randbedingung = F = —grad ¢ = 0 im Inneren

Eindeutigkeit der Losung: angenommen es gibt eine zweite Losung b —
1 = ¢ — ¢ erfiillt dann ebenfalls die Laplacegleichung Ay = 0, aber mit der
Randbedingung 9|9y = 0

/d3:c ViV = /d3:c V:(Va) — /d?’:cwéf/

|4 |4 \% 0

= / dfivyVip =0
oV
= V@) =0VvVreV
= P(Z) =0 (wegen ¥|gy = 0)
= ¢=9¢
Bemerkung: dieser Eindeutigkeitsbeweis funktioniert nicht nur fiir den Faraday-

schen Kifig, sondern ganz allgemein fiir die Losung der Laplace- oder Poisson-
gleichung bei Vorgabe von Randbedingungen, denn

A¢ - _47Tpext A AQE = _47Tpext mit ¢|8V - ¢~)|8V
= A(9—9)=0, Yoy =0
¥

und den weiteren Beweisschritten wie oben
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4.5 Minimax-Eigenschaft des Potentials

Behauptung: Potential ¢(Z) des elektrostatischen Feldes nimmt seine Maxima
oder Minima nicht im ladungsfreien Gebiet, sondern nur am Rand (= Lei-
teroberflichen) an

Beweis: angenommen ¢ hétte im ladungsfreien Gebiet ein Minimum (oder Maxi-
mum) am Ort # — dann kann man ein kleines Gebiet G um & finden, sodass fiir
die Ableitung in Richtung der Normalen auf den Rand 0G gilt:

0
—(b <i> 0
on | ye

—/df-ﬁ:/dfa—CZS < 0

on
oG aG
——
Qo

= Q¢ # 0 — da G sich im ladungsfreien Raum befindet, ist dies ein Wider-
spruch!

= eine punktférmige Probeladung ¢ kann sich im ladungsfreien Gebiet nicht
im stabilen Gleichgewicht befinden — dazu miisste ndmlich ¢¢(Z) ein Minimum
besitzen — fiir stabiles Gleichgewicht miisste qE so wie in Abb. 4.6 ausschauen,
was (wegen des Satzes von Gauf) divE # 0 implizieren wiirde

Sk
|\——> -f <—I|
\ ‘/\‘ I ‘/\//
Abbildung 4.6: Kraft auf eine Probeladung bei stabilem Gleichgewicht

Bemerkung: allerdings kann eine Ladung im stabilen Gleichgewicht sein, wenn es
zusatzliche mechanische Zwangsbedingungen gibt

Bemerkung: mit Hilfe der Minimax-Eigenschaft des Potentials kann man sich
ebenfalls von der Eindeutigkeit von ¢ beim Faradayschen Kéfig iiberzeugen
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4.6 Einfache elektrostatische Beispiele

Plattenkondensator:
E=0
7 A
I —0
d I E =4no = 47?% (Randeffekte
o vernachléssigt)
3
% A~ ¢,
E=0

Abbildung 4.7: Plattenkondensator

2
E=—grad¢ = /d:?~ E=¢(&) — ¢(Z) = U
1

U ... Spannung (Potentialdifferenz)
in unserem Fall: Fd=¢, —¢_ =U — U =4nQd/F
Definition der Kapazitit: C = Q/U

Plattenkondensator: C' = F/(4wd) (Dimension einer Linge)

geladene Metallkugel:

Radius R, Mittelpunkt im Ursprung, Ladung @)

Abbildung 4.8: Geladene Kugel

141
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» Q
7|
= QY
E(7) = T 7| = R
Q 1
g = A R2 - 4_En|8K\/

U=¢(R)— ¢(x) =Q/R = Kapazitit C = R

zwei leitend verbundene Metallkugeln:

Ry

@

Draht
O1 = O2

Abbildung 4.9: Zwei weit entfernte Metallkugel auf gleichem Potential

Potentiale an den Kugeloberflichen gleich:

Q_@& _ @_h

R, R, Q: Ry

Normalkomponenten der Feldstéirken an den Kugeloberflichen:

@ Q2
El = 5 E2 = —
Ry R3

Ey Ry

= — ==

Ey Ry

— je kleiner der Radius, desto stérker das Feld

Anwendung: Feldemissionsmikroskop (|E| bis 10° V/m erreicht) — Feynman
Lectures Bd. II
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4.7 Energie des elektrostatischen Feldes von
Leitern

1 =
5Feld = — /dgx E2
8
Bemerkung: in dieser Formel steht das gemittelte Feld E = (Emikr>

E2 = <Emikr>2 3& <E2

° ) (keine Beriicksichtigung der inneren Energie des Lei-
ters)

Pa; a
Abbildung 4.10: Zur Berechnung der Feldenergie

— Integrationsgebiet ist also das Raumgebiet auBerhalb der Leiter (da das Feld
innerhalb der Leiter verschwindet):

1
Ereld = —o— / d3$EiVi¢
8
R3\Uq Vo
! / d*x Vi(E;¢) + ! / d*r (V,E;) ¢
= T T Vil o T\ Vily
8 8 ——
R3\Uq Vo R3\Uq Ve =0
1 1 S
- 4 B = — . E
D KT S R
e av, @ Va
——
4mqa

1
= 5 ;Qa(ba
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Bemerkung: Verallgemeinerung von Q@ = CU:

Ga = Z Cabgbb
b

Cou - - - Kapazitiatskoeffizienten
Cu (@ #b) ... elektrostatische Induktionskoeffizienten
4.8 Kraft auf einen Leiter

elektrisches Feld iibt auf die Oberﬂéighe eines Leiters bestimmte Krafte aus —
Maxwellscher Spannungstensor (fiir B = 0):

1 1. >
ik — EZE - —57; E2
Oik Ar < kT o0k )

Leiter

(Integrations—\
gebiet)

Abbildung 4.11: Kraft auf einen Leiter

1 1 -
F; = /dfk — (EzEk — _5ikE2>
4 2

ov

Kraft auf den Leiter:

da Elyy || 7i: 1
F, = —/dfniﬁz :/dfGi
8w

Kraft/Fléche:
. _E? E
G:ﬁ8_77 :27T0'2ﬁz%

— Zug nach auflen
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Beispiel: Plattenkondensator

% %,
Y —0 l
d I E =4no E2 . .
i - T G = 5~ ... Kraft auf die Kondensatorplatte/Fléache
% 7,

Abbildung 4.12: Flidchenkraftdichte auf eine Kondensatorplatte

auf die Kondensatorplatte wirkende Kraft kann man auch durch folgende Uber-
legung erhalten: untere Platte wird festgehalten und obere Platte um ein Stiick
Ad nach oben verschoben — Energie pro Fliche wird dann um Ad E?/87 ver-
grofert (E bleibt unveréndert, da o nicht gedndert wird) — man muss also die
Flichenkraftdichte E?/87 nach oben wirken lassen um die Platte zu verschieben
— auf die Platte wirkt vom Feld die Flichenkraftdichte E?/8m nach unten

4.9 Methode der Spiegelladungen

zwei Ladungen £¢ im Abstand 2a:

Y

T2 -

& ¢ = q(% - %)

— -
q R(_/\/_/ q x
a a
auf dieser Ebene ist ¢ =0

rd

Abbildung 4.13: Potential zweier entgegengesetzt gleich grofler Ladungen

— damit haben wir aber auch eine Losung fiir das folgende Problem:
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Y

ANNNRRRRRRRNNY

geerdeter
Leiter

Abbildung 4.14: Geerdeter Leiter in der y-z-Ebene, im Abstand a die Punktla-
dung ¢

AL — —471q 6O (Z — aé,) fiir x>0
T
q\ .
A <——) =0 firx >0
T2

¢1=q/r1 ... Losung der inhomogenen Gleichung (fiir x > 0)
¢ = —q/ro ... Losung der homogenen Gleichung (fiir x > 0)

¢ = ¢1 + ¢ erfiillt die gewiinschte Randbedingung ¢(0,y, z) = 0

— elektrisches Feld:

, {(x—a)€m+y€y+z;jz2 (:c+a)e}+ye*y+zéz} fiir 7 > 0

Elx,y,z) = 2
(z,y,2) = ¢ [(z — a)? + 32 + 2] [(:c+a)2+y2+z2]3/

— Fliachenladungsdichte o = E,, /47 auf dem Leiter:

- —2qa .
N N —qa 2 2 2 _
o(rg) = o =422 o = arctan(z/y)

27 (a? + r2)3/2’
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Gesamtladung:
/dfa = /dgp/dr?“ a2+7“)3/2
0
= / drr ﬁ Variablentransformation u = a? + r?
az+r

0
= —%/aluu?’/2 =—q+/
a2

Kraft auf die Ladung ¢: F=_%¢

geerdete Metallkugel:

leitende,
geerdete Kugel

Abbildung 4.15: Geerdete leitende Kugel

Kraft auf die Ladung ¢: F = — gab_ g

(b2—q2)2 =

isolierte Metallkugel:

Abbildung 4.16: Isolierte leitende Kugel

Kraft auf die Ladung g: F = |:_(b2qi+g)2 + q;_ga] €, — nach wie vor anziehende
Kraft, obwohl die Gesamtladung der Kugel verschwindet
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4.10 Zweidimensionale Probleme

eine Dimension manchmal irrelevant, z.B. fiir (langen) leitenden Zylinder

— zweidimensionale Losungen durch analytische Funktionen f: C — C
f(2) = fle+y) = uz,y) +iv(z,y)

Cauchy-Riemannsche! Differentialgleichungen — Au(z,y) = Av(x,y) =0

komplexe Analysis: f(z) erzeugt konforme (winkeltreue) Abbildung

(x,y) = (u,v) = wu(x,y)=const. L v(z,y) = const.

Beispiel: Zylinder mit Basisradius R

f(2) = —Ex(z+R*/2)

2
R2
u(x,y) = const.: Feldlinien

v(z,y) = —Exy <1 Y

v(x,y) = const.: Aquipotentiallinien

—

- 2aryR? R? .
E(z,y) = =Vo(z,y) = Ex lTex + <1 — F(ﬁ _ y2)> ey} T B

r— oo0: E — Eé€, (elektrisches Feld asymptotisch in y-Richtung)

Aquipotentiallinien: F,y(1 — R?/r?) = const. — z-Achse (y = 0) und Zylinder-
mantel (r = R) sind Aquipotentiallinien mit ¢ = 0; r — oco: y = const. sind
asymptotische Aquipotentiallinien

Interpretation: Losung beschreibt leitenden Zylinder in einem asymptotisch
homogenen elektrischen Feld (in der y-Richtung)

! Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Bernhard Riemann (1826-1866)
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4.11 Elektrostatik der Nichtleiter

Erinnerung an den Plattenkondensator: Q) = CU, C' = F/(4nd)

bringt man ein Dielektrikum zwischen die Kondensatorplatten, dann sinkt (bei
konstant gehaltener Ladung auf den Platten) die Spannung U — Kapazitét (de-
finiert durch C' = Q/U) wird grof3er

Ey =4ro \Z:____““—U ————————— }
+ + + + + + +
IE - / A .
po\ A frei
- - = = [ =V

{+++++++++g++++++++ﬂ

Abbildung 4.17: Plattenkondensator mit Dielektrikum

divE = 47p — /df~E:47er<4wQ
~—

ov gA
——
EA

neutrales Atom oder Molekiil:

Elektrisches Dipolmoment
————— d=qa

Schwerpunkt der negativen Ladungen

Abbildung 4.18: Neutrales Atom vor und nach dem Anlegen eines dufleren elek-
trischen Feldes

Polarisierung (dielektrische Polarisation): P(Z)dV = ¥ d,

acdV
dV ... makroskopisch kleines, aber mikroskopisch grofies Volumen im friiher dis-
kutierten Sinn

P ... Dipolmoment /Volumen (Dipolmomentdichte)
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ist N (&) die Dichte der Atome oder Molekiile, so kann man auch schreiben:

P(Z) = N(Z)qa

F+++++++++F+ + + + +| «— hier sitzt die Ladung

! FNga=FP .
| = Opot = Py =1-P
| i =1
|

———-—-——-—-—-—-—-—-—-—-—-——-"1g;

Abbildung 4.19: Dielektrikum bei angelegtem duflerem Feld

!

P inhomogen = /dgx Ppol = — /df P=— /d?’x divP
1% v 1%
V beliebig = ppo = —div P

Dielektrikum

Abbildung 4.20: Rdumlich inhomogene Dipoldichte in einem Dielektrikum

— konnten also die Beziehung ppo = —div P reproduzieren, die wir schon durch
die Mittelung der gebundenen mikroskopischen Ladungsdichte erhalten hatten

—

man kann diese Beziehung auch auf folgende Weise erhalten: Polarisierung P
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erzeugt ein Potential

d(2 — d3 P. o Lj — Yj
4(7) / VB

T

0 1

= [ dPyPi(§)— =
/ 9 o T =7

= /df‘yi L) —/d‘°’y ——div P(9)
Jo T Oyl —y| |7 — 9]

P; (@)
Jdf; =5=0

= AYUF) = dndiv P(Z) = ppoi(d) = —div P(Z)

Gleichungen der Elektrostatik in Anwesenheitvon Nichtleitern:

rotE = 0, divD = AT Prei D=EFE +4rP
Randbedingungen an der Grenzfliche zweier verschiedener Nichtleiter:
ot =0 = ix (B -E) =0 < B =g
div D = AT pge; = M- (5(11) - 5(1)> =40t & D1(1H) - Dfml) = AT O e

Ofrei - - - Treie Oberflachenladungsdichte an der Grenzflédche

St

IT

Abbildung 4.21: Grenzfliche zweier Medien
Bedingungen an der Grenzfliche zwischen Leiter (I) und Nichtleiter (II):

rot E=0 = Et(l) = Et(H) =0

div 5 = 4Trpﬁrei = - 5(11) = D1(1[I) = 47To-ﬁrei
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in isotropen Medien und bei nicht zu grofien Feldern gilt oft die Beziehung
P=x.E
Xe - - - (di)elektrische Suszeptibilitét

Bemerkung: es handelt sich um eine Materialgleichung (kein Naturgesetz!)

— — — —

D=F+4rP = (1+4nmx.) F
~———

£

e ... Dielektrizititskonstante
allgemeinere Form (z.B. in Kristallen): D; = ;. F),

— durch die Beziehung zwischen D und E wird das Gleichungssystem
rot E = 0, div D= AT Pprei

l6sbar:
rot E = 0, div (z—:E) = AT Prei

Bemerkung: man kann natiirlich mit E = —grad ¢ (folgt aus rot £ = 0) das
Potential ¢ des elektrischen Feldes einfithren —

6 . (86(}5) = _47Tpfrei

Grenzbedingungen an der Trennfliche zweier isotroper Nichtleiter:

rotE =0 = Et(l) = Et(H)
divD = dnpps = eUDEID —cDED — drop,

n n

—
pUn pD

kommen nun wieder zu dem Beispiel des Plattenkondensators mit eingescho-
benem Dielektrikum (Dielektrizitidtskonstante €) zuriick:

rotE=0 = E= —grad ¢

oll
Il

divD = AT Pprei =

¢E im Dielektrikum
EO im Vakuum
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Ey=4no 2 __________ mm - )

\ —
=D + + + + + + _+
/@

1 E= %D = MTU Opol Ofrei b d
A

{+++++++++++a++++++++§

Abbildung 4.22: Plattenkondensator mit eingeschobenem Dielektrikum

D—F 1—-1 —1 —1
= /gng 47'('0':8

47 47 Are € 4

= Flachenladungsdichte an der Oberfliche des Dielektrikums
4
U = Eb+ Ey(d—b) = ~2b+ dno(d —b)

£
Q1

= 47ra(b/€+d—b):47r—g

[b+e(d—10)

Q eF

U 4x[b+e(d —b)]

fir b = d: C = eF/(4nd) — Kapazitét um Faktor € grofier als ohne Dielektrikum

C:

4.12 Magnetisierung

Magnetisierung M (Z) ... Dichte der magnetischen Dipolmomente:

M(Z)dV = 1iiq

aedV

— Magnetisierung erzeugt das Vektorpotential (siehe Abschnitt 3.20)

5 -« Li —Y;
Al = €kez‘/dgyMe(y) Y

|7 —y]?

L, 0 1
= ke /d?’y Mz(@/)a—ym

1 0
= g [ & — My(§
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Bemerkung: bei der letzten Umformung (partielle Integration) wurde verwendet,
dass M im Unendlichen verschwindet

— entweder bereits aus dieser Formel die Magnetisierungsstromdichte jmag =
crot M ablesen, oder:

rot B = rotrot A = (—A + grad div) A,

. 0 0 1
divA? = —¢ Z-/al3 My())) ————
Oy, / g(y)ayz“l’_y‘
0 J 1
- - ) d3 M _»—— g
w/ / Z(y)é‘ykayilf—ﬁl
= 1ot B = —AA*=4rrotM = — crot M
c S~—~~—
Jmag

Eigenschaften von jmag:
Kontinuitiitsgleichung: div jag = cdiv rotM = 04/

Korper mit M # 0 in endlichem Gebiet V| M = 0 auBerhalb von V; Integrati-
onsfliche F' mit F NV # (), Randkurve OF auflerhalb von V:

[F:/dfjmag:C/dfMIO

F oF

gesamtes magnetisches Moment des Korpers:

% /dgzp Tk Jmagl = LM;&”" /d?’x 2.V M, = /d?’x M,

|4 |4 |4

Beispiel: unendlich langer Zylinder mit Radius a (Zylinderachse = z-Achse) und
konstanter Magnetisierung M (r, ¢, z) = MO(a — r)é,, (r = \/2? + y?)

— dquivalent zu unendlich langer Spule mit /,,,, an der Oberfléche:

oM,

(rot M), = = Mé(a—r)
r
Bemerkung: Rotation in Zylinderkoordinaten
ar = AzCOS P + a,sinp,
Ay = (yCOSP — Gz SINY,
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I | da, Oa,
(rot @), = rodp 0z
(rotd), — da, B da,
A P
(ot@), — ~ora) _1oa

r Or r Op

w IF:fdrdzc(rotM)SO:ch
F

IFA/C: MEA\/

Abbildung 4.23: Strom [ durch die Fliche F

manchmal gilt: M = Xmé

Xm - - - magnetische Suszeptibilitit

i ... Permeabilitdtskonstante (Permeabilitét)

4.13 Langsam verdnderliches Nahzonenfeld

allgemein gilt:
AP

ret

1 1t — |7 —7)/c,§

(t,f): _/d?)yj ( |_%‘ g|/07y)
c |7 — g

Ladungs- und Stromverteilung sei auf endliches Gebiet mit Durchmesser ¢ kon-

zentriert
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hier soll das Feld berechnet werden

Abbildung 4.24: Berechnung des Feldes in der Nahzone

Z in der Nahzone — |7 — y| < ¢

charakteristische Zeit der Ladungs- und Stromdichteinderungen: T'; wenn peri-
odisch — Frequenz v = 1/T

falls ¢ < T'c = X gilt, heifit das Feld langsam verinderlich

Beispiele:

1. UKW-Frequenz v ~ 100 MHz = 108s™! = T =10"%s = A=Tc=3m

typischer UKW-Empfanger: ¢ = einige cm < T'c = A = 300cm — Felder
in einem UKW-Empféanger sind zeitlich langsam verénderlich

2. v=50Hz - X\ = ¢/v = 6000 km

retardierte Zeit:

17— 9]

tret =€ — ~1

Cc
——

~{/cKT

daher Retardierung in erster Naherung ignoriert (instantane Ndherung):

o1 j*(t, )
/J/ ~Y 3 _—
Aret(tax) - c /d y |f—?j| + O(E/)\)
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B(t,7)

rot E

Interpretation:

12

12

12

1
—gl"ad ¢ret - _Aret
C

LpE—7) 1 (.

—yP
o\

(.

17—y

v~ N~

mst( ) Eind(tvf)

rot Ayt

o[ f

1/d3 j(t y) (f_?j) —. B’ t(t i,»)

c 7=y

rot (Einst + Eind) = rot Eind

1 (t ) 15
- d3 - __Bins ta i
@ / R I

€T —

instantan: p — Fiu, J — Binst

zeitliche Anderung: 8}/ Ot — OB /Ot — Eing

4.14 Ohmsches Gesetz

im statischen Fall hatten wir: £ = 0 innerhalb des Leiters

157

zeitabhingiger Fall: E # 0 — Kristallgitter iibt auf die beweglichen Elektronen

eine Reibungskraft aus — nach hochstens 1077
Leiter) eine stationiire Stromdichte j = o F ein (Ohmsches? ,, Gesetz*)

Ohmsches Gesetz in einem bewegten Leiter:

ji=o <E+3x§>
C

. Geschwindigkeit des Leiters

2Georg Simon Ohm (1789-1854)

s stellt sich (in einem ruhenden
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o ... Leitfahigkeit (von Temperatur und Gitterfehlern abhéngige Materialkon-
stante)

Beispiele:

Material | Pb (4.2 K) | Cu (14 K) | Cu (20°C) | Si (20°C) | Glas (20°C)
oins! ‘ 00 ‘ 6.5 x 10% ‘ 5.3 x 10%7 ‘ ~ 108 ‘ ~ 1071

Bemerkung: 1/(Qm) = 0.9 x 105!

1 2

2 2 ’
- 1 - 1
A7 E =— [d#-j=—-=I
/x 0'/ v oF
1 1
durchdenDraht

wenn kein zeitlich verdnderliches Magnetfeld vorhanden:

2

~ - - 14
rotFE=0 = FE=—-grad¢ = ¢1—¢2:/di”~E:—F
1 VUR

R=1/{/(cF)... Widerstand des Drahtes

Beispiel: Cu (20°C), f =1m, F=1mm? =10%m? - R=1.7x 1072
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4.15 Induktionsgesetz

Integralform von rot E = —B/c war (siche Abschnitt 3.23)

I 1d -
de- |E+—-xB )| =——— [ df-B(t,7r
/‘”(UX) ~o | 4 Bt.7)
OF (t) F()
~ ~~ -~ —
EMK dp

gilt in dieser Form fiir beliebige, auch zeitlich verédnderliche Fliache

1. betrachten zunéchst den Fall einer zeitlich konstanten Fliche, die von
einem zeitlich verdnderlichen Magnetfeld durchflutet wird:

oF
S

Abbildung 4.26: Induktionsgesetz fiir ruhende Leiterschleife mit OB JOt # 0

in diesem Fall: Geschwindigkeit der Randkurve =0

— — — 1
Az - E = /df-EJr/df-E:——i(I)B
cdt
OF=C+L C L

— 1 —

/df- E = — /df-j — 0 (idealer Leiter)

o o—00
L L

—

E lc = Eyo falls gentigend weit von B entfernt
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2. Fall einer zeitlich verénderlichen Flache (Magnetfeld konstant):

—

B
OF(t) =L(t)+ C |
v
”\‘]é L(t) ° [ ° [ ° 17 ° [
Cy
\\_,(2: ° ° ° ° [ ® [ ]
F(t) //0 ° ° . ° ° °

- . R 1.
/df-<E+fxB) - /df-E+/df-<E+fxB>:——q>B
c c c
AF (t) c L(t)
dz - <E + 2 x §> — 0 (fiir idealen Leiter)
C o—00
(

ilo
. . e L.
wie vorhin: /dx -EF = ——dp
c
C

Anwendungsbeispiele:

1. ,,Verbraucher” (Widerstand) zwischen den Anschliissen 1,2

a . La 1.
fdf<E+fxB> - /df~E+ / df.<E+fxB>:__q>B
C C C

0

[\ ~ / 1—=2 (R) 2—1 (ld Leiter) (. /
EMK —_—
RI
1.
EMK = RI=-—-&p

C
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B
! I
v
1 . ° ° ° e — o °
v
RS .
5 . ° ° . ° ° °
F(t)//o ° ° ° ° ° °

Abbildung 4.28: Widerstand R zwischen 1 und 2

2. Rotierende Metallscheibe, zeitlich konstantes Magnetfeld
OF

K,

Abbildung 4.29: Metallscheibe mit Radius a rotiert mit Winkelgeschwindigkeit
w; normal darauf zeitlich konstantes Magnetfeld B; Schleifkontakte K7, Ko

—

J U<E+EX§), V=W0XT
c

Induktionsgesetz:
/df-Ez—lch:o
OF ‘
= [fargie= [ (B+ 225 58) = [ar 22T
OF OF ¢ OF ‘
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a
wBa?

= JR:/drﬂB:
c 2c
0

4.16 Schaltkreise

Widerstand
11 R 2
Lo e VAVAVS
2 2 2
/d:E- E = /d:E- (Bt + Eind) = ¢1 — ¢g = Uy = /dfj/o— = RI
1 1 =0 1
A,—/

durch den Wid.

Bemerkungen: nehmen an, dass B=0= Epn=0=E=F,= —ﬁgb

— daher in diesem Fall:

innen auflen
Induktivitat
1 1 2
Symbol: —Y Y Y
L
F
1 > 2
oF
ferhh- 9B
schematisch: I ¥y OF
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2 1
/de: /de +/d == __/ 1nst
cd
oF 1 2 F
—— ——
durch den Draht auflen

fiir einen idealen Leiter gilt E = Einst + Eind = 0 und daher

2

/d:?~ﬁ —0

1

———
durch den Draht

1
= /da‘:’-}f:—Li
2

auflen

. Selbstinduktionskoeffizient

weiters: By ~ 1

2 2

/df'E:/df'EinStIU12ILj
1

1
—— N——

auflen auflen

Annahme bei der ersten Umformung: B =0 auBlen

Kapazitit
1 I 2
Symbol: > I I
C
Q@
1 > 2
|
] 1 1
E:o:»fdfﬁ: /d:?~§ + /df~ﬁ +/df-}f:0+%+/d:?~ﬁ
N—— N——— 2 2
durch den Draht zwischen den Platten s —" N——’

auflen auflen
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Bemerkung: idealer Leiter angenommen

2 2
— — — - Q
= d : E == d . Eins - —=
/ ’ / e
1 8 1 U
Zusammenhang mit I: Q = I
(duBere) EMK (unabhéngig von 1)
17 2
Symbol: > O
£
z.B.: Generator im E-Werk
F
1s s 2
OF
schematisch: I %—? OF
2 1
1 - ~ .,
——@B:S:/df E = /df-E +/de
c
EMK  gp 1 2

durch den Draht auflerhalb

= /df'E:/df'EinSt:Ulgz—g
1 1
—_———
auflerhalb auflerhalb
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Schaltelemente (Zusammenfassung):

11 2
— ANAAN—— Ui, = RI
R
11 2 .
— s Y Y'Y Up = LI
L
1 I 2 )
> H Up = Q/C, Q=1

Y~
() -
[\
=
|
|
S

B ) B )
14 L 7 6 2 U12:/df'E:fdf'EinSt, I'OtEinSt:O

Kirchhoffsche Regeln

Stromkreis: 1 =2 =3 — ... 2 N =1

U12—|—U23+...+UN1:0 da %df~§inst:0

Summe der Spannungsabfille verschwindet

fon
I
o

.
Il
—_

Ladungen kénnen sich nur in einem Kondensator ansammeln — Summe der aus
einem Verdrahtungspunkt herausflieBenden Strome verschwindet
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einfachstes (idealisiertes) Beispiel: ungeddmpfter Schwingkreis

—E+LI+Q/C=0, I=Q, = LQ+Q/C=E

Analogie zum ungeddmpften harmonischen Oszillator:
mi + mwgr = F RQ=zx, L=Zm, E=2F

Thomson-Formel: w3 = 1/LC

homogene Losung (€ = 0): ungedampfte Schwingung mit Frequenz wy = 1/v LC

realistischeres Anwendungsbeispiel:

I Q, dI
~Et Lo+ 5 =0, —E+ Lo +RL=0, I=L+1

= —CE+LCI+1,=0, —E/R+LI/R+1,=0

Summe beider Gleichungen: I 4+ I/RC + I/LC = £/RLC 4+ £/L
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harmonischer Oszillator mit Reibung und &uBerer Kraft: & + 2p2 + wiz = F/m

— Figenfrequenz wy = 1/v/ LC (Thomson); Reibung = Dampfung: 2p = 1/RC

Vor.: EMK periodische Wechselspannung E(t) = & coswt = & Re ewt g5 >0
allg. Losung: I(t) = I(t) + In(t)
homogene Losung I, (t) o e Pl o t/(2RC) (Einschwingvorgang)
fiir ¢ > RC bleibt nur erzwungene Schwingung iibrig:
I(t) ~ I(t) = Iy cos (wt + §) = IOReei(wt T 5>, Iy >0
Einsetzen in Diffgl. (komplexe Notation, am Ende Realteil nehmen)
Iy etd (—w?+iw/RC +1/LC) Wl — g, (1/RLC + iw/L) elwt

nach Vor: & >0, I, >0 — L Z=¢&, Z=e1|z

Impedanz (Wechselstromwiderstand) Z frequenzabhéngig!

7 1/LC +iw/RC —w? 1+iwL/R—WLC . I+ 1
— = = 1w
1/RLC +iw/L 1/R+ iwC 1/R+iwC
—— ANAAN—
Zs
— - Y Y Y | C—
L T =
A Z | |
Zs
Serienschaltung:
L = | Z =7+ Z

A Zy A
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Parallelschaltung:
—
I
VA
| ! | — i_1.1
— Z 721 Z
VA
—
I
Zy
fiir unsere idealen Elemente:
Z=R Z =1iwL Z =1/iwC
daher in unserem Beispiel:
1 1
7 =7 _ =qwlL 4+ ——
T 1 MY T RTwo
Zy U3
Resonanz: . » L/R
1Wo
— = a5 — 50
W VIO’ 1/R + iwgC B>

R — oo: 2. Kreis blockiert — 1. Kreis in Resonanz — Iy = &/|Z| — oo
— sehr grofler Strom fiir w — wy

Impedanz: grofle Vereinfachung komplizierter Schaltungen durch komplexe No-
tation
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4.17 Wellenleiter

Wellen in durch Metallwidnde begrenztem Volumen:
endliches Volumen — Hohlraumresonator
Volumen in einer Richtung unbegrenzt — Wellenleiter (z.B. Koaxialkabel)

Randbedingungen an Metalloberfliche? Vor.: Frequenzen nicht zu grof}, d.h.
Zeitabhangigkeit des Feldes nicht zu stark — Idealisierung des perfekten Leiters
wie in der Elektrostatik:

Et|8V:O = ﬁXE|aV:0

mit Normalenvektor 77 auf Metalloberflache

Magnetfeld:

B=—-VxE = @-B=—-¢(VxE)-it=—cV(E x )

daher insgesamt Randbedingungen an Metalloberfliche OV :
ﬁXE|aV:0, ﬁébvzo

gute Naherung fiir Radiofrequenzen (v <100 Hz), sicher nicht fiir UV-Frequenzen

oder hoher (v < 10'6 Hz); Metalle konnen fiir sehr groBe Frequenzen transparent
werden

rechteckiger Wellenleiter:
in z—Richtung offen, rechteckiger Querschnitt: 0 < x < Li, 0 <y < Lo
im Inneren Vakuum: OFE =08 =0

Rechteckquerschnitt erlaubt Losung mit Separationsansatz:

B = fi(@) gi(y) hi(2) Tt) (i = 1,2,3)

1 floog 1T
—0E =0 — 4=+ -t-—t=
E; fi " 9i " hi T,
Folgerung: mit w? = ¢ (K3, + k3; + k3;)
i g n 77

— Losung ist Produkt ebener Wellen, z.B. f;(x) = fi(())ej:ikliaj
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E; muss verschwinden fiir y = 0 und y = Lo (Tangentialkomponente)

= ¢1(y) < sin nlzy (n1 =0,1,2,...)
(d.h. koy = £ny7/Ls)
analog fiir Fs:
fa(z) o sin m171m
(Vorzeichen egal)
E3 tangential fiir x =0, Ly und y = 0, Ls:
= Ej3 xsin mIij sin TLQL:?/

und daher:

E, = () fi(z) sin _n1L7ry clk1z = wit)
2

E, = (5sin mzmj 92(19) ei(kQZ B th) (kBi = k‘z)
1
mzzmt “in nQL:y i(ksz — wst)

E3 = 03 sin

Koeffizienten C; i. Allg. komplex: am Ende immer Realteil zu nehmen

jede Komponente erfiillt Wellengleichung, aulerdem muss V-E=0 gelten =

0 = Cl f{ (Jj‘) sin w e’i(kjlz - wlt) + 02 sin mymr gé<y) ei(kgz — WQt)
L2 L1
mamx sin N2y e’i(k’gz — w3t)

+1 ]{Z3 Cg sin Ll L2

git Vi = wi=w=w3=w
gllt\V/Z = k’lzk’gzk?g =: k?z

auBerdem: m; = moe =: m und n; = ny =: n und

f1(x) o sin = fi(z) o cos e
Ly Ly
nm nm

go(y) o sin nry = go(y) x cos nry
L2 L2
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2,2 2,2
Losung fir £ (mit w? = ¢? (m ;r + n 72r + k)
L L3
E1 = Cl COS mre sin w eZ(kzz — wt)
Ll LQ
Ey; = (5sin mre CcoSs w ez(k‘zz - Wt)
Ll LQ
EB = C3 sin mrr sin @ el(kzz - wt)
Ll L2

zusitzlich VE = 0 zu erfiillen:

mi nmw
= -C— —Cy—+ik,C3=0
1L1 2L2+Z 3

— 2 unabhéngige Amplituden = 2 unabhéngige Polarisationen

Magnetfeld B bereits bestimmt wegen

éz—chE:—z’wB

- . . 10E
erfiillt automatisch VB =0, V x B — i 0 und Randbedingung
c
z.B.: o o
_c omT nm mnx nmy i(k,z — wt)
B — 5 _ z
3 O ( T I ) Ccos I, Ccos I, e

firm=n=0= E =B =0 (triviale Losung) — untere Schranke fiir mogliche
Frequenzen (Filter!):

S ) 1 1
w>crmin [ —, —
ohne Beweis: wenn F3 = B3 =0 = E=B=0

daher: allgemeine Losung ist Uberlagerung von

transversale elektrische Wellen TE E3=0, B3 #0
transversale magnetische Wellen ™ E3#0, B3=0

Koaxialkabel: konzentrische Kreiszylinder — auch TEM-Wellen mit F3 = B3 =0

Hohlraumresonator (endliches Volumen): auch k, quantisiert — rein diskretes
Frequenzspektrum — stehende Wellen analog schwingender Saite

reale Systeme: E, B dringen in Metall ein — Ohmsche Verluste, gedampfte Wel-
len
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4.18 Kramers-Kronig-Relationen

betrachten zeitabhingiges Feld in einem kontinuierlichen Medium

beschranken uns auf elektrisches Feld; Polarisierung jetzt nicht mehr instantan
— Ansatz (Dimension der Suszeptibilitit jetzt [y.] =Zeit™!): zeitliche Faltung

o0

P(t, %) = / dt' x.(t') E(t — ', )

—00

Kausalitéit: P(¢, Z) kann nur von E(t—t', ) fiir ¢/ > 0 (d.h. aus friiheren Zeiten)
beeinflusst werden

=  xe(t)=0 fiir t<0

Fouriertransformation:

[e o]

f(w) = /dtf(t) elwt fir f=P, E, x.

—0o0

Theorie der Fouriertransformation (leicht zu verifizieren): Faltung — Produkt,

d.h.

— —

P(w,Z) = Xe(w) E(w, T)
— fouriertransformierte Suszeptibilitét x.(w) wieder dimensionslos
D(w, ) = &w) E(w,7) = [1 + 47 %e(w)] E(w, T)

im Oszillatormodell:
4tneg* /m

() — 1
fw) * wd — w? —iwl

Bem.: e(t) immer reell, &(w) i. Allg. komplex (wie im Oszillatormodell)
untersuchen £(w) als Funktion der komplexen Variablen w

Pole von &(w), wenn w? + iwl — wg =0

i / I?
WLQ = —? + wg — Z

beide Pole in der unteren Halbebene wegen I' > 0 (Dampfung)

Vor.:wy>1/2 —

Beh.: kein Zufall, sondern folgt ganz allgemein aus der Kausalitét
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Almw

Rew

W2 o o« W1

Abbildung 4.30: Pole von £(w) im Oszillatormodell in der komplexen w-Ebene

Bew.: da x.(t) =0 fiir ¢ <0

Bw) =1+ 47 Ye(w) = 1 + 47 /dtxe(t) el =1 4 4n /dtxe(t) elwt
—00 0

zerlegen w in Real- und Imaginérteil: w = w, + iw; —
o

E(w)=1+4r /dt Xe(t) elwrt — wit
0

— Integral 3 stets fiir w; > 0 wegen ¢t > 0 — £(w) ist analytisch in der oberen
Halbebene (und hat dort insbesondere keine Pole)

Imdo'

Hp

—-R w R

Abbildung 4.31: Wegintegral in der komplexen Ebene

Cauchy : OZ%dw'w: / / / / du' & fw) -1
W —w W —w
C

E w—e
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Integral iiber Halbkreis Hy verschwindet fiir R — oo

[of]u]]-

H. wte [e%s}

mit Hauptwert (integral)

o (]

— 00 w—e

andererseits folgt aus dem Residuensatz (Halbkreis H., negativer Umlaufsinn):

/ a9 T W) - 1)

w —w
H.

N H/d’# i [(w) — 1]

— W

und man erhélt daher explizit die Dispersionsrelation

&(w) _1——H/d’ )1

Dispersionsrelation verbindet Reé(w) (Dispersion) und Im &(w) (Absorption)
Xe(t)* = xe(t) impliziert
Reé(—w) = Reé(w) , Imé(—w) = —Im &(w)

Zerlegung der Dispersionsrelation in Real- und Imaginérteil und Beniitzung von
/ dwf(w / dw[f (—w)]
—o0 0

ergibt die Kramers-Kronig-Relationen?:

T
Reé(w) =1+~ H/d '7“( ) Im &(w H/d 'Reg =
—CU

)
2 _ 2

3Hendrik Anthony Kramers (1894-1952), Ralph Kronig (1904-1995)
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diese Relationen folgen einzig und allein aus der Kausalitét
Konsequenzen:

i. im statischen Limes (w = 0) ist £(0) immer reell (da Im£(0) = 0)
ii. £(0): Dielektrizitdatskonstante im engeren Sinn

£(0) = Reg(0) > 1 fir Imé(w) > 0 (néchster Abschnitt)

Dispersionsrelationen kommen in vielen Bereichen der Physik zur Anwendung,
z.B. auch in der Quantenfeldtheorie: Kausalitdt — analytische Struktur von
(Streu-) Amplituden — Dispersionsrelationen

4.19 Elektromagnetische Wellen in Medien

Voraussetzungen:

i. isotropes und homogenes Medium: e, y ortsunabhéngig

ii. Zeit-, bzw. Frequenzabhingigkeit zugelassen: nicht zu grofie Frequenzen
(Wellenléinge A\ > Mittelungsbereich notwendig)

1il. Pfrei = 07 jfrei =0

Ansatz: monochromatische Welle (e(w), etc. jetzt ohne Tilde geschrieben)

—

E(t,7) = Re {I‘E(f) e—iwt} , D(t, ) = Re {5(w) E(z) e—w}

o]l

Bt —he{B@e), e -Re { g }

w reell vorausgesetzt (sonst exp. Anwachsen oder Abfall in der Zeit)

g(w), p(w) i. Allg. komplex (s. Oszillatormodell)
Maxwell-G. im Medium:

V- D(t, &) =0, V x E(t,7) = —— B(t, ©)
c
> o - - 1=
V- B(t, %) =0, V x H(t, 7) = - D(t, &)
c
D = ¢F, B = uH
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e und g rdumlich und zeitlich konstant =

V-E@) =0, VxE@E - 2B@) =0
c
vV -B(@) =0, VxB@) + Y E@ =0
c
mit V x (6 X ]E_;) = 6(6 ]E_i) — AB = -AB (analog fiir E wegen Preei = 0)
] 2
Vx(VxE) -2 VxB=-AE-“FE =0
c c
Wi R 7/ wrlep\ =
= (A+ S- ) E@ =0, <A+ 62)1]3()_0
Losung durch ebene Wellen:
E(t, %) = Re {]EO ei(E-f—wt)} ’ B(t,#) = Re {]go ei(E-f—wt)}
mit
2 Cz ) Cz 72 2779 = —
w:ak} :pk’ :Ck()? ]{j:,/g#ko

da w und c reell, eu i. Allg. komplex — ki Allg. komplex (zur Vereinfachung: EO
reell)

Def.: Brechungsindex n = \/zn (i. Allg. komplexe Funktion von w)

n:«/su:nr+m:|n|ei5, k= (n, +ir) ko
zusitzliche Konsequenzen der Maxwell-G. (vollig analog zum Vakuumfall)
Eo'IEQIO, E0XIEOIKH§O
cn
EQ'BOIO, E()XIB»OI—EEO
c

Folgerungen: wie im Vakuum E L ko, B L ko, E L B, aber |E| # |B| (wenn
n| # 1)
Polarisation ebenfalls wie im Vakuum: i. Allg. elliptische Polarisation

betrachten Spezialfall der linearen Polarisation: I@O = EO reell

—

E@,T) = EoRe{ei(k'f_Wt)} = E, cos(nrlgo-:?—wt)e_“ko'f

—

—

N B . B
]BO = n—o X EO = |n| 625—0 X EO
ko ko

— k - . N .,
= B(t,7) = |n|k—2><Eo Cos(nrko-f—wwfa)e_“ko‘fb’
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— geddmpfte ebene Wellen in Richtung EO; Bz E phasenverschoben

Phasengeschwindigkeit: Maximum der ebenen Welle bewegt sich mit Ge-
schwindigkeit vp = w/(n.ko) = ¢/n, in Richtung ko: vp(w) ist i. Allg. frequenz-
abhéngig — Dispersion (siche weiter unten)

Wellenldnge:  n,koA = 21 = X = 27/(n,.ko) = Xo/nyr
wenn k£ > 0 = Dampfung der Amplituden in Ausbreitungsrichtung /;0

explizite Form im Oszillatormodell:

4mngq®/m
e(w) + W —w? — il f(w)
n=u — n’P=cu=n>—kK+2in.kK, Ime =2n,Kk

4mneq*wl /m
(W2 — w?)? + w2I?
da n, > 0 in allen realistischen Fillen (n,: Brechungsindex im engeren Sinn) —
tatsdchlich Ddmpfung in Richtung der Wellenausbreitung: £ = Ime/2n, > 0

Ime = > 0

Einschub: Energiebilanz

wir hatten im Fall der mikroskopischen Elektrodynamik:

8 — — —
8—;7+div5+j-E:0
beniitzen jetzt makroskopische Maxwell-Gleichungen und betrachten:
— — C — — 1 5 —
rei - 2 = —rotH -E——D-F
It 47Tr0 AT
— eV HOE — D B
T gy CuRVIERE T
c c 1 % 5
= Evj(siijkEi) — EEiijijEi — ED -F
C div(H x B)+ S H -yt E——D . B
= —d1 - T - .
47 v 47 \O.’" 4
—B/c
— _“av(ExH) - ~(D-E+H-B)
B 47 v 47
1 — — — hiN — — — —
= —(D-E+H B)y+div| —ExH | +Jjue- E
47 47
(. ~- - N’
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im Fall von konstantem e, pu: n = 8%(5 D+ H-B)= 8%(852 + B%/p)
in unserem Fall: exponentielle Abnahme der Energiedichte

—

= ];0 -
1 L, B? —2rkko
Uen = — <5E2 + —) ~ e ko
8T 0

Absorptionskoeffizient = 2kkq = ko Ime/n, — Intensitat der Welle féllt auf einer
Absorptionslinge 14 = 1/(2kkg) auf e-ten Teil ab

Energieverlust: Strahlung, Streuung an Atomen, Erwédrmung des Mediums, etc.

weitere Konsequenz der Dédmpfung: Phasenverschiebung § = arctan x/n, und
— 5 N — R .
B¢+ =, 2)| = In| |E(®,2)] , In| #1 i.Allg.

typische Frequenzabhingigkeit von n = /e im Oszillatormodell:

a 2 2
e(w) = 1+w§—w2—iwf’ a=4mnyg/m>0, p=1, n° =¢(w)

a(wg — w?)

Ree(w) = 1+ (wg — w?)? + WwI?

gy

Wo

Abbildung 4.32: Schematischer Verlauf von Ree(w) im Oszillatormodel
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awIl’
(wg — w?)? + W27

Ime(w) =

Ime(w)

Abbildung 4.33: Schematischer Verlauf von Ime(w) im Oszillatormodel

dhnlicher Verlauf fiir Brechungsindex n,(w) ~ y/Ree(w) (bei kleiner Ddmpfung)
~ Ime(w)
- 2n,(w)

bei kleiner Dampfung:

und fiir x(w)

n® =ep=n?— K>+ 2in,k — 2n,—— =~
w

man unterscheidet daher

normale Dispersion anomale Dispersion
dn, dn,
>0 <0
dw dw
wenig Absorption starke Absorption
weit weg von Resonanz Néhe einer Resonanz
Dispersion

beschréinken uns auf normale Dispersion (k ~ 0) — n, k = n ko annshernd reell
— ebene Wellen fast wie im Vakuum

allerdings: w(k) i. Allg. nicht mehr linear in &, da

2.2
9 c’k

EE0)
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Bem.: n ~ n, im weiteren nicht unterschieden

physikalisch realisierbar sind Wellenpakete
B(t,#) = / @k B(R) ellF#-ow]

zur Vereinfachung Beschrinkung auf eine Raumdimension (f: Komponente von

E, B)

ft.a) = [ db et
verschiedene Wellenzahlen — verschiedene Phasengeschwindigkeiten wvp(k) =
w(k)/k

betrachten jetzt ein fast monochromatisches Wellenpaket:

(k)2

ko

Abbildung 4.34: Spektrum eines fast monochromatischen Wellenpakets

Spektrum der Welle: | f(k)|? — entwickeln w(k) um ko, wo Spektrum ausgepriigtes
Maximum hat:

dw(k
o) = wlk)+ 5] (k= ko) + O [~ ko))
k=ko
vG
f(t,x) =~ /dkf(k;)ei[kx—W(ko)t—vc(k—ko)t}
itlvako—w(ko)] /dk f(/{}) pik(z—vat)

_ ez’t[vgk()*w(koﬂf«), xTr — UGt)
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Folgerung: | f(t,z)| = | f(0,x—vgt)|, wenn hohere Terme in Entwicklung von w(k)
um ky vernachléssighar — Welle pflanzt sich fort mit Gruppengeschwindigkeit

~ dw(k)
T k=ko
1£(0,2)] ()]
Ugt
/ \ /

Abbildung 4.35: R&umliche Verschiebung des Wellenpakets mit Gruppenge-
schwindigkeit vg

Elektrodynamik:
Vakuum: ey =1 — w(k) = ke — vg = dw(k)/dk = c = vp

Wellenleiter (&hnlich fiir Plasmawellen): andere Dispersionsrelation

k 2
w(k) = \Jwi, +2k? — vp:—w§€>:c 1+—:2m];21 > ¢
dw(k)

—r Vg =

2k 1 -
e = C C
dk V wr2nin + CQkQ wr2nin
L+ c2k?

interessante Frage: gilt immer vg < ¢?

Wellen im Medium:

c
k) = = —
w(k) @) — =
leiten die Gleichung n(w)w = ck nach k ab
dn dw dw dw(k) c c

dodt’ Tk T = Tak dn { wdn}
nil4+——m
n dw



182 KAPITEL 4. ELEKRODYNAMIK DER KONTINUA

normale Dispersion: dn/dw >0, n>1— vg < vp < ¢

anomale Dispersion: Imn nicht vernachléssighar — vg keine aussagekriftige
Grofle

Gruppengeschwindigkeit vg: bei Spektrum mit scharfem Maximum Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit des Zentrums des Wellenpakets

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit sind zu unterscheiden von der Frontge-
schwindigkeit (Signalgeschwindigkeit) eines im Ortsraum lokalisierten Wellen-
pakets

|7 (0, )] f (L, )|

UFt

Abbildung 4.36: Frontgeschwindigkeit vp

Theorie der Fouriertransformation: vy = klim w(k)/k
—00

Hochfrequenzlimes: Mittelung der Kontinuumselektrodynamik nicht mehr sinn-
voll — Hochfrequenzwelle ,sieht* kornige (atomare) Struktur; zwischen den Ato-
men ist aber Vakuum — vp = ¢ (Plausibilitdtsargument, kein Beweis)

tatséchlich erfordern hohe Frequenzen Behandlung mit Quantenfeldtheorie: rela-
tivistische QFT — vp = ¢ (Kausalitét)

eigentliche Bedeutung der Dispersion = Zerflielen von Wellenpaketen
in der Naherung w(k) ~ w(ko) + va(k — ko) — ve >~ vp

wenn vg # vp: Wellenpaket zerflieBt, weil verschiedene Fourierkomponenten
verschiedene Phasengeschwindigkeiten haben — offenbar héhere Terme in der
Entwicklung von w(k) ausschlaggebend

einfaches Modell: Gaufisches Wellenpaket mit quadratischem Term in w(k)

~ b 2 2
f(k) — —b?(k—ko)?/2
\/_

e
2w

2)2 dw(k

w(k) = wo (1—1— a2 ) — vg = w(k) = a’woky
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Konstante a, b: Léngen, die Wellenpaket und Dispersion charakterisieren

[e.e]

fltz) = / dk f(k)eilkr—®il

—00

bl i 2
_ dl e~V (k—=Fo)? /2 ez[lm—wgt(l-{—a k2/2)]
V2T /

Nebenrechnung fiir Exponenten:

2 27.2
g(t,z, k) = —%(k — ko) + ikx — dwgt — iwotazk
b2 2]{32
= -3 d(t)*(k — ko)? + ik(x — vgt) — iwot <1 - a2 0)
b2
= -3 d(t)*(k — ko)? + i(k — ko) (x — vgt) + ikox — iw(ko)t
mit
L9
dit)* =1+ W;; t, v = a’woko

mit neuer Integrationsvariable k' = k — ko und dem Integral

1 T _ 7212 ok 1 2 2
dk L?k?/2 tKZ _ — —2°/2L
——271-/ e e Le

ergibt sich als explizite Form des Wellenpakets

i[kox—w(k‘o)t]

e 2 /912 2
t = —(z—vat)?/2b4%d(t)
f(t,x) = i) e

t=0: |f(0,2)] = e/

~(a—vgt)? /2P| d(0)|*
|d(2)]

Interpretation der Zeitabhangigkeit: Maximum des Wellenpakets bewegt sich mit
Gruppengeschwindigkeit vg

e

t>0: |f(ta) =

Breite

4N 1/2
2 2,200
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wachst mit ¢

Breite wichst umso rascher, je kleiner b/a — schmélere Wellenpakete zerflieBen
rascher (Maximum wird dabei kleiner mit wachsendem t)

Grund: klassische Unschiirferelation Az Ak < 1
— kleines b < breites Spektrum |f(k)[?

— groBerer Bereich von verschiedenen Phasengeschwindigkeiten

4.20 Reflexion und Brechung

experimentelle Situation: 2 verschiedene Medien I, IT mit Brechungsindizes n; =
Ver (wr=1), ngir = /e, (pr = 1)

Voraussetzung: Medien durch (x,y)-Ebene getrennt, n; reell, n;; = nyr, + ixyy,
einfallende elektromagnetische Welle in I fallt auf Trennfléche

A B 4
90/
11
xXr
. L @ " .
Bk Bl
E//

Abbildung 4.37: Reflexion und Brechung an der Grenze zweier Medien

einfallende Welle (z < 0, komplexe Notation):

E(t,7) = Boelk T=wt) B _ K« B/ky, E=nrky, k-Fo=0
Randbedingung: an Grenzflache pg.e; = 0, jﬁ-ei =0

Bemerkung: Zeichnung nur fiir reelle Ey, E{, E{, n;; sinnvoll

—

Randbedingung an die Felder: Tangentialkomponenten von E, H
i = 1) stetig bei z = 0, Normalkomponenten von D, B stetig bei z

(wegen

I
< W

— muss i. Allg. auch eine Welle in II geben: gebrochene Welle

— — N _’/ g / — — —
E(t,7) = Byl (K - T =), B =FxE/k (220
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damit sind die Randbedingungen i. Allg. noch nicht zu erfiillen
— es gibt i. Allg. auch eine reflektierte Welle

—

R o SN " 5 5 o
B/ (t,7) = Eg 6Z<k T —w't) : B/ — I x E”//{?g (2 <0)
dabei gilt natiirlich k2/n? = k2 = w?/c2, etc.

beginnen mit Tangentialkomponenten von E

—

= ik - " LT = ,
Z:O: é;x Eoel(ij—Wt)_i_EgeZ(k’ X — W t) :e—»ZXEgeZ(k‘x_wt)

muss fiir alle Zeiten gelten — w = W' = "

kQ /{Z”2 k/Q 2 RN
_2:_2:_2:w_2:k8 — k=K (k, K" reell)
ny ny ngp ¢

legen k in die (x,7)-Ebene: E o cllkiz + kyz —wt)

Randbedingung (z = 0) Vy — k, = k = 0 — k, k', k" liegen in einer Ebene
Vo (z=0) = ki =kl =k

i

Reflexionsgesetz (Einfallswinkel=Ausfallswinkel): ¢ = ¢

Voraussetzung: x;; < nyry, — schwach geddmpfte Welle in II

T = . 7 o =
ok - _ JiRek -7 —Imk -7

— Rek’ definiert Richtung der gebrochenen Welle —

, kR k1 B ky _ konzsing
Rek’|  |Re(khng)|  kolRe(nrr, +ikir)] konrrr

sin ¢

Brechungsgesetz: n;siny = nyy, sin ¢’

(Snellsches* Gesetz)

damit sind Exponentialfaktoren in allen Wellen gleich (fiir z = 0)

4Willebrord Snell (1580-1626)
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verbleibende Randbedingungen setzen Eo, ]E%, ]E%’ (i. Allg. komplex) in Beziehung
zueinander

—

Normalkomponenten von 5, B

i er(Eo + EY) - €, = ey /E) - €,

ii. (EXEO+E/'XE8>~€Z:(E’XE6>~5Z
Tangentialkomponenten von E, H=2B

. (Eo + Ef) x & = Ej x &,

iv. (Ex]ﬁo+l_€”x]ﬁ’0’> xéz:(E’x]E’O> X €,

beliebige einfallende Welle ist Uberlagerung von zwei aufeinander orthogonalen
linear polarisierten Wellen; beschrinken uns hier auf den Fall, dass Eq in der
Einfallsebene liegt, d.h. ¢ - €, = 0

Randbedingung — Eq, Ej, Ef alle in Einfallsebene

Bemerkung: Fy = \/E2, Bl = \/EL2, e; = n2 alle reell; B = \/E2, e = n,

i. Allg. komplex
i — ni(Eo+ E))sing =ni E,sing
dabei ist die i. Allg. (fiir k77 # 0) komplexe GroBe sin’ def. durch
ki =K sing' (k| reell, k' komplex)
Relation ii ist identisch erfiillt, da kExTE o €y
i — (Ey— Ej)cosp = Ejcosy sin? @ + cos? @ =1
iv: da k x E ¢, — resultierender Vektor in z-Richtung
dak-E=0 — Produkt der Betrédge k E geht ein; mit
K[k =K'"?/ks =n3, K?/kj=n3 — n;(Ey+E))=nnE,
i+iv  — allg. Form des Brechungsgesetzes fiir komplexes n;;
nysing = nyysing@

iii+iv: 2 Gleichungen fiir £f), Ej (¢’ mit Hilfe des Brechungsgesetzes eliminiert)
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Fresnelsche® Formeln (fiir E, in Einfallsebene)

/ 1 2
Eqy 2nnycos Ey  njjcosp— nry/n?;, —n2sin’ g

2 2 2502, 2
Eq anos<p+n1\/nH—nIsm % Eq nllcosgo—i—n[\/nn—nlsm %

i. Allg. komplexe GréBen; wenn ny; komplex: \/n2; —n?sin® ¢ = ny;cos @’

zeitgemittelte Energiestromdichte:

—

c S o c o ~ N\ . C - -
<§> = E<E><H>:8—7TRe(]EO><1HO>“:18—Re(1E0><]B0)

c - n- =\ k
= 8—7TR8 {EO X (k—ok’o X Eo) } = 8—R,6 {nkZEo E*}
= |E |2 Ren

Reflexionskoeffizient R (fiir E in Einfallsebene)

| < S > | _ |E6/|2 =0 I — n1|2 _ (nrr, — n1)2 + H%I
<S> B> = |nu+n> (nure+n0)? 4+ K3,

R =
Transmissionskoeffizient TH

| < S > | |Eol2n; = |ngp g2 (nrrr+nr)?+ K%,

| < S, > | |E(’)|2Renn =0 477,[R€77,[[ 471[71[[,71

Energieerhaltung: R + 1} =1
fiir sichtbares Licht: Medium I = Luft, n; ~ 1

Wasser: nrr, ~ 1.33, ki1 < nrr, — R ~ 0.02 — Wasser ist transparent:
1) ~ 0.98

Metall: n;; ~ ik — T ~ 0 — R ~ 1 (Metallspiegel!)
im weiteren angenommen: n;; reell

E} 2ny cos @ E{  nircosep —nycosy’

Ey  nrrcosp+nycosy’’ Ey N7 cos ¢ + nycos ¢’
Folgerung: E{ = 0 fiir n;;cos o = nycos¢’, zusammen mit Brechungsgesetz
nysin g = nyrsin ¢’ kann ¢ eliminiert werden —

nrr

n
tanpg = — — tancp':—l =cotop — g+ =
nr nrr

bo |

®Augustin Jean Fresnel (1788-1827)
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©op: Brewsterscher® Winkel, bei ¢ = pp: kein reflektierter Strahl wenn E in
Einfallsebene — bei einfallender unpolarisierter Strahlung ist reflektierte Welle
vollstdndig polarisiert mit E” 1 Ebene — Herstellung von polarisiertem Licht
(orth. polar. Komp. immer # 0)

Symmetrierelation fiir allgemeine Winkel:

|E{|/|Eo| ungedndert bei ¢ <> ¢' und n; <> n;;  —  Reflexionskoeffizient
gleich grof fiir Wellen, die von I nach IT unter Winkel ¢ einfallen wie fiir Wellen,
die von II nach I unter Winkel ¢’ einfallen, wobei n; sin ¢ = n;ysin ¢’

Totalreflexion Einfall vom optisch dichteren ins optisch diinnere Medium: n;; <

n; (beide reell)

. nrro . nrr . nyr
sinp=—sing <—<1 — ¢<@rg = arcsin —
nr nr nr

— Totalreflexion fiir ¢ > prr

Anwendungen: Glasfaser als Lichtleiter, Rontgenlinsen

6Sir David Brewster (1781-1868)



