Ubungen zu T2, Sommersemester 2016, Blatt 5

1) Reelle Wellenfunktion

Betrachten Sie den Spezialfall einer reellen Wellenfunktion ¢(x) in einer Dimension,
die fiir x — do00 verschwindet. Zeigen Sie, dass in diesem Fall der Erwartungswert des
Impulses Null ist.

2) Die Wellenfunktion eines Teilchens mit einem Freiheitsgrad habe die Form
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mit reellem pg und einer reellen Funktion ¢ mit

+o0o
[ dve@? =1,

d.h. ¢(x) ist wie die Funktion aus Aufgabe 1) Berechnen Sie den Erwartungswert des
Impulses. Welche physikalische Bedeutung besitzt die Grofie po?

3) Impulsoperator

Bestimmen Sie die Erwartungwerte von P und P? fiir die Wellenfunktion t(x) des
Gauflsches Wellenpakets von Aufgabe (4.5). Was erhélt man fiir die Impulsunschirfe
AP? Uberpriifen Sie die Unschérferelation.

4) Rechnung im Impulsraum

Bestimmen Sie die Impulsraum-Wellenfunktion ¢ (p) des GauBschen Wellenpakets von
Aufgabe (4.5). Bestimmen Sie die Erwartungswerte von X, X%, P und P2 Seien
Sie dabei effizient und nutzen Sie z.B. geeignete Variablentransformationen, um die
Integrale auf einfache Standardformen zuriickzufithren oder um Resulate auf vorherigen
Aufgaben zu nutzen.

5) Impulsraumwellenfunktionen mit minimalem Unschirfeprodukt

Jene Impulsraumwellenfunktionen 1/;(]9), fiir die das Produkt aus Orts- und Impul-
sunschérfe den minimalen Wert AXAP = h/2 besitzt, sind durch die Gleichung
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charakterisiert. Dabei bezeichnet p den Impulsoperator in der Impulsdarstellung und
X = ihd/Jp den Ortsoperator im Impulsraum. z( ist der Erwartungswert des Orts-
operators, pg der Erwartungswert des Impulsoperators und ¢ = AX die Ortsunschérfe.
Ermitteln Sie Qﬁ(p) durch Losen der Differentialgleichung, wobei in der Endlésung na-
trlich die tibliche Normierungsbedingung




erfiillt sein soll.

6) Konfigurationsraum-Wellenfunktionen mit minimalem Unschérfeprodukt

Bestimmen Sie durch Transformation vom Impulsraum zum Konfigurationsraum die
Wellenfunction v (x), fiir die das Produkt aus Orts- und Impulsunschérfe den minimalen
Wert AXAP = h/2 besitzt. Starten Sie von der Impulsraumwellenfunktionen aus
Aufgabe (5).

7) Kommutierende Operatoren

Seien A, B und C lineare Operatoren mit der Eigenschaft [A,C] = [B,C] = 0. Folgt
daraus auch, dass [A, B] = 0 gilt?

8) Zweidimensionaler Hilbertraum und Darstellung von Bra- und Ket-Vektoren

Durch {|a1),|az)} sei in einem zweidimensionalen komplexwertigen Hilbertraum eine
orthonormierte Basis gegeben (a-Darstellung). Zwei Vektoren seien durch

by) = j§<|a1>+ira2>> bs) = j§<|a1> ~ilas)).

(a) Zeigen Sie, dass {|b1), |b2)} ebenfalls eine Orthonormalbasis bilden (b-Darstellung).

(b) Geben Sie die Koordinaten-Darstellung der Ket-Vektoren |a1), |ag), |b1), |b2) und
der jeweiligen Bra-Vektoren in der a-Darstellung an.

(c) Bestimmen Sie die |a1), |a2) als Funktion der |by), |b2) und bestimmen Sie die
entsprechende Koordinaten-Darstellung.

(d) Bestimmen Sie die Eintrége (als Funktion der Skalarprodukte (b;|a;), i,j = 1,2)
der 2 x 2 Matrix, welche die Vektoren in der a-Darstellung in die der b-Darstellung
iibertragt. Nutzen Sie dazu die in der Vorlesung diskutierten Vollstandigkeitsrelationen.

9) Abstrakter linearer Operator

In einem komplexen Hilbertraum sei durch 7' := |u){u| (mit |u) # 0) ein linearer
Operator definiert.

(a) Ist 7' Hermitesch?
(b) Welche Eigenschaft muss |u) besitzen, damit 7" ein Projektionsoperator ist?

(c) Sei B ein beliebiger linearer Operator. Zeige, dass die Spur des Operators T'B durch
(u|Blu) gegeben ist. Beachte, dass die Spur eines Operators nicht von der gewé#hlten
Basis abhéngt.



