Ubungen zu M2, WS 12/13, M. Kénenberg

Aufgabe 31:(Aufgabe z&hlt doppelt)
Wir betrachten partielle Differentialgleichungen auf R2.

(a) Wie lautet der Laplace-Operator in Polarkoordinaten (ohne Beweis). Zei-
gen Sie mit Hilfe des Testfunktionen-Formalismus, dass (27r) ™! In(r) eine
Greensfunktion des Laplace-Operators ist. Stellen Sie die Losung ¢ von
A¢ = f in kartesischen Koordinaten als Faltung dar, falls f eine Schwartz-
funktion ist.

(b) Losen Sie die Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten mit Hilfe des Pro-
duktansatz.

(c) Stellen Sie die innere und die &uflere Losung von A¢ = 0 zu der Rand-
bedingung ¢(1,¢) = f(¢), ¢ € [0,2n[ als Reihe dar. Wie lauten die
Entwicklungskoeffizienten 7

(d) Berechnen Sie die innere Losung der Laplace-Gleichung zu den Randwer-
ten f(¢) = sin(i).

(e) Eine Funktion A heifit harmonisch auf R?, falls Ah(x) = 0 fiir alle z € R?
ist. Zeigen Sie, dass fiir analytische Funktionen g, welche auf C = R?
definiert sind, Real- und Imaginérteil jeweils harmonisch sind.

(Nutzen Sie IThr Wissen aus der Vorlesung M1)

Aufgabe 32:
Wir betrachten die eindimensionale Wimeleitungsgleichung:

(0 — 0D p(t,x) =0, t>0, x€R
(a) Finden Sie Losungen mit Hilfe des Produktansatzes.

(b) Finden Sie ein Losung ¢, welche ¢(0, ) = f(x) erfiillt fiir ein vorgegebenes,
2m-periodisches f. (z.B. eine kreisférmiger Drahtring)

(c) Zeigen Sie fir die Losung aus b), dass fo% o(t, z)dr = 027T f(z)dz fir alle
t > 0. Wie lautet der Limes lim;_, o (¢, ) ?

(d) Berechnen Sie die Losung im Fall von f(z) = sin®(z)



