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Aufgabe 21: Zeigen Sie mit Hilfe der erzeugenden Funktion, dass

∞∑
n=1

xn

n
Pn−1(x) =

1

2
ln

1 + x

1− x

und
∞∑
n=0

Pn(cos(α)) =
1

2 sin(α/2)
, 0 < α < 2π

gilt.

Aufgabe 22: Berechnen Sie die erzeugenden Funktion der assoziierten Legendre-
Polynome, indem Sie zeigen, dass

(2m)!

2mm!

(1− x2)m/2

(1− 2xt+ t2)(2m+1)/2
=

∞∑
n=m

Pmn (x)tn−m

gilt.

Aufgabe 23: Seien L > 0 und % : R3 → R eine beschränkte Funktion, die
%(x) = 0 erfüllt, wenn ‖x‖ ≥ L. Sei

Φ(x) =

∫
R3

%(x′)

|x− x′|
d3x′.

Leiten Sie mit den Formeln aus der Vorlesung für die Legendre-Polynome und
die Kugelfunktionen folgende Entwicklung her

Φ(R, θ, φ) =

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

c`,m
R`+1

Y m` (θ, φ), R > L.

dabei ist x = x(R, θ, φ) in Kugelkoordinaten und

c`,m =
4π

2`+ 1
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∫ π
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∫ 2π
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dϕY m` (ϑ, ϕ)%(r, ϑ, ϕ),
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dabei ist x′ = x′(r, ϑ, ϕ) in Kugelkoordinaten.

Aufgabe 24: Mit der Notation aus Aufgabe 23. Zeigen Sie: Falls % radialsym-
metrisch ist, also %(x) = %(|x|) gilt, folgt

Φ(x) =

∫
R3 %(x′)d3x′

|x|

für |x| ≥ L. Berechnen Sie die Entwicklung von Φ für %1, %2 und %3, wobei

%1(x) =

{
1, |x| ≤ 1

0, |x| > 1
, %2(x) =

{
x1, |x| ≤ 1

0, |x| > 1
, %3(x) =

{
x1 x3, |x| ≤ 1

0, |x| > 1
,

x = (x1, x2, x3) und |x| = (x21 + x22 + x23)1/2 ist.
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