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Kapitel 1

Vektorraume und lineare
Abbildungen

FEin Vektorraum (oder linearer Raum) besteht aus Elementen (den so genannten
Vektoren), fiir die sowohl eine Addition als auch eine Multiplikation mit Skala-
ren (den Elementen des Grundkorpers) erklirt ist. Hier werden die wichtigsten
Definitionen und Sdtze aus der Theorie der Vektorrdume zusammengestellt.

1.1 Vektorriaume

Definition: Ein Vektorraum V iiber einem Koérper K (in der Physik sind nur
K = R oder K = C von Bedeutung) ist eine Menge von Elementen mit folgenden
Eigenschaften:

V1) Vu,ve €V ist eine Summe v; + v9 € V definiert

V2) vy + vy = vy + v; (Kommutativitit der Vektoraddition)

V3) vy + (v2 4+ v3) = (v1 + v2) + v3 (Assoziativitét der Vektoraddition)
V4) 30 eV mitv+0=0+v=v Vv €V (Nullvektor)

V6) Va € K und Vv € V ist av € V definiert
V7) ai(agv) = (a1a2)v

(V1)
(V2)
(V3)
(V4)
(V5) VoeV 3 —veVmitv+ (—v) =0
(V6)
(V7)
(V8)

V8) (a1 + az)v = ajv + azv
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(V9) a(vy + v2) = avy + ave
(V10) lv =v Vv € V (1 ist das Einheitselement des Grundkorpers K)

Beispiele fiir Vektorrdume:

1. K™ = Menge aller Spaltenvektoren

€
Tr = S K)
‘/'En
wobei die Addition zweier Vektoren z,y € K™ durch
x (1 T+ Y1
In Yn Tn + Yn

und die Multiplikation mit einem Skalar a € K durch

X1 axry
ar = a = :
T azy,
definiert sind.
2. Die Menge aller Polynome
p(z) = ch:pk, c €C
k=0

(nur endlich viele ¢ von Null verschieden) auf der Zahlengeraden R bildet
einen Vektorraum iiber dem Grundkorper C, wenn man die Addition der
Polynome p und q,

q(z) = dexk, d, € C,
k=0

durch

o0

(p+a)(@) =) (cx + di)a*

k=0
und die Multiplikation mit einem Skalar a € C durch

o0

(ap) (@) =) _(acy)a"

k=0

erklart.
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3. Die trigonometrischen Polynome der Form

N

() = Z cn€®™ e, € C, x € [0,1]

n=—N

auf dem Intervall [0, 1] bilden einen Vektorraum iiber C. Addition und Mul-
tiplikation mit Skalaren sind, wie im vorigen Beispiel, punktweise definiert.

4. S sei eine beliebige Menge. Dann bildet die Menge F(5) aller Funktionen
f S — K einen Vektorraum iiber K. Die algebraischen Operationen sind
dabei punktweise definiert:

(f1+ f2)(8) = fi(s) + fa(s), (af)(s)=af(s) Vs € S.

5. Die Menge C([a,b]) aller reellwertigen stetigen Funktionen auf [a,b] C R
bildet mit den punktweisen algebraischen Operationen einen Vektorraum
iiber R.

1.2 Teilrdume

Definition: Unter einem (linearen) Teilraum W eines Vektorraums V versteht
man eine Teilmenge von V, die mit den in V erklérten algebraischen Operationen
selbst einen Vektorraum bildet.

Satz: Eine Teilmenge W C V ist genau dann ein Teilraum von V, wenn mit
wy, wy € W auch ajwy + asws € W Vay, as € K gilt.

Beispiele:

1. {0} und V sind stets Teilrdume von V.
2. Ist v € V, dann ist {av|a € K} ein Teilraum von V.

3. Sind vy, v9 € V, dann ist die Menge aller Elemente der Gestalt a;v; + asvs
mit aq, as € K ein Teilraum von V.

4. Im R? sind die durch den Ursprung gehenden Geraden und Ebenen
Teilrdume.

Bemerkung: Sei X eine beliebige Teilmenge von V. Der kleinste Teilraum von
V, der X umfasst, wird dann mit [X] bezeichnet. Man nennt ihn den von X
erzeugten Teilraum. [X] besteht aus allen endlichen Linearkombinationen der
Gestalt > a;x; mit a; € K, x; € X.
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1.3 Lineare Abhingigkeit und Unabhéingigkeit

Definition:

1. Eine Teilmenge X von V heifit linear unabhingig, wenn jede beliebige
Linearkombination Y a;x; von Elementen z; € X nur dann gleich dem

Nullvektor sein kann (3 a;x; = 0), wenn alle Koeffizienten a; = 0 sind.

2. Eine Teilmenge X von V heifit linear abhingig, wenn es eine nicht tri-
viale Darstellung der Gestalt Y a;x; = 0 gibt (d.h. wenigstens ein a; # 0).

3. Ein Element v € V heifit linear abhéngig von X, falls es eine Darstellung
v=> ar;, a; € K, x; € X gibt.

Beispiele:

1. X = {0} ist linear abhéngig.

2. Im R3 sind die Vektoren

1 0 0
€1 = 0 s €y = 1 s €3 = 0
0 0 1

linear unabhéngig.

3. Drei Vektoren in einer Ebene sind linear abhéngig.

Satz: Sind X und Y endliche linear unabhéngige Teilmengen eines Vektorraums
V, die denselben Teilraum erzeugen ([X] = [Y]), dann besitzen sie gleich viele
Elemente.

1.4 Basis eines Vektorraums

Definition: Unter einer Basis eines Vektorraums )V versteht man eine linear
unabhéngige Teilmenge B C V), die V erzeugt.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis (im obigen
Sinn) besitzt. Dazu benotigt man im allgemeinen Fall allerdings das Auswahlaxi-
om (oder ein dazu dquivalentes Resultat). Wir werden uns hier aber nur mit dem
wesentlich einfacheren Fall von endlichdimensionalen Vektorraumen beschéftigen.
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Definition: Ein Vektorraum heifit endlichdimensional, wenn er von einer end-
lichen Teilmenge erzeugt wird.

Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V lésst sich die Existenz einer Ba-
sis aber leicht zeigen: Sei E eine endliche Teilmenge von V mit [E] = V. Sei
B eine minimale Teilmenge von E, sodass [B] = V. Man sieht sofort, dass B
linear unabhéingig ist (die Annahme der linearen Abhéngigkeit fiihrt auf einen
Widerspruch) und somit ist gezeigt, dass B eine Basis von V ist.

Aus dem letzten Satz des vorigen Abschnitts folgt, dass je zwei Basen eines end-
lichdimensionalen Vektorraums gleich viele Elemente besitzen. Man nennt diese
Zahl die Dimension dimV des Vektorraums V. Ist also B eine Basis von ), dann
ist dimV gleich der Anzahl der Elemente der Basis B.

Beispiele:

1. Der Vektorraum K" besitzt eine Basis, die aus den Elementen

1 0 0
0 1 0
€1 = . , €2 = . yeeey En = .
0 0 1

besteht. Also ist K™ ein n-dimensionaler Vektorraum. Man bezeichnet
{e1,e9,...,e,} auch als Standardbasis des K".

2. Der Vektorraum aller Polynome vom Grad < n auf R besitzt die Basis
{1, 2, 2%,... 2"}

Satz: Ist {f1,... f.} eine Basis des n-dimensionalen Vektorraums V', dann ldsst
sich jedes v € V eindeutig in der Form

n
v = Z’Uifi, V; € K
i=1

schreiben.

1.5 Matrizen

Eine m x n-Matrix A = (A;;) tiber einem Korper K ist ein Schema mit m Zeilen
und n Spalten:

An A oo Ay,

A21 A22 Ce A2n
A=(Aw)=| . : :

Aml AmZ Amn
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Ist A eine m x n-Matrix, so induziert A eine lineare Abbildung A : K" — K™,
welche das Element
T
T
z=1] . | e K"
Tn

durch die Vorschrift .
yZ:ZAZkZL’k, izl,...,m
k=1

in das Element
Y1
Y
y=Ar = _2 e K™
Ym
iiberfithrt. Linearitat bedeutet dabei, dass

Alazx + d'2') = aAzx + o' A2’
Vo, € K" und Va, o € K. K" ist der Definitionsbereich von A und K™ der
Wertebereich (range) von A. Man schreibt dafiir D(A) = K" und R(A) = K™.

Das Produkt ' = BA der Matrizen B und A ist genau dann definiert, falls
D(B) = R(A). Es ist definiert durch

p
C=_B A =(Cy) mitCy= Z By A,
mxp pxn I=1

wobei D(BA) = D(A), R(BA) = R(B):
K" 4 KP 5 K™

Sind A, B, C' Matrizen und die Produkte C'B und BA definiert, dann sind auch
die Produkte (CB)A und C(BA) definiert. Diese stimmen iiberein und man
schreibt daher einfach C'BA ohne Klammern.

Die Wirkung der Matrix A mit D(A) = K" auf den Vektor = € K" ist ein
Spezialfall des Matrixprodukts, wenn man x als n x 1-Matrix auffasst. Aus der
Assoziativitat ergibt sich (BA)x = B(Ax), d.h. die Multiplikation zweier Matri-
zen entspricht der Hintereinanderausfithrung der entsprechenden Abbildungen.

Der identischen Abbildung auf K™ entspricht die Einheitsmatrix
10 ... 0
01 ...0

00 ... 1
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wobei 1,z = xVa € K". Ist die Dimension aus dem Zusammenhang klar,
schreibt man einfach 1 statt 1,,.

Sind A und B n x n-Matrizen, dann sind AB und BA definiert, diese Produkte
sind aber im Allgemeinen verschieden. Der Kommutator von A und B,

[A, B] = AB — BA,

verschwindet also i.A. nicht.

Eine n x n-Matrix A heifit invertierbar, wenn es eine n x n-Matrix A~! gibt
mit A7 A = 1. Daraus folgt, dass auch AA~! = 1 ist. Man nennt A~! die (zu A)
inverse Matrix, diese ist eindeutig bestimmt. Sind zwei n x n-Matrizen A und
B invertierbar, dann ist auch AB invertierbar und es gilt (AB)™' = B~1A~%.

Je zwei m x n-Matrizen A, B kann man addieren und mit Elementen aus K
multiplizieren:

Es gilt

(A+ B)C = AC + BC, A(B+C)=AB+ AC, (aA)B = A(aB) = a(AB),

sofern die auftretenden Produkte definiert sind.

Bemerkungen:

1. Die Menge aller n x n-Matrizen bildet einen Ring beziiglich der Addition
und Matrixmultiplikation. Unter einem Ring versteht man eine Menge, in
der alle Korperaxiome mit Ausnahme der Kommutativitat der Multiplika-
tion und der Existenz des inversen Elements erfiillt sind.

2. Von einer n x n-Matrix A kann man beliebige Potenzen A* und Linearkom-
binationen davon, also Audriicke der Form

p

ZakAk, ar, € K

k=0

bilden. Man kann diese Konstruktion auch auf unendliche Potenzreihen
erweitern, indem man auf der Menge der quadratischen Matrizen eine ge-
eignete Norm zur Klarung von Konvergenzfragen einfiihrt.

Eine wichtige Matrixoperation ist die Bildung der transponierten Matrix A”.
Das ist jene Matrix, die man erhélt, wenn man die Zeilen und Spalten der Matrix
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A vertauscht:

All A12 R Aln All A21 R Aml
A21 A22 cee A2n T A12 A22 cee Am2
A= . . s A= . :
Aml AmZ s Amn Aln AZn s Amn
A ~~ o A ~~ >
mXxXn—Matrix nxm—Matrix

Es gilt:
(AB)' = BTAT, (A; + Ay = AT + AT (aA)" = aA”.

1.6 Lineare Abbildungen
U und V seien Vektorrdume iiber dem Grundkorper K. Eine Abbildung A : U —
V heif}t linear, falls

A(a1u1 -+ CLQUQ) = alAul + CLQAUQ VCLLQ € IK, Vul,g eEU.

Die Menge aller linearen Abbildungen von ¢ nach V bezeichnen wir mit L(U, V).
Falls die Rdume U und V iibereinstimmen, schreiben wir L(U,U) = L(U). Ist
V = K (also der Grundkérper), schreibt man L(U,K) = U. U wird Dualraum

von U genannt, die Elemente von U heifien lineare Funktionale.

Beispiele von linearen Abbildungen:

1. Jede lineare Abbildung von K™ nach K™ hat die Gestalt z — Az mit einer
m x n-Matrix (A).

2. Jedes lineare Funktional [ € Kn lasst sich in der Form
l(z) =y"z, z€ R"

mit einem festen, eindeutig bestimmten y € K" schreiben. Da [ = y7 ein
n-dimensionaler Zeilenvektor ist,

yT = (yla"'ayn)a

kann man die Menge der linearen Funktionale auf K" als Menge der n-
dimensionalen Zeilenvektoren auffassen.

3. Sei V ein beliebiger Vektorraum. Die durch
lv=v VoveV

definierte identische Abbildung ist eine lineare Abbildung 1 € L(V).
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4. P, sei der (n + 1)-dimensionale Vektorraum aller reellwertigen Polynome
vom Grad < n auf R. Durch die Vorschrift

(Dp)(x) = ~p(a)

wird eine lineare Abbildung D : P, — P, definiert.

5. Der durch (7,,p)(x) = p(x—h) definierte Translationsoperator Ty, : P,, — P,
ist ein weiteres Beispiel fiir eine lineare Abbildung.

6. Durch die Vorschrift )

1) = [ drp(o)

0

wird auf P,, ein lineares Funtional [ € 75n definiert.

7. Sei zg € R eine feste reelle Zahl. Dann wird durch

0z (P) = p(0)
ebenfalls ein lineares Funktional auf P,, definiert.
Ist {f1,..., fn} eine Basis von i und {g1, . . ., g, } eine Basis von von V, dann lasst

sich die Wirkung einer linearen Abbildung A € L(U,V) auf die Basisvektoren
{f1,..., fn} eindeutig beziiglich der Basis {g1, ..., gm} zerlegen:

Afy = ngz‘lku 1<li<n, Ayecek

k=1

Die m x n-Matrix (Ay;) bezeichnet man als Matrixdarstellung der linearen
Abbildung A beziiglich der gewéhlten Basissysteme.

Zerlegt man einen Vektor u € U beziiglich der Basis {fi,..., fu},

n
w=>y wf,
=1

und den Vektor v = Au € V beziiglich der Basis {g1, ..., gm},

n
v = E ViGk,
k=1

so besteht zwischen den Vektorkomponenten u; und v, der Zusammenhang

ve = (Au)p = Y Apu,
=1
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d.h. der Vektor

Uy
e K"

U,

wird durch die Matrixdarstellung (Ay;) von A auf den Vektor

U1 (AU)1
=1 i ek
Up, (Au)pm

abgebildet.

Bemerkung: Seien A € L(U,V), B € L(V,W) und By, By, Byy Basen vonU, V,
W. Bezeichnet man die Matrixdarstellung von A beziiglich der Basen By, und By
mit A und die Matrixdarstellung von B beziiglich der Basen By, und By mit B,
so ist die Matrixdarstellung der zusammengesetzten Abbildung BA € L(U, W)
beziiglich B, und By durch BA gegeben.

Aufgaben:

1. Ermitteln Sie die Matrixdarstellung der linearen Abbildung D : P3 — P3

(Definition siehe oben), wenn sowohl im Ausgangs- als auch im Zielraum
die Basis B = {1, x, 2%, 23} gewiihlt wird.

. Gegeben sei die lineare Abbildung D des vorigen Beispiels. Wie wirken die

linearen Abbildungen D?, D3, D* auf die Vektoren der Basis B? Ermit-
teln Sie die Losung sowohl durch Differenzieren als auch durch wiederholte
Matrixmultiplikation der Matrixdarstellung von D.

. Ermitteln Sie die Wirkung des Translationsoperators Tj : P3 — P3 auf

die Basis B und die dazugehorige Matrixdarstellung. Zeigen Sie, dass der
Translationsoperator in der Form 7}, = exp(—hD) geschrieben werden kann.
Beachten Sie, dass die Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion in
diesem Fall abbricht, es sich also um eine endliche Summe handelt.

. Betrachten Sie den von den Funktionen

en(r) =™ rcR, n=-N,-N+1,...,N

erzeugten Funktionenraum iiber dem Grundkérper C. (Diese Funktionen
besitzen die Periode 1.) Zeigen Sie, dass durch die Operationen , Diffe-
rentiation“ und ,, Translation“ lineare Abbildungen auf diesem Raum defi-
niert werden. Ermitteln Sie sodann die dazugehorigen Matrixdarstellungen
beziiglich der Basis {e_n, ...,ex}. Verifizieren Sie wieder den Zusammen-
hang zwischen Translations- und Differentiationsoperator.
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1.7 Basiswechsel

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit einer Basis {fi,..., f,}. Ein Vektor
v € V hat dann die Zerlegung

n
U= Z v; fi
i=1

beziiglich der gewahlten Basis. Es sei {f],..., f,} eine andere Basis von V.
Beziiglich dieser besitzt der Vektor v die Zerlegung

n

v = ngfi’.

i=1

Zwischen den beiden Basissystemen besteht der Zusammenhang

f 12 = Z fiSik
i=1
mit einer invertierbaren Matrix
S = (Si) € L(K"),

wobel

v = (S vk & v = ik V-

Sei A € L(V) mit der Matrixdarstelluing A = (A;;) beziiglich der Ba-
sis {f1,...,fn} und der Matrixdarstelling A" = (A},) beziiglich der Basis
{fi,..., fI}. Dann besteht zwischen den beiden Matrixdarstellungen von A der
Zusammenhang

A=SAS & A =S51AS.

1.8 Determinanten

Sei A = (Aj) eine n x n-Matrix. Diese kann man sich aus n Spaltenvektoren
a; € K" aufgebaut denken,
A= (ay,...,a,),

wobei
n

a; = Aei = Z ekAki-

k=1
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Die Determinante von A ist durch

det A = det(ay,...,a,) = Z Ag)1 - - - Asmyn €(0)

oESR
definiert, wobei
1 falls o eine gerade Permutation
o) = {—1 falls o eine ungerade Permutation
ist. S, bezeichnet die Menge der Permutationen von {1,... ,n}.

Die Determinante besitzt die folgenden Eigenschaften:

(D1) det(ay,...,a,) ist multilinear (n-linear), d.h. a; — det(aq, ..., a;, ...ay,) ist
linear Vi bei festgehaltenen Argumenten aq,...,a;_1,@;41, .-, Gp.

(D2) det(ay,...,a,) =0 falls {a,...a,} linear unabhéngig ist.

(D3) det(ey,...,e,) =1, wobei {ey,...e,} die Standardbasis von K" ist.

Bemerkungen: Diese drei Eigenschaften legen die Determinante bereits eindeu-
tig fest. Aus (D1) und (D2) folgt auch, dass det(ay,...,a,) alternierend ist,
d.h. vertauscht man zwei Argumente, so dndert sich das Vorzeichen.

Satz: Die Vektoren ay,...,a, € K" sind genau dann linear unabhéngig, wenn
det(ay,...,a,) # 0 ist.

Die Determinante liefert also ein Kriterium fiir die lineare Unabhéngigkeit von n
Vektoren im K".

Weitere wichtige Eigenschaften der Determinante:

1
det(AB) = det Adet B, det A™' = Pt det AT =det A, A, B e L(K").
€

Bemerkung: Sei V ein beliebiger n-dimensionaler Vektorraum und A € L(V).
Dann kann man det A durch

det A =det A

definieren, wobei A € L(IK™) eine beliebige Matrixdarstellung von A ist. Diese
Definition ist von der Wahl der Basis unabhiingig, da aus A’ = S7'AS und den
Eigenschaften der Determinante folgt, dass det A’ = det A.
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1.9 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: Sei A € L(V) eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum V.
Angenommen es gibt eine Zahl a € K und einen vom Nullvektor verschiedenen
Vektor v € V, sodass

Av = av,

dann heiit a« Eigenwert von A und v Eigenvektor von A (zum Eigenwert a).

Av = av, v # 0 ist dquivalent damit, dass al — A nicht invertierbar ist und das
ist genau dann der Fall, wenn

det(al — A) = 0.

Die Eigenwerte von A sind also durch die Nullstellen des charakteristischen

Polynoms
pa(z) = det(z1 — A)

bestimmt. Zu jedem Eigenwert gibt es mindestens einen Eigenvektor. Ist K = C,
so existiert mindestens ein Eigenwert, da jedes Polynom in € mindestens eine
Nullstelle hat. Die Menge der Eigenwerte von A nennt man Spektrum von A,
wir bezeichnen sie mit o(A).

Bemerkungen:

1. Die reelle 2 x 2-Matrix
A (cos@ —sinf

~ \sinf cos@)’ 0<6<2m
besitzt das charakteristische Polynom
pa(r) = (x — cos§)* + sin? 6.
Dieses hat die (i.A. komplexen) Nullstellen
x19 =cosf tisinf = et

d.h. fiir  # 0,7 hat A keinen Eigenwert, wenn als Grundkorper K = R
gewihlt wurde. Fasst man reelle Matrizen als Abbildungen auf dem R" auf,
so miissen diese also keine Eigenwerte oder Eigenvektoren haben.

()

besitzt das charakteristische Polynom

pale) = (2~ 1)?

2. Die reelle 2 x 2-Matrix
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mit der zweifach entarteten Nullstelle 1. Alle Eigenvektoren sind proportio-

nal zu
1
NE

Man sieht also, dass nicht notwendigerweise eine Basis von Eigenvektoren
existieren muss, selbst wenn K = C ist.

. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und A € L(V). Wenn das charakte-

ristische Polynom von A n verschiedene Nullstellen besitzt, dann bilden
die dazugehorigen Eigenvektoren eine Basis.

. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und A € L()V). Angenommen es gibt

eine Basis {f1, ..., fn} von Eigenvektoren von A mit Eigenwerten ay, ..., a,
sind (Af; = a;f;). Dann ist die Matrixdarstellung A von A beziiglich dieser
Basis von Eigenvektoren die Diagonalmatrix

a1

G

d.h. durch die Wahl dieser Basis erhélt die Matrixdarstellung von A eine
besonders einfache Form. Lineare Abbildungen, die eine Basis von Eigen-
vektoren besitzen werden daher diagonalisierbar genannt.

Ein endliches Polynom der Form

p(A) = chAk, € K
k

ist wieder ein Element von L(V). Die Wirkung von p(A) auf die Basisvek-
toren ist durch

p(A)fi=plai)fi, 1<i<n
gegeben, die Matrixdarstellung von p(A) ist daher

p(a1)

p(an)

Die Anwendung von p(A) auf einen beliebigen Vektor v = > v;f; ergibt
i=1
somit,

p(A)v = Z vip(a;) fi-
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Sei nun g : 0(A) — K eine beliebige, auf dem Spektrum von A definierte
Funktion. Man definiert dann als Funktion g(A) der linearen Abbildung A
einfach

g(A) fi=gla)fi, 1<i<n,

bzw.
n

g( Ao = wvgla)fi, v=> vfi

i=1 i=1
Sei A eine n x n-Matrix. Aufgefasst als lineare Abbildung A : K™ — K" ist
A gerade die Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasis {ey, ..., e,}:

Aek = Z ezAzk

i=1

A moge eine Basis {f1,..., f,} von Eigenvektoren (Af; = a;f;) besitzen.
Zwischen dieser Basis und der Standardbasis besteht die Beziehung

fr = Z ;i Sik
i=1
und somit gilt
Sik = (fk)l = S: (flv"'?fn>7
sowie

A= 5"1AS = diag(ay, . .., an).

Beispiel: A € L(C?) sei gegeben durch

Die Eigenwerte sind e

cos) —siné
A= (sin@ COS@>'
. Die Eigenvektoren zum Eigenwert e*® haben die Form

x (_12) , « # 0 beliebig

+i6

und die Eigenvektoren zum Eigenwert e~* sind

x C) , o # 0 beliebig.

Wiéhlt man als Basis von Eigenvektoren

-5 0) 550

so erhalt man

mit

()bl

A=STAS8 = diag(e”, ™).
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1.10 Charakteristisches Polynom, Spur

A € L(V) sei eine lineare Abbildung in einem n-dimensionalen Vektorraum V.
Fiir die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

pa(x) =det(zl —A) =2" +c,12" ' +...aw+c, €K

gilt:
co =det(—A) = (—=1)"det A, c¢,_1 =—TrA.

Die Spur (trace) von A ist definiert durch

TrA = i Aii7
1=1

wobei (A;) eine beliebige Matrixdarstellung von A ist. Die Definition der Spur
als Summe der Diagonalelemente Aj;; ist selbstverstdndlich basisunabhéngig.

Ist K = C, dann kann man das charakteristische Polynom in der Form

n

pa(x) = H(az —a)=2"— (a1 +...+a)" " +... (=D ...a,.

Durch Koeffizientenvergleich findet man in diesem Fall
TI'A:(Z1+---a/n :Zaia
i=1

d.h. die Spur von A ist gleich der Summe der Eigenwerte von A, wobei entar-
tete Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit zu zéhlen sind. Analog ist die
Determinante von A gleich dem Produkt der Eigenwerte,

n
detA:al...an:Hal-.
(51

Satz von Cayley-Hamilton: Sei A € L(V) und p4 das dazugehorige charak-
teristische Polynom. Dann gilt:



Kapitel 2

Euklidische Vektorraume

In einem Vektorraum sind als Verkniipfungsvorschriften die Vektoraddition und
die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren (den Elementen des Grundkorpers)
erklart. Fiigt man als weitere Struktur ein Skalarprodukt hinzu, so gelangt man im
Fall eines reellen Vektorraums zur Definition des euklidischen und fiir komplexe
Vektorrdume zur Definition des unitdren Vektorraums.

2.1 Skalarprodukt

Wie bereits aus dem Schulunterricht bekannt ist, kann man in der Ebene oder im
dreidimensionalen Raum die Linge eines Vektors und den zwischen zwei Vektoren
eingeschlossenen Winkel mit Hilfe des Skalarproduktes ausdriicken. Wir wollen
hier Skalarprodukte axiomatisch, das heifst durch die Angabe ithrer charakteristi-
schen Figenschaften, einfiihren. Dadurch gewinnen wir einerseits mehr Einblick
in die zugrundeliegenden mathematischen Strukturen und ldsen uns andererseits
von der Einengung auf elementargeometrische Anwendungen.

Definition: Ein (endlichdimensionaler) Vektorraum & iiber dem Grundkérper R
heifit euklidisch, falls fiir je zwei Elemente x,y € £ ein Skalarprodukt (oder
inneres Produkt) (z|y) € R definiert ist, mit folgenden Eigenschaften:

(E1) (121 + agmaly) = ay(x1|y) + as(xaly), 12 €E, a2 €R
(E2) (zly) = (y|z)
(E3) (z|xr) >0, (z|]z)=0<2=0

Bemerkung: Die Eigenschaften (E1) (Linearitdt im ersten Argument) und (E2)
(Symmetrie) implizieren Linearitdt auch im zweiten Argument, das heiit das
Skalarprodukt ist bilinear.

17
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Beispiele:

1. Das Paradebeispiel schlechthin ist natiirlich der Raum R? mit dem Skalar-

produkt
3
(zly) = Zﬂfzyz
i=1

Fasst man die Elemente des R? als Spaltenvektoren (oder 3 x 1-Matrizen)
auf,
L1
r= 1|21,
3

so kann man mit Hilfe des dazugehorigen Zeilenvektors (bzw. der zu z
transponierten 1 x 3-Matrix)

xT - (.Tl, T, .T3)
das Skalarprodukt auch in Matrixnotation schreiben:
(zly) = 2Ty

2. Im R" sei ein Skalarprodukt
(zly) =Ty = Z%’yi
i=1

definiert. Diesen Raum nennen wir E™.

3. Im R" sei ein inneres Produkt durch
(zly) = szwiyi
i=1

definiert, wobei p; >0 (i =1,...n) ist.

4. In dem Funktionenraum der auf einem endlichen Intervall [a,b] C R defi-
nierten reellen Polynome vom Grad < n,

p(z) = chxk, ck €R, =z €la,bl,
k=0

kann man durch ,
W) = [ dep(oa

ein inneres Produkt definieren.
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2.2 Transponierte Abbildung

Im Raum E™ (Beispiel 2) ist das Skalarprodukt durch (z|y) = 27y definiert, wobei
2T die ,transponierte Matrix von z* bedeutet. Diese sehr praktische Schreibweise
kann fiir beliebige euklidische Raume verallgemeinert werden. Dazu geht man
von der Beobachtung aus, dass im Falle des E™ die Abbildung = + z” eine
,Identifizierung* von E™ (dem Raum der n-dimensionalen Spaltenvektoren) mit
seinem Dualraum E” (dem Raum der n-dimensionalen Zeilenvektoren) darstellt.
Die Vorgabe eines Skalarproduktes erlaubt es nun, jeden euklidischen Vektorraum
& mit seinem Dualraum & auf kanonische Weise zu identifizieren. Dazu ordnet
man jedem x € £ das lineare Funktional 27 € £ zu, welches durch

2" (y)=a"y=(zly) Vye&

definiert ist. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Abbildung x + 27 linear
und injektiv ist. Da dim & = dim £ ist, stimmt das Bild von & unter der Abbildung
T mit ganz £ iiberein. Bezeichnet man die inverse Abbildung ebenfalls mit T, so
ist 2TT =2 Va € & erfiillt.

Fiir eine lineare Abbildung A : E™ — E™ gilt
(x| Ay) = (A" zly),

da
(ATzly) = (AT2)Ty = 2" ATy = 2" Ay = (2| Ay).

Diese Konstruktion lédsst sich ebenfalls auf den allgemeinen Fall iibertragen: V
und W seien euklidische Vektorrdume mit dem Skalarprodukt (.|.)y, bzw. (.|.)w
und A : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist die zu A transponierte
Abbildung AT : W — V durch

(ATwlv)y = (w|Av)y Yv eV, YweW

definiert. Wieder iiberzeugt man sich leicht davon, dass AT wohldefiniert und
linear ist.

Eigenschaften der transponierten Abbildung:
1. (a1A1 + G/QAQ)T = alA{ + CLQAg, a2 € IR,, ALQ c L(V, W)

2. ATT = A, Ae L(V,W).

3. (BA)T =ATBT, AeL(V,W), Be L(W,ZX).
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2.3 Norm

Im E™ kann die Lénge eines Vektors durch

lzll = \fai + -+ af = V(2lr)

bestimmt werden. Im allgemeinen Fall eines beliebigen euklidischen Vektorraums
& definiert man die Norm ||z|| eines Elementes x € £ durch

2]l = v/ (z]z).

Fiir das Skalarprodukt gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

|@ly)l < [lz[llyll-

Beweis: Fiir x = 0 oder y = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. Man
kann sich daher auf den Fall z # 0 A y # 0 beschrinken. Es sei ¢ = +1 so
gewahlt, dass

|(z[y)] = e(xly).

L0 < ( vy lr oy ) :($I$2)+(y|y3_26(xly)
lzll -yl Tzl ] [z][* Iyl ][yl

2@ '@W”) S el < el

eI

Anschauliche Bedeutung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz in der Ebene oder
im dreidimensionalen Raum:

y
|7 -yl = [][y] | cos 8] < [7][y]
——

A

Eigenschaften der Norm:

8

Lfle| 20, le]=0ea=0
2. lazl| = lalllz] VaeR

3 Nl +yll < =l + vl
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Beweis: Die ersten beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition
der Norm. Die dritte Eigenschaft (Dreiecksungleichung) ergibt sich aus der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

lz+yl* = (z+ylz+y) = (z|z) + (yly) + 2(z|y)
< Azl + Nyl + 2zl lyll = (=) + lvl)>

Definition: Ein Vektor x heifit normiert oder Einheitsvektor, wenn ||z| =1
ist. Zwei Vektoren z, y heiflen orthogonal, wenn (z|y) = 0 ist.

Beispiele:
1. Im E? bildet die Menge aller Einheitsvektoren
|| = (z]2) = 2T + a3 =1

einen Kreis mit Radius 1 (Einheitskreis).

24

=
NI

2. Im Fall des R? mit dem inneren Produkt

T1Y1 | T2lY2
(zly) = 2 T

liegen die Einheitsvektoren auf der Ellipse

{L'2 .I‘Q
fo? = (o) = T+ 22 =1

(Ellipse als ,,Einheitskugel“). Die Richtungsvektoren zweier Durchmesser

A

Kj—\x =1
|

sind genau dann ,orthogonal®, wenn es sich um konjugierte Durchmesser
handelt.
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3. Wir betrachten in dem Vektorraum der Polynome vom Grad < n auf [0, 1]
mit dem inneren Produkt

1

(olg) = / dz p(z)g(x)

0

die Elemente po(z) = 1, pi(z) = z und py(x) = x2. po, V3p; und /5p,
sind Einheitsvektoren, py und p; sind nicht orthogonal, jedoch sind py und
Po — 2p; orthogonal.

2.4 Orthonormalbasis

Definition: Unter einem Orthonormalsystem (ONS) in einem euklidischen
Vektorraum &£ versteht man eine Menge von Einheitsvektoren, die paarweise auf-
einander orthogonal stehen:

fioo o e €&, (filfy) = 6

Bildet {fi,..., fi} ein ONS, dann sind diese Vektoren linear unabhéingig, denn

k k k
oaifi=0 = 0=(fD af)=> al Uilf)=a; Vi1<js<k
i=1 i=1 i=1 5”

Definition: Ein Orthonormalsystem heifit vollstindig (VONS) oder Ortho-
normalbasis (ONB) von &, wenn es eine Basis von & bildet.

Beispiele:

1. Im E™ ist die Standardbasis

1 0 0

0 1 0
e = , €9 = . 5 y €En =

0 0 1

eine ONB, weil (62“6]') = 5ij ist.
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2. Im E? bilden die Vektoren

[ cosyp [ —singp
fl_(sinap)’ f2_< Cos )

{f1,.--, fn} sei eine ONB eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes €&.
Dann lésst sich jedes € £ in der Form

T = Z fiai
i=1
schreiben, wobei die Entwicklungskoeffizienten a; € R eindeutig durch

a; = (filo) = fi'w

bestimmt sind. Man hat also die Beziehung

eine ONB.

x:ZfifiTx Ve el
i=1

und erhélt somit die Vollstadndigkeitsrelation

DLt =1

Es ist instruktiv, die Vollstéandigkeitsrelation fiir die beiden oben angegebenen
Beispiele zu verifizieren.

Eine ONB {fi,..., fu} eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes kann
also auch durch die beiden Eigenschaften

(fil f5) = di, ZfifiT =1
i=1

charakterisiert werden.

Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren ist eine Methode,

ausgehend von einer beliebigen Basis {g1,...,g,} eines euklidischen Vektorrau-
mes, eine ONB (ein VONS) {f1,..., f.} zu konstruieren.

£ = g1
Hng

92 = fi(filg2) + g2 — fi(filg2)
—_—— ——

I f2 Lfi
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L 92 — [1(f1g2)

— fi(filg2)
g2 — fi(filg2)ll

= fa=

sz

Ji fl(;1|92)

g3 = J1(f1lgs) + fa(f2lgs) +9s — filf1lgs) — f2(f2lgs)
Lf1,f2

liegt in dem von f1, fo

aufgespannten linearen Teilraum

g3 — f1(f1lgs) — fa(f2lgs)
lgs — fi(filgs) — f2(f2lgs)]l

= f3=

usw. — VONS {f1,..., fu}.

Bemerkung: Aus diesem Resultat folgt auch unmittelbar, dass ein VONS stets
existiert.

Ein beliebiger n-dimensionaler euklidischer Vektorraum & unterscheidet sich
in gewisser Weise nicht von einem FE™. Wahlt man némlich in £ eine ONB
{f1,.. ., fu}, so lisst sich jedes x € V eindeutig in der Form

x_z.fzxza fz|x)

schreiben. Der Vektor z ist also (bei vorgegebener ONB) eindeutig durch die n

Zahlen
T1

e B"
Tn
bestimmt. Weiters gilt (x + y); = x; + v;, (ax;) = az; und

n

SL’|y Zfzxz’Zf]y] leyj fl|f] szym

i,j=1
d.h. die Zuordnung
sl
ref : e E"
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respektiert sowohl die Vektoraddition, die Multiplikation mit Skalaren als auch die
Bildung des Skalarprodukts. Man sagt auch, dass jeder n-dimensionale euklidische
Vektorraum isomorph zu E" ist.

Bemerkung: Eine lineare Abbildung 7" : V — W heifit Isomorphismus der
euklidischen Vektorrdume V, W, falls T" ein Vektorraumisomorphismus (d.h. eine
bijektive lineare Abbildung) ist mit der zusétzlichen Eigenschaft

(Tx|Ty)w = (zly)y Vz,yeV.

Die Matrixdarstellung (A;;) einer linearen Abbildung A € L(€) (d.h. A: € —
£) in einem euklidischen Vektorraum & hat beziiglich einer ONB {f,..., f,}
eine besonders einfache Form. Bildet man ndmlich das Skalaprodukt von f; mit
dem Ausdruck

AL = A,
h=1

so erhalt man
(fi|Afj):(fi| fAj): Aj(fi|f):Aij'

Das heifit man bildet einfach ein ,,Sandwich®“ des Operators A zwischen den Vek-
toren f; und f; um das Matrixelement A;; zu erhalten:

Aij = (filAf;) = [TAS;.

Die Matrixdarstellung (A”);; der durch (ATx|y) = (z|Ay) Va,y € € definierten,
zu A transponieren Abbildung AT : £ — £ ist dann beziiglich einer ONB durch

(AD)i; = (AT ;) = (Afilf;) = (FilAf:) = Aji

gegeben, d.h. Zeilen und Spalten werden einfach vertauscht.

2.5 Orthogonale Transformationen

Wir wollen nun mit den sogenannten orthogonalen Abbildungen noch kurz
eine wichtige Klasse von Operatoren € L(E) besprechen. Dazu gehen wir von der
folgenden Beobachtung aus:

Satz: Sei O € L(E) (€ ein euklidischer Vektorraum). Dann sind die folgenden
Aussagen édquivalent:
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1. O ist invertierbar mit O~' = OT (d.h. OTO = 00T =1).
2. (Ox|Oy) = (z|ly) Vz,yef.
3. O ist isometrisch, d.h. [|Oz|| = ||z|| Vz € €.

4. O bildet jede ONB von &£ wieder auf eine ONB von &£ ab.

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, nennt man die Abbildung O orthogonal. In
der frither eingefiihrten Sprechweise ist O dann ein Isomorphismus des euklidi-
schen Vektorraumes £ mit sich, ein sogenannter Automorphismus.

Bei dem Beweis des obigen Satzes bereitet nur die Implikation 3 = 2 etwas Miihe.
Man benétigt dazu den folgenden Hilfssatz (Polarisierungsidentitét):

_ Nz +yllP =l —ylP

(sly) -

Beweis des Hilfssatzes: Man subtrahiere die Ausdriicke

(@tyle+y) = [l* + yl* +2(ly).
(@—yle—y) = ll* +Ily]* - 2(=ly).
Nimmt man nun an, dass |Oz|| = ||z|| Vaz € & erfiillt ist, so folgt unter Ver-

wendung des Hilfssatzes tatséchlich, dass

|0z + Oy|* — |0z — Oy|I* _ [O(x +y)II* — 0@z — y)|I
4 4
I+ )I* = Itz = )

= 1 = (zly) Vz,yef&

(Ox|Oy) =

erfiillt ist.

Bemerkungen:

1. Aus OTO = 1 folgt fiir eine orthogonale Transformation det(OT0) =
det OT det O = (det O)? = 1 und somit det O = 1.

2. Die orthogonalen Transformationen auf einem n-dimensionalen euklidischen
Vektorraum bilden eine Gruppe, man nennt sie O(n). Jene orthogonalen
Transformationen R, welche die Zusatzbedingung det R = 1 erfiillen, bilden
ebenfalls eine Gruppe, diese wird als SO(n) bezeichnet.
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3. {f1,-.., [n} sei eine beliebige ONB eines euklidischen Vektorraumes £. We-
gen Y fiff = 1 lisst sich dann jede orthogonale Transformation O € L(€)
i=1

in der Form
0=01=0) [l = 011 = gl
i=1 i=1

schreiben, wobei die Vektoren ¢g; = Of; (i = 1,...,n) wegen der Eigen-
schaft 4 wieder eine ONB von & bilden. Fiir den Spezialfall £ = E™ kann
man daher jede orthogonale n x n-Matrix O in der Form

0= ZglezT = (gla"'agn)
=1

schreiben, das heift in den Spalten von O steht die ONB {gi,...,9,} =
{Oey,...,0e,}. Ebenso bilden die Zeilen einer orthogonalen Matrix ein
VONS, da

n

O = 10 = i eieiTO = i Gz‘(OT@z‘)T = Z eihzT
i=1 i=1

i=1
Wi
= , hz = OTGZ'.
hT
Die orthogonalen n x n-Matrizen sind also genau jene Elemente aus L(E™),
deren Spalten bzw. Zeilen ein VONS von E™ bilden.
Beispiele:

1. Im E? lisst sich jeder Einheitsvektor f; in der Form

= COS &
1 sin o

schreiben, fiir einen auf f; orthogonal stehenden Vektor f; gibt es dann nur
mehr die zwei Moglichkeiten

—sin «
f2—€( COS ), e = =£1.

Nach den obigen Uberlegungen hat eine orthogonale Matrix O im E? dann

die allgemeine Gestalt
O:(C9sa —asma).
sina  ecosa
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Fiir ¢ = 1 handelt es sich um eine Drehung mit Drehwinkel «. In diesem
Fall ist det O = 1. Im Fall ¢ = —1 hat man es mit einer Drehspiegelung
zu tun, wobei det O = —1 ist.

. Eine reine Spiegelung im E? wire z.B. die Transformation

10
(0 %)

die einer Spiegelung an der 1-Achse entspricht.

. Wir wollen im dreidimensionalen Raum eine Drehung um den Winkel «

beschreiben. Die 3-Achse unseres Koordinatensystems legen wir dabei in
Richtung der Drehachse. Als ONB haben wir (in der in der Physik fiir
raumliche Vektoren iiblichen Schreibweise) {€}, €, €3}, welche (in der an-
gegebenen Reihenfolge) ein Rechtssystem bilden soll. Wegen der Linearitét
der Drehoperation R geniigt es, ihre Wirkung auf die drei Basisvektoren zu
kennen:

Rey = éjcosa+ é;sina,
Re; = —eé1sina+ é;cosa,
Res = e5.

Daraus kénnen wir unmittelbar die Matrixdarstellung (R;;) von R beziiglich
der gewidhlten ONB ablesen:

cosae —sina 0

(Rij)=| sina cosa O
0 0 1
Réz e
Reé;
53 )A(: 51

Bemerkungen:

(a) Wir stellen fest, dass det R = 1 ist. Reine Drehungen im dreidimen-
sionalen Raum entsprechen den Elementen der Drehgruppe SO(3).
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(b)

Eine Drehung im dreidimensionalen Raum ist bereits festgelegt, wenn
man das Bild von zwei orthonormierten Vektoren kennt, da dann auch
das Bild des dritten Basisvektors bereits bestimmt ist. Tatséchlich folgt
bei unserem Beispiel aus Res = —€} sin a + €5 cos o und Reé3 = €3 mit
€] = €y X €3 das Transformationsverhalten von é:

Ré& = R(ég X 53) = Rgg X Ré:g

(—é1sina + écosar) X e3

€1 cos o + €5 sin «v.

Ein Vektor
3
7= Y an
i=1
mit Komponenten z; beziiglich der ONB {é}, €, €3} wird durch die

Drehung R € SO(3) in den Vektor

3

3 3
Rx=R E €jl; = E Rejxj = E eiRijxj
j=1 j=1

ij=1

mit den Komponenten
3
> B
j=1

transformiert. Man spricht in diesem Fall von einer aktiven Trans-

formation des Vektors. Bei einer passiven Transformation bleibt der

Vektor ¥ selbst unverédndert, man betrachtet jedoch seine Komponen-
et Bl g |

ten a, beztiglich einer transformierten ONB {é7, €3, €4}. Im Fall unserer
Drehung ist

Wegen
3 3
F=) Gu;=)» &al =Y &Ry
11 77 (A 1) ]7

ist der Zusammenhang zwischen den Komponenten x; und den Kom-
ponenten z; durch

3
o R / /I Rfl
j=1 j=1

gegeben. Das Transformationsverhalten der Komponenten des Vektors
ist also invers zu jenem der aktiven Transformation.
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4. Das Standardbeispiel fiir eine orthogonale Transformation mit negativer
Determinante ist in drei Raumdimensionen die Parititstransformation
P = —1. Jedes Element O € O(3) mit det O = —1 lésst sich in der Form
O = PR, R € SO(3), schreiben.

2.6 SO(3)

Die Menge der Drehungen im dreidimensionalen Raum ist ein Beispiel fiir eine
nichtabelsche Liegruppe.

Die Elemente der Gruppe SO(3) kénnen durch den sogenannten Drehvektor &
parametrisiert werden. Dieser zeigt (gem#fl der Rechtsschraubenregel) in Rich-
tung der Drehachse, sein Betrag ist gleich dem Drehwinkel a = |a] (0 < a < 27).
Die entsprechende Transformation bezeichnen wir mit R(@). Es handelt sich bei
der SO(3) also um eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen (eine so-
genannte Liegruppe), deren wesentliche Eigenschaften durch die Gestalt ihrer
Elemente in einer infinitesimalen Umgebung des Einheitselements bereits festge-
legt sind. Fiir infinitesimales £ hat eine Drehung die einfache Form

EXT

8y
=
oy
S~—
8y
I
8y
_|_
My
X
8y
I
—~
=
+
oy
=1
S~—
8y

oy

Man kann nun eine beliebige endliche Drehung um den Drehwinkel & durch die
wiederholte Anwendung von N Drehungen um den Drehwinkel @//N erhalten:

R(@) = R(a/N)N.
Fiir geniigend groBes N (und somit einen entsprechend kleinen Wert von a/NN)
kann man schreiben:
R(&) ~ (1 + ——)N
@~ @+ T8

Im Limes N — oo erhalt man somit die Formel

R(@) = exp(@- A).

—
i

Bemerkung: Wegen (£'x ¥); = €;jextj = —€kérijr; (Summenkonvention!) sind
die Matrixdarstellungen der drei in A zusammengefassten linearen Abbildungen
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A1, Ay, Az beziiglich der ONB {é}, €3, €3} durch (Ag);; = —eri; gegeben. Die-
se Matrizen bilden eine dreidimensionale Darstellung der Generatoren (oder

Erzeuger) der SO(3).

—

Fiihrt man zuerst die Drehung R(&) und anschlieBend die Drehung R(/5) aus, so
wird sich das Resultat im Allgemeinen von jenem unterscheiden, das man erhélt,
wenn man die beiden Operationen in der umgekehrten Reihenfolge durchfiihrt.
Es handelt sich bei der SO(3) ndmlich um eine nichtabelsche (oder nicht-
kommutative) Gruppe, das heifit ihre Elemente vertauschen (kommutieren) im
Allgemeinen nicht:

RE@RE) # RE)R(@).
Konkret bedeutet das im Fall der SO(3), dass
R(R(7)@) = R(B)R(@)R(F) .

Fiir infinitesimales @ = £ ist diese Relation leicht zu sehen:

Im Fall eines endlichen Drehwinkels & schreiben wir
R(AYR@R(F) " = RB)R@E/N)VR(B) " = [R(F)R@/NR(F) "

Fiir geniigend groBes N konnen wir die fiir den infinitesimalen Drehwinkel &/N
bereits gezeigte Formel

R(A)R(@/N)R(B)™ = R(R(5)d/N)
einsetzen und erhalten auf diese Weise das behauptete Ergebnis.

Bemerkung: Stimmen die durch @& und 5 beschriebenen Drehachsen {iberein,

dann ist R(f)d@ = & und die beiden Drehungen R(&), R(f) kommutieren in
diesem Fall.

2.7 FEulersche Winkel

Jedes Element der dreiparametrigen Liegruppe SO(3) lisst sich eindeutig als Pro-
dukt von drei Drehungen um drei bestimmte Standardachsen beschreiben.

Eine andere Moglichkeit zur Parametrisierung der Elemente der SO(3) stellen die
drei Eulerschen Winkel dar. Sei D € SO(3) und {é}, é,, €3} eine (rechtshéndi-
ge) ONB. Ist De3 = €3, dann handelt es sich um den bereits behandelten Fall
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einer Drehung um die 3-Achse. Es sei also Dés # é3. Die beiden durch den Ur-
sprung gehenden und auf €3, beziehungsweise auf Des normal stehenden Ebenen
schneiden einander dann in einer Geraden, der sogenannten Knotenlinie. Wie
auch bei Verwendung von Kugelkoordinaten iiblich, bezeichnen wir den Win-
kel zwischen €3 und Dés mit 6 (0 < 6§ < 7) und den Winkel zwischen & und
der Projektion von Deés auf den von €] und €5 aufgespannten Unterraum mit ¢
(0 < ¢ < 2m).

Als ersten Schritt wenden wir eine Drehung
Ry = R(¢e)

mit der Drehachse €3 um den Winkel ¢ an. Diese bildet die ONB {é}, €3, €3} auf
die von den Vektoren

3
€/ =Rs¥ =) &Rsy, j=1,...3
i=1
gebildete ONB {e7, €3, €5} ab, wobei (R,;;) die Matrixdarstellung von R,

beziiglich der ONB {é}, é,, €3} bezeichnet. Die explizite Form dieser Transfor-
mation ist durch

é{ = R¢€1 = _)1 COs (b + 52 sin (]5,
€y = Ryey = —€1sin¢+ € cos e,
é:ol) - R¢€3 = 53

cos¢p —sing 0
(Rpij) = | sing cosg O
0 0 1

gegeben. Der Vektor €} liegt in der Knotenlinie.
Im zweiten Schritt fithren wir eine Drehung
Ry = R(0¢é)
mit der Drehachse €5 um den Winkel 6 durch. Die Wirkung dieser Drehung auf
die gestrichene ONB {e7], €3, €5},

3
=/ —/ =/ 1/ -
ej — Rgej — E GZ 971']', ] — ]_, e 3,

i=1

ist durch
¢/ = Ry, = ¢ cos — e;sinb,
S —1 =
>/l = = —/
€5 = Rypeg =e)sint + ée;cosd
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gegeben. Die Matrixdatstellung (R,G,ij) der Drehung Ry beziiglich der gestriche-
nen Basis liest man sofort als

cosf 0 sinf
( IG,ij) = 0 1 0
—sinf 0 cosf

ab.

Da €4 bereits mit Dej iibereinstimmt, benétigt man als dritte Drehung nur mehr
eine Rotation um € um den Winkel ¢ (0 <1 < 27),

Ry = R(yey),
um die Wirkung der gesamten Drehung D als Produkt
D = RyRyRy = R(vé5) R(0¢;) R(des)
darzustellen. Wir betrachten also die Wirkung der Transformation R, auf die

Orthonormalbasis {é7, &y, €4},

3

i=1

In expliziter Form hat man

Dé) = Ryey = ¢/ costp + € sin,
Déy = Ryéy = —€) siny + é; cosp,
Dé; = Ryéy =éy,

und die Matrixdarstellung (Ry, ;;) von Ry beziiglich der ONB {é7, €y, €3’} lautet
daher:
costy —siny 0
(Ryi) = | sinyy cosyp 0
0 0 1

Um nun die Matrixdarstellung (D;;) der Gesamtdrehung beziiglich der urspriing-
lichen ONB {é}, é5, €3} zu erhalten, setzen wir diese aus den drei Einzeldrehungen
zusaminen:

3 3
_— — o S1 § : 11 I
Dej = E eiDij = R¢ej = eanm
=1 n=1
3
_ =1 Il _ =1 D/ 1"
= ZRG bni = D EnBl B

m,n=1

= Z R¢emR9 mn 1/1 nj — Z elR(b szg ,mn 1/1 ng*

m,n=1 i,m,n=1
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Das heifit also, dass

D (RwR@Rqs Z R¢ sze man nj

m,n=1
bzw.
cos¢p —sing 0 cos 0 sinf cosy —siny 0
(Djj) = | sing cos¢p O 0 1 0 siny cosy 0

0 0 1 —sinf 0 cosf 0 0 1

Wie aus diesem Ergebnis ersichtlich ist, ldsst sich die Drehung D auch auf eine
andere Art erhalten: Man dreht zunéchst um €3 um den Winkel ¢, dann um die
Drehachse é (kein Strich!) um den Winkel 6 und schlieflich wieder um €3 um
den Winkel ¢. Mit anderen Worten, es gilt die Beziehung

D = R(ve5) R(0e3) R(pes) = R(oes) R(0er) R(¥és).

Die zweite Form hat den Vorteil, dass nur um Achsen der urspriinglichen ONB
gedreht wird.

Die hier gefundene Beziehung ist natiirlich kein Zufall, sondern hat ihren tieferen
Grund in der schon frither besprochenen Formel

R(R(5)d) = R(B)R(@)R(5) "
Um dies zu sehen, setzen wir €, = R(¢e€3)e; und

¢ = R(08;)¢ = R(R(¢€3)06:) R(68)e = R(65) R(06) R(6¢5) " R(¢85) &

= R(¢53)R('952)53
in R(yey)R(0e))R(pes) ein:
\( (pe3)R (962)¢63lﬁ(3(¢53)95213(¢53)

R(pey) R(6E})
= R(6&) RO R(WE)RO%) ™ R6&) " R(O%) RO%) R(6E) " R(0%)

-
1 ]1

= R(¢€3)R(06,) R(1)és) R(06) ' R(0¢y)

1

= R(¢es)R(0er) R(yes).

Bemerkung: Die hier gewahlte Konvention zur Definition der Eulerschen Winkel
hat in der Quantenmechanik gewisse Vorteile. In der klassischen Mechanik wird
oft eine Konvention verwendet, bei der zunédchst der Vektor €; durch eine Rotation
um €3 in die Knotenlinie gedreht wird, anschlieBend wird um e] gedreht und
schlieBlich um e3. Physikalische Resultate konnen natiirlich von der Wahl einer
bestimmten Konventlon nicht abhéngen.



Kapitel 3

Unitare Vektorraume

Die Verwendung des Grundkérpers der komplexen Zahlen besitzt eine Reihe von
rechentechnischen Vorteilen. Will man etwa die Figenwerte einer n x n-Matriz
bestimmen, so besitzt das dazugehdrige charakteristische Polynom tiber C stets
n (eventuell teilweise zusammenfallende) Nullstellen, was tiber R ja bekanntlich
nicht der Fall zu sein braucht. Dariiber hinaus ist die Theorie der unitiren Vek-
torrdume in der Physik von allergrofiter Bedeutung, handelt es sich dabei doch
um jene mathematischen Methoden, die in der Quantentheorie thre natirliche
Anwendung finden. Wir beschrdinken uns hier ausschliefSlich auf den endlichdi-
mensionalen Fall. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass die hier dargestellte
Theorie thre volle Bedeutung erst im unendlichdimensionalen Fall erlangt, wo sie
im Rahmen der Funktionalanalysis in die Theorie der (unendlichdimensionalen)
Hilbertrdume tibergeht.

3.1 Komplexes Skalarprodukt

Definition: Ein (endlichdimensionaler) Vektorraum # iiber C heifit unitir
(oder endlichdimensionaler Hilbertraum), wenn V ¢, € H ein Skalarprodukt
(inneres Produkt) (¢ | 1) € H definiert ist mit den folgenden Eigenschaften:

(UL) (p|ertn +eaha) = cr{p | 1) + cafp| ), Vo, 12 €H, Vera€C
(U2) (o) = (¥]¢)
(U3) (¥[v) >0, @[¢)=0&¢9=0

Bemerkungen: (¢ | 1) ist sesquilinear, d.h. linear in der zweiten Variablen

35
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und antilinear in der ersten Variablen, da

(crpr +capa | ) = (Y] crpr + capr)”
= (| 1)+ (Y] pa)”
= c{p1| V) + i {pa| V).

Wir verwenden hier die in der physikalischen Literatur iiblichen Konventionen. In
der mathematischen Literatur ist das innere Produkt oft in der ersten Variablen
linear und in der zweiten antilinear. Weiters findet man dort haufig die Schreib-
weise Z statt z* fiir die zur komplexen Zahl z = a +ib (a,b € R) konjugiert
komplexe Zahl z* = a — ib.

Beispiele fiir unitéire Vektorrdume:

1. U™ = C" mit dem Skalarprodukt
(@l y) = Ty
k=1

2. Der Vektorraum, der auf [a,b] C R definierten komplexen Polynome vom
Grad < n,

mit dem inneren Produkt

b
wl0)= [dop)e(o)
3. Der Vektorraum der komplexwertigen Funktionen der Form

N

Y(x) = Z cpe?™mT o e C,

n=—N
auf dem Intervall [0, 1] mit dem Skalarprodukt

1

(ol ) = / dz p(2)*(z).

0
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4. Der Vektorraum der komplexwertigen Funktionen der Form

—x2/2

p(x) =e " "p(z)

auf R, wobei p(x) ein Polynom vom Grad < n ist, mit dem Skalarprodukt

o0

o) = [deotrot)

—00
o0

= [drepla)ale),

—00

wobei ¥(z) = e " /2¢(x).

3.2 Norm

In einem unitdren Vektorraum #H definiert man die Norm |9 eines Elementes

1 € H durch
[0l = v {¥l).

Fiir das Skalarprodukt gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

(e[ V)] < llellle]l.

Beweis: Fiir ¢ = 0 oder 1» = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. Man
kann sich daher auf den Fall ¢ # 0 A ¢ # 0 beschrénken. Es sei € € C ([e| = 1)
so gewahlt, dass

eleld) =leld)l = elv)" = Kel ).

Y A N I WP (7 () M )
- - <H¢H Tl Tell ~ T lelllell Nl

el
2(1 o w”) = Ll < el

Eigenschaften der Norm:

Ll =0, [[¥=0<¢ =0
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2. lagl = falll¥ll YVaeC, V) eH

3. e+l < llell + [l

Beweis: Die ersten beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition
der Norm. Die dritte Eigenschaft (Dreiecksungleichung) ergibt sich aus der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

lo +9l* = {0+ vle+v) = (ele) + (¥l¥) + 2Re(ol¥)
< el + 191 + 2llelllwll = (el + llw1)*.

Definition: Ein Vektor ¢ heifit normiert oder Einheitsvektor, wenn ||[¢|| = 1
ist. Zwei Vektoren ¢, 1 heilen orthogonal, wenn (p|¢) = 0 ist.

Beispiel: Wir betrachten in dem Vektorraum der komplexen Polynome vom Grad
< n auf [0, 1] mit dem inneren Produkt

1
W) = [ dep(eya(o)
0
die Elemente po(z) = 1, pi(z) = = und py(z) = 22 py, V3p1 und /5p, sind
Einheitsvektoren, py und p; sind nicht orthogonal, jedoch sind py, und py — 2p;
orthogonal.

In einem unitdren Vektorraum gilt die sogenannte Polarisierungsidentitit:

4

1
Wle) =7 > il + il

k=1

3.3 Adjungierte Abbildung

Die Rolle der transponierten Matrix A7 wird im komplexen Fall durch die ad-
jungierte Matrix A" = (AT)* iibernommen. Die Operation A € L(U",U™) —
At € L(U™,U™) besitzt die folgende Eigenschaften:

(ClAl + C2A2)T = CTAJ{ + C;A;, C1,2 e C
(AB)' = BTAT, AT =A

Fasst man im Raum U" ein Element

X



3.3. ADJUNGIERTE ABBILDUNG 39

als n x 1-Matrix auf, dann ist

ot = (at, ... 1)

rrn
und das Skalarprodukt kann in Matrixnotation

(z|y) =Ty

geschrieben werden. Die Abbildung z 2" stellt eine , Identifizierung® des U™

mit seinem Dualraum U" dar, allerdings ist diese ,,Identifizierung“ nicht linear:

(c121 + como)t = izl + el

Das Konzept der adjungierten Abbildung kann nun leicht auf den allgemeinen Fall
eines beliebigen unitédren Raumes H erweitert werden. Da wir ein Skalarprodukt
zur Verfiigung haben, konnen wir H mit seinem Dualraum H auf kanonische
Weise ,,identifizieren® . Dazu ordnen wir jedem ¢ € H das Funktional ¢ € H zu,
welches durch

W= (ply) YyeH
definiert ist. Diese Abbildung fiihrt linear unabhéngige Vektoren wieder in linear
unabhéngige Vektoren iiber und ist injektiv. Da die Dimension von H mit der

seines Dualraums iibereinstimmt, ist sie auch surjektiv. Die inverse Abbildung
bezeichnen wir ebenfalls mit T, sodass o™ = ¢ gilt.

Seien U und V unitéire Vektorrdume und A : U — V eine lineare Abbildung. Die
zu A adjungierte Abbildung A" : V — U ist durch

(Afo| )y = (p| AY)y Vel ,VoeV
definiert. Diese Definition ist dquivalent mit
Alp = (pTA)f Voel.

Die so definierte Abbildung ist wohldefiniert und linear, da

4)’

Al(cip1 + caip) = ((01901 + o)t
= ((01S01 2@2)14)

(

T

= Cl(‘PIA) + ca(ps )

= ClAT(pl + CQA ©Y1,2 S V, C1,2 € C.

Eigenschaften der adjungierten Abbildung:
L (A 4+ eA) =cAl + Al ¢, e, A, e LU, Y).
2. ATt =A  AeLU,V).
3. (BA)T = A'B, A€ LU,V), Be LV,W).
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3.4 Orthonormalbasis

Beziiglich einer ONB {¢, ..., ¢,} eines n-dimensionalen unitéren Vektorraumes
‘H lésst sich jedes ¢ € ‘H in der Form

Y= Z PrCk
k=1
schreiben, wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢, € C eindeutig durch

o = (pr | V) = ol

gegeben sind. Das heif3t, dass
V=) ool Vi EH,
k=1
und man erhélt somit die Vollstindigkeitsrelation fiir den Fall eines unitéren

Vektorraumes: .
> erel =1.
k=1

Das bedeutet, dass eine Menge von n Vektoren {y1,...,p,} in einem n-
dimensionalen unitdren Vektorraum H genau dann eine ONB von H ist, falls
die Bedingungen

(rl @) =0, Y orph=1
K=1

erfiillt sind.

Beispiel: Verifizieren Sie die oben angegebenen Eigenschaften fiir die folgende

ONB von U2 - -
#() #0)

Bemerkung: Die Funktionen e, (z) = ™" (—=N < n < N) bilden eine ONB des
im Abschnitt 3.1 in Beispiel 3 angegebenen unitiren Vektorraumes. Aus diesem
Grund lassen sich die Entwicklungskoeffizienten ¢, in der Form

1

o= {en| 0} = [dre o (a)

0
schreiben. Im (formalen) Limes N — oo erhélt man die Fourierreihe

?/1(90) _ chem‘m.

neZ
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Das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren ist eine Methode,

ausgehend von einer beliebigen Basis {x1, ..., x»} eines unitiren Vektorraumes,
eine ONB (ein VONS) {¢1, ..., ¢, } zu konstruieren.
X1
Y1 =
Xl

X2 = p1{p1lxe) + x2 — e1{pilx2)

ller Le1

X2 — <P1<<P1|X2>

= (P9 =
X2 — @1 (e1lx2) |l
xs=  pi{eilxa) Fealealxs) 4+ xs — wi{eilxs) — ealpalxs)
Lo1,p02

liegt in dem von 1, @2

aufgespannten linearen Teilraum

SO € p1{p1]xs) — pa(palxs)
Ixs — @1(e1lxs) — e2(e2lxs)ll
usw. — VONS {¢1,..., ¢}

Bemerkung: Aus diesem Resultat folgt auch unmittelbar, dass ein VONS stets
existiert.

Ein beliebiger n-dimensionaler unitdrer Vektorraum H unterscheidet sich in
gewisser Weise nicht von einem U”. W&hlt man nédmlich in H eine ONB
{¢1,...,n}, so lasst sich jedes ¢ € H eindeutig in der Form

Y= orer, = (pelt)
k=1

schreiben. Der Vektor ¢ € H ist also (bei vorgegebener ONB) eindeutig durch
die n Zahlen

(&1
eU"
CTZ
bestimmt. Diese Zuordnung
1
VY EH & : eU"
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respektiert sowohl die Vektoraddition, die Multiplikation mit Skalaren als auch
die Bildung des Skalarprodukts. Man sagt auch, dass jeder n-dimensionale unitére
Vektorraum isomorph zu U™ ist.

Die Matrixdarstellung (Ay) einer linearen Abbildung A € L(H) hat
beziiglich einer ONB {¢1, ..., ®,} eine besonders einfache Form. Bildet man
namlich das Skalaprodukt von ¢, mit dem Ausdruck

Ap = Z ©iAjt,
j=1

so erhalt man
n

(el Apr) = (x| Z%‘Aﬂ) = ZAjl (orlpi) = Ap.
st ——

—
J 5kj

Das heifit, man bildet einfach ein ,Sandwich®“ des Operators A zwischen den
Vektoren ¢, und ¢; um das Matrixelement A;; zu erhalten:
A = (x| Apr) = ol Ag.

Fiir die Matrixelemente des zu A € L(H) adjungierten Operators AT € L(H)
erhélt man daher beziiglich einer ONB

(AN = (o | Algr) = (Apr | 1) = (01| Apr)™ = Aj,.
Das heifit, die Zeilen werden mit den Spalten vertauscht und die Matrixelemente

werden komplex konjugiert.

Bemerkung: In der Physik wird oft die sogenannte Diracschreibweise verwen-
det. Statt 1) € H schreibt man dann |¢)) € H (ket-Vektor) und fiir ein Element
des Dualraums 1! € # verwendet man die Notation (14| (bra-Vektor). Die etwas
seltsame Sprechweise kommt von dem englischen Wort bracket = Klammer =
(|)- In der Diracschreibweise schreibt man z.B. die Vollstédndigkeitsrelation als

>l (oil =1,
k=1
oder oft in der Form

> k) E =1,

wobei |k) kurz fiir den Vektor [py) der gewéhlten ONB steht. Einige weitere
Beispiele mit ,,Ubersetzung:

o) (] = oy
k)1 = |on) (il = erep]
(k|l) = (prler) = oL
(kIAIT) = (on |Al o) = (pr| Avr) = An
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3.5 Projektionsoperatoren

Sei M ein Teilraum eines unitdren Vektorraumes H. Dann bezeichnen wir mit
M+ das orthogonale Komplement von M, welches aus allen Elementen v €
H mit {p|y) =0 Vi € M besteht. Dann ist M+ wieder ein Teilraum von H
und M N M+ = {0}, denn

Yo € MY = (p| a4 cabe) = cr{p| ) + calp| ¥2) =

= 01¢1+02¢2€Ml7

peMNM- = @] yY) =0 = =0
~—

EM  emt

Mit dem Skalarprodukt von H ist M selbst ein unitdrer Raum. Daher besitzt M
eine ONB {¢1, ... ¢, }. Fiir jeden Vektor ¢ € H sei

m

b= erlen| ) = Z ik

k=1

Dann ist ¥, € M und ¥ — ¥y € M=, weil
(or|y—vm) = <90k|¢>—<80k|¢/v1>
= (x| ) — <90k‘2901¢1‘¢

m

= (x| ) =D (el ¥) (pe | @)

=1
! Okl

= (por| ) — (i) =0 Vk=1,...,m

= Y = Yy + (Y — Ypy) mit Yy € M und ¥ — Yy = PYr € ML Diese
Darstellung ist eindeutig, weil M N M+ = {0} ist, dh. H = M & M+ und
dim M+ = dim H — dim M. Weiters ist M*+ = M fiir jeden Teilraum M. Man
bezeichnet 1, als die orthogonale Projektion von ¢ auf den Teilraum M.

Aus der Gleichung
M= ol
k=1

sieht man, dass der Operator

= onel =Y len){enl € L(H)  (m < dimH)
k=1

k=1

die Projektion ¢ — 1, auf den m-dimensionalen Teilraum M bewerkstelligt,
wobei Py M=+ = 0. Py heifit daher (orthogonaler) Projektionsoperator oder



44 KAPITEL 3. UNITARE VEKTORRAUME

(orthogonaler) Projektor auf M. Py ist natiirlich von der Wahl der ONB
{¢1,...,m} in M unabhingig.

Eigenschaften von Py:

1. P}, = Py (idempotent) wegen Pyt) = Yaq, Puutha = .
Anderer Beweis:

m

Py=> ool vl = wroloiel = el = Pu
k=1 =1 k=1 pe =1

2. Pj\,l = P (einen Operator mit dieser Eigenschaft nennt man hermitesch
oder selbstadjungiert).

m T m m
Pl = (Z @k@L) = Z (SOM;TC)T = ZSOE%TC = Z@k%ﬁ = P

m
k=1 k=1 k=1 k=1

Umgekehrt definiert jeder Operator P € L(H), der die Eigenschaften P? = P
und P' = P erfiillt, durch sein Bild M = P#H einen linearen Teilraum, wobei
PM* =0, da

<X|P¢>=<PTXW>=(£;</W>=0 VyeM:, VyeH
emMm

wobei P = P verwendet wurde.
Bemerkung: Py =1— Py, PuPyr =0.

Pu besitzt die Eigenwerte 0 (falls dimM < dimH = n) und 1, da Pyp =
o, Vo€ Mund Pyyp = 0 V¢ € M+ und H = M @& M*. Man kann
die ONB {¢1,...,m} von M (die aus n linear unabhéngigen Eigenvektoren
von Py zum Eigenwert 1 besteht) durch die Hinzunahme einer beliebigen ONB
{Omits- -5 ¢n} von M+ (die aus n — m linear unabhingigen Eigenvektoren von
Py zum Eigenwert 0 besteht) zu einem VONS {@1,. .., 0m, @mi1, -, ©n} des
ganzen Raumes H = M & Mt erganzen.

3.6 Hermitesche Operatoren

Definition: Ein Operator A € L(H) (H ist ein unitérer Vektorraum) heifit her-
mitesch oder selbstadjungiert, wenn Af = A ist.
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Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell: Sei v € H ein Eigenvek-
tror von A mit Eigenwert a (A = ap). Dann ist

(V] AY) = (¥ ] ay) = a(p | ).

Andererseits ist wegen AT = A

(W] Ap) = (AT | ) = (Ap | ¥) = (ay | ¥) = a* (Y] ¥),

und somit

(a—a"){¥[1) = 0.
Da 1) als Eigenvektor nicht der Nullvektor sein kann, ist auch (¢ | ¥) # 0, woraus
a=a* € R folgt.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht, das heifit ein Operator, der nur reelle
Eigenwerte besitzt, ist nicht notwendigerweise hermitesch. Gegenbeispiel im U?:

(- (1)

jedoch hat A den (einfach entarteten) Eigenwert 1.

Beispiele fiir hermitesche Operatoren:

1. Die allgemeine Form einer hermiteschen Matrix im U? ist

B a c+id
A_(c—z'd b ), a,b,c,d e R.

Uberzeugen Sie sich, dass die Eigenwerte von A tatséchlich reell sind.

2. Mit den orthogonalen Projektoren (P? = P, PT = P) haben wir bereits
Spezialfille von hermiteschen Operatoren kennengelernt. Man kann auch
sagen, dass die Projektionsoperatoren genau jene hermiteschen Elemente
aus L(H) sind, deren Eigenwerte 0 oder 1 sind.

3. In einem unitdren Vektorraum H mogen die Vektoren {p1,...,¢,} ein
VONS von H bilden. Dann ist

n

A=Y aorel = arloel, ar€R
k=1 k=1

ein hermitescher Operator. Die reellen Zahlen a;, (k = 1,...,n) sind Eigen-
werte von A und die ONB {¢1,..., ¢, } besteht aus Eigenvektoren von A.
Wir werden spéter sehen, dass sich jeder hermitesche Operator in der oben
angegebenen Form (Spektraldarstellung) schreiben lésst.
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3.7 Unitiare Operatoren

Definition: Ein Operator U € L(H) (H ein unitérer Vektorraum) heifit unitér,
falls U invertierbar ist mit U~! = UT (d.h. UTU = UU' = 1).

Satz: Sei U € L(H) (H ein unitidrer Vektorraum). Dann sind die folgenden
Aussagen édquivalent:

1. U ist unitar.

2. Up|Uy) =(plv) Ve, eH.

3 MU =¥l V¢ eH.

4. U bildet jede ONB von ‘H wieder auf eine ONB von H ab.

Bei dem Beweis dieses Satzes bereitet nur die Implikation 3 = 2 etwas Miihe.

Nehmen wir an, dass ||[Uv| = ||¢|| V¢ € H erfiillt ist, so folgt unter Verwendung
der Polarisierungsidentitit, dass

4
1 : ,
(U |Ug) = 7> U+ Ty’
k=1
1 4
= 12 MU+ )
k=1

4

= 13 Hle+ it
k=1

= W)

Sind Uy, Uy € L(H) zwei unitdre Operatoren, dann ist auch das Produkt U;Us
ein unitirer Operator, da

()™ = U307 = UJU] = (Uh )
Die Eigenwerte eines unitédren Operators haben den Betrag eins, da
Up=up (Wp#0,uecC) =
(W) = (Uy|UY) = (ub|up) = [u]’ W[¥) = Jul=1

——
#0

= wu=¢e% ack.

Das heifit, das Spektrum (die Menge der Eigenwerte) eines unitdren Operators
ist eine Teilmenge des Einheitskreises in der komplexen Zahlenebene.

Beispiele von unitidren Abbildungen:
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1. Sei U eine unitire Matrix auf U”. Dann wird die Standardbasis {ej,...,e,}
(VONS von U") in ein anderes VONS von U™ {Uey, ..., Uen} = {f1,..., fu}
iibergefiihrt. Wegen > 7_, fx fk 1 kann man schrelben

U= U]I—UZekek ZUekek—kaek (fiseoos o),
k=1 k=1 fk
d.h. die Spalten einer unitdren Matrix bilden ein VONS.

2. Die allgemeine Form einer unitiren 2 x 2 Matrix ist daher:

Uz(Z _al: )eio‘, a,be C, la® +|b*=1,acR.

3. Die Vektoren {¢1,...,p,} mogen ein VONS eines unitdren Vektorraums
bilden. Dann ist

U= ool => ¢ lop)prl, ax€R,
= k=1

ein unitirer Operator. Die komplexe Zahl e’ ist ein Eigenwert von U mit
dazugehorigem Eigenvektor . Wieder kann man zeigen, dass sich jeder
unitire Operator in der obigen Form schreiben lésst.

3.8 Normale Operatoren

Definition: Ein Operator A € L(#) (H ein unitérer Vektorraum) heiit normal,
falls AAT = ATA, d.h. [A, AT] = 0.

Beispiele fiir normale Operatoren:

1. Hermitesche und unitidre Operatoren sind normal.

2. Sei {¢1,...,¢n} ein VONS eines unitaren Vektorraumes H. Dann ist

A=Y avprpl = ) arlon)(prl, areC
k=1

k=1

ein normaler Operator. Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dass
sich jeder normale Operator in dieser Form schreiben lésst. Das ist die
Aussage des Spektralsatzes fiir normale Operatoren. Dieser behauptet
namlich, dass die normalen Operatoren genau diejenigen sind, die eine ONB
von Eigenvektoren besitzen.
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Bemerkungen:

1. Im Raum U? ist die Matrix

11
=00 1)
nicht normal (AA" # ATA). Diese Matrix hat nur einen Eigenvektor!

2. Fiir jedes A € L(H) sind ATA und AAT hermitesch.
3. Fiir jedes A € L(H) sind

1 1
A = ) (A+AT) und A, = % (A—AT)
7
hermitesche Operatoren und es gilt
A=A +iA,

Der Operator A ist genau dann normal, wenn [A;, Ay] = 0 gilt. Daraus
ergibt sich, dass man normale Operatoren in gewisser Hinsicht als Verall-
gemeinerung der komplexen Zahlen interpretieren kann, wobei die hermite-
schen Operatoren den reellen Zahlen entsprechen. Die unitdren Operatoren
(UTU = UUT = 1) stellen das Analogon zu einer komplexen Zahl z mit
z*z =1, d.h. |z| =1, dar.

3.9 Spektralsatz fiir normale Operatoren

Normale Operatoren lassen sich dadurch charakterisieren, dass sie ein vollstindi-
ges Orthonormalsystem von FEigenvektoren besitzen. Die Spektraldarstellung nor-
maler Operatoren ist eine unmittelbare Folgerung aus dieser Figenschaft. Diese
wird in den verschiedensten physikalischen Anwendungen benotigt.

Spektralsatz fiir normale Operatoren: Jeder normale Operator in einem
unitdren Vektorraum besitzt ein vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenvek-
toren.

Beweis: Sei A € L(H) ein normaler Operator ([4,AT] = 0) in einem n-
dimensionalen unitiaren Vektorraum H. Dann besitzt das charakteristische Po-
lynom von A,

pala) = det(al — A),

mindestens eine Nullstelle a; € C. Die Eigenwertgleichung

Ap =ayp



3.9. SPEKTRALSATZ FUR NORMALE OPERATOREN 49

besitzt daher eine nichttriviale Losung ¢ # 0, wobei man (p;|p1) = 1 wéhlen
kann. Da A normal ist, ist ¢; auch Eigenvektor des adjungierten Operators Af
zum Eigenwert aj:

Aty = alyy.

Das kann man folgendermaflen sehen:

0 = ((A—a)ei| (A—a)pr)
= (1] (A—a)(A—ar)pr)
= (1] (A=a)(A—a)ler)

<(A - al)*% | (A— al)T901>
(AT —a})er | (AT = a})egr)
= Alpr =ajp

Man betrachtet nun den (n-1)-dimensionalen Teilraum

N =[p]" = {v € H| (p|y) = 0}.

Die Anwendung von A bzw. A" auf Elemente von A fiihrt aus diesem Teilraum
nicht heraus, denn fiir ¢» € N gilt

(p1] Ap) = (AT | ) = (afer | ) = ar{p1] ¥) = 0
und
(1] AW’) = (Ap1 | ¥) = (a1 | ) = aj{p1 | ¥) = 0.

Man kann daher A als Operator auf A auffassen, der natiirlich auch normal
ist. Man wiederholt nun das Verfahren von vorhin und erhélt ein ¢ € N (d.h.

(2]1) = 0), [l@2]] = 1, mit Apy = azps.

Die weitere Fortsetzung dieser Prozedur liefert nach insgesamt n Schritten ein
VONS {¢1,...,p,} von Eigenvektoren von A: Apy = arpg.

Zur Spektraldarstellung eines normalen Operators,

n

A= Zak%%t = Z ar |ox) (pr!
k=1

k=1

gelangt man nun einfach durch die Verwendung der Vollstindigkeitsrelation fiir
die ONB {p1,...,¢n}:

A=Al = AZ PRl = Z Apipl, = Z Ak prp)
k=1 k=1 k=1
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Bemerkung: Sei A € L(U") eine normale n x n-Matrix. Dann gibt es ein VONS
{f1,..., fu} von Eigenvektoren von A:

fi=0u D> Rf=1, Afi=afs
k=1

n ay 1
A=Y franfl = (fr- ) f) :
k=1 U a, fi
n

N~ ~~ o "\ /
A Ut

Die Matrizen

und
Ut = Z ekf];r = :
l

sind unitir (UUT = UTU = 1). Der Spektralsatz besagt also, dass man jede
normale n x n-Matrix in der Form

A=UAU?

schreiben kann, wobei U unitér ist und A die aus den Eigenwerten ay,...,a,
gebildete Diagonalmatrix A = diag(a4, ..., a,) ist. Multipliziert man die obige
Gleichung von links mit UT und von rechts mit U, so erhilt man

UtAU = A

d.h. eine n x n-Matrix ldsst sich genau dann durch eine unitdre Transformati-
on auf Diagonalgestalt bringen, wenn sie normal ist. An dieser Stelle sei an den
allgemeinen Fall einer diagonalisierbaren n x n-Matrix erinnert, bei der eine Ba-
sis {f1,.-., fn} von Eigenvektoren Af, = ayf; existiert. Bildet man die Matrix
S = (f1,... fa), so ist STTAS = A = diag(ay, ..., a,) die gewiinschte Diagona-
lisierung. In unserem Fall einer normalen Matrix haben wir also den Spezialfall,
dass die Eigenvektoren eine ONB bilden und S daher unitér ist (S—! = ST).

Kochrezept fiir das Diagonalisieren einer normalen n x n-Matrix A (d.h. einer
Matrix mit [A, AT] = 0):

1. Man berechne das charakteristische Polynom von A:

pa(a) = det(al — A)
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2. Man berechne die Eigenwerte von A, indem man die Nullstellen des cha-
rakteritischen Polynoms bestimmt. Es kann natiirlich vorkommen, dass
manche der Eigenwerte entartet sind.

3. Man ermittle die dazugehérigen Eigenvektoren f;, aus der Eigenwert-
gleichung

Afy = arfr

und normiere sie (|| fx|| = 1). Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
(a, # a;) sind automatisch orthogonal, denn

T
fAf=aflfi = (ATf)' fi = arflfi
= (m—a)fli=0 = [fli=0
———
#0
Ist ein Eigenwert d-fach entartet, so gibt es d linear unabhéngige Eigen-
vektoren (d.h. der Eigenraum dieses Eigenwertes ist d-dimensional). Diese

Eigenvektoren kénnen aber stets orthonormal gewihlt werden. Auf diese

Weise erhalt man ein VONS {f,..., f,} von U™

4. Man bilde die unitdre Matrix U = (f1,..., f,) mit den Eigenvektoren als
Spalten = UTAU = A = diag(ay, ..., a,).

Beispiele:

1. Die Matrix
60 —sinf
o ( cos sin
sinf  cos#@
ist in U? unitér, ihre Eigenwerte sind e, die dazugehorigen normierten
Eigenvektoren sind

_ ! 1 : +i0
fi = 7 ( i ) (zum Eigenwert e™),
fro= — (1) (zam Bigenwert )
VAR zum Eigenwert e™*).

somit ist
1 1 1
und

U'RU = diag (¢",¢7") .
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2. Die 3 x 3-Matrix
A=\ -2 1 1
1 1 =2
ist hermitesch, die Eigenwerte miissen daher reell sein. Fiir das charakteri-
stische Polynom erhilt man pa(a) = a(a® — 9) und somit die Eigenwerte

ay = 0, ag = 3, as = —3.

Die Eigenwertgleichungen Af; = 0, Afs = 3fs, Afs = —3f3 ergeben die
(normierten) Losungen

1! 1 L 1 !

1= —F#—= 1 5 2 = —~= —1 5 —_ — = 1 y

Man iiberpriift leicht, dass {fi, f2, f3} tatsiichlich eine ONB von U? ist.
Ebenso kann man als Probe die Spektraldarstellung

3
A= afifl =3 (fsz - f3f§)
k=1

,iberpriifen“. Fiir die unitdre Matrix U = (f1, fo, f3), welche die Diagona-
lisierung von A in der Form UTAU = diag(0, 3, —3) bewerkstelligt, erhilt

man daher ) ) )
(T A

"l 7 A

a0 %

Bemerkung: Wir haben die Spektraldarstellung eines normalen Operators A
in einem n-dimensionalen unitiren Raum so formuliert, dass wir A als Linear-

kombination von eindimensionalen Projektionsoperatoren |¢y) (¢x| geschrieben
haben,

A= "arler) (k|-
k=1

Wenn es entartete Eigenwerte gibt, dann sind einige der a; gleich und es ist
moglich die entsprechenden Terme zusammenzufassen. Dazu édndern wir unsere
Notation etwas ab: {aq}., sei das Spektrum von A (d.h. a, # ag fir a # 3).
ai,...,a, bezeichnen also jetzt die m < n verschiedenen Eigenwerte von A
mit dazugehorigen Eigenrdumen M, (o = 1,...,m), die paarweise aufeinander
orthogonal stehen:

Mo LMy fir a#8, H=M®& - &My
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Durch eine geeignete Umbenennung der Vektoren der ONB {|p1), ..., |p,)} in
{| o, 7)} a=1,...m, r=1,...d,=dimM,

kann man die Projektoren auf die Eigenrdume M, (o =1,...,m) in der Form
da
Py, = Z\ a,r){a, |
r=1

schreiben. Die Tatsache, dass die Py, orthogonale Projektionsoperatoren auf die
paarweise orthogonal stehenden Teilrdume My, ..., M,, sind, driickt sich durch
die Relationen

PMQPMB = aﬁpMcx7 P/t/la = PMa

aus. Zusammen mit der Vollsténdigkeitsrelation

S
a=1

gelangen wir schliefSlich zur gewiinschten alternativen Formulierung der Spekt-
raldarstellung von A:

A= iaaPMa.
a=1

3.10 Gleichzeitige Diagonalisierbarkeit

Das folgende Kriterium fir die gleichzeitige Diagonalisierbarkeit normaler Ope-
ratoren wird vor allem in der Quantenmechanik oft bendtigt.

Satz: A, B € L(H) seien normale Operatoren, die miteinander vertauschen
([A, B] = 0). Dann gibt es eine gemeinsame ONB von Eigenvektoren fiir beide
Operatoren.

Beweis: Seien a, (o = 1,...m) die verschiedenen Eigenwerte von A und M,
die entsprechenden Eigenrdume. v € M, = By € M,, denn

AB = BAY = Bagt) = ag By
= B|um, ist ein normaler Operator auf M, = 3 ONB von M,, {|a, 1),... |, dn)}
von Eigenvektoren von B. Auflerdem ist natiirlich A|a, r) = as|a, 7).

Die Vektoren |a,7) (¢ =1,...m,r=1,...,d, = dim M,) bilden ein VONS von
‘H, das aus Eigenvektoren von A und B gebildet wird.
Bemerkung: Fiir normale n x n-Matrizen A, B mit [A, B] = 0 bedeutet das:

3 unitdre Matrix U, sodass UTAU und U'BU Diagonalmatrizen sind. (A und B
sind gleichzeitig diagonalisierbar.)
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3.11 Funktionen normaler Operatoren

Funktionen von linearen Operatoren treten etwa bei der Behandlung von Syste-
men linearer Differentialgleichungen, der Beschreibung von Symmetrietransfor-
mationen und der Zeitentwicklung in der Quantenmechanik auf. Die Berechnung
der Funktion eines normalen Operators ist erstaunlich einfach. Sie kann auf die
Bestimmung der Funktionswerte auf dem Spektrum des Operators zuriickgefiihrt
werden.

Um dies zu sehen, gehen wir von der Spektraldarstellung eines normalen Opera-
tors A in der Form

A= Z arprel
=1

aus. Multipliziert man diesen Ausdruck mit sich selbst (was einer nochmaligen
Anwendung der Abbildung A entspricht), so erhilt man

A2 = AA= Z akgokcpz, Z algolgolT = Z axa Py @L@z SOIT
k=1 =1 kel=1 o

= Y aione)
k=1
bzw. fiir beliebiges m € N,
m-mal =

Ebenso erhélt man fiir ein Polynom von A den Ausdruck

pA) =T e =3 (z ) ot = 3 plan)rl

m k=1 m k=1

Fiir eine beliebige komplexwertige Funktion f, die auf dem Spektrum des nor-
malen Operators A € L(H) (das ist die Menge der Eigenwerte von A) definiert
ist, kann man f(A) € L(#) daher durch

FIA) =" fla)pwel
k=1

definieren, wobei f(A) natiirlich wieder ein normaler Operator ist.
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Beispiele:

1. Sei A € L(U") eine normale n xn-Matrix. A = UAU', A = diag(ay, . . ., an),
U witir = f(A) = Uf(A)UT, f(A) = diag(f(a1),..., f(an)).

. Sei U € L(H) ein unitdrer Operator. Seine Eigenwerte haben dann die
Gestalt € (o € R) und die Spektraldarstellung lautet

n
U= Z emk@sz _ eiA’

k=1

wobei A =S1_ apprpl = Al

Das heifit, jeder unitdre Operator kann in der Form
U=¢e4, A=A,
geschrieben werden.

. Die Funktion f(A) eines normalen Operators A in einem zweidimensio-
nalen unitdren Raum kann als Linearkombination des Einheitsoperators
und von A selbst geschrieben werden. Sind die zwei moglichen Eigenwerte
entartet, so ist A = al und daher f(A) = f(a)l, womit die Behauptung
offensichtlich erfiillt ist. Im Fall verschiedener Eigenwerte (a; # as) hat
man

A=aP+aP,, P+ P =1,

wobel
P, = g1}, Py = o}

die beiden eindimensionalen Projektoren auf die von den Eigenvektoren
1,2 aufgespannten Eigenrdume sind. Aus der Spektraldarstellung und der
Vollstéandigkeitsrelation kann man die beiden Projektionsoperatoren als Li-
nearkombinationen von 1 und A schreiben:

Ple_GQ’ P2:A_a1,
a; — Qa9 Gy —
Somit erhalt man
A—a A—a
f(A) = fla)Pr+ fla2) P> = f(a) 2+f(a2) -
ap — ap — Qo

_ flag)ay — f(al)a2]l n flar) — f(az)A.

ay — a2 ay — as
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4. In der Quantenmechanik treten bei der Beschreibung des Spin 1/2-Systems

die Paulischen Spinmatrizen

(01 (0 = (1 0
7=\ 1ro0) 27 i 0 ) P70 -1
auf. Sie sind in U? hermitesch mit Eigenwerten +1. Sie erfiillen die Ver-

tauschungsrelationen

3

[0k, 0n] = 2i Z €klmOm

m=1

und die Antivertauschungsrelationen

0,01 + o101, = 205, 1.

Bildet man die Linearkombination

3

k=1
mit einem Einheitsvektor
ny
3
ny | €R3 \/n}4+nd+nd=1,
nsg

so ist 77 - ¢ wieder hermitesch mit Eigenwerten +1. Bei der Beschreibung
der rdumlichen Drehung eines Spins um den Winkel o mit Drehachse 7,
tritt die Matrix

p—iaii-G/2
auf. Uberpriifen Sie, dass diese Matrix in der Form

—an-o 07 - - . «
e W""/Zzﬂcos§—m-crsm§

geschrieben werden kann. Hinweis: Wenden Sie die Formel von Beispiel 3
an.



Kapitel 4

Tensorprodukte von
Vektorraumen

Tensorprodukte und Tensoren sind Standardkonstruktionen der linearen Algebra.
In der Quantenmechanik bendtigt man sie zur Beschreibung von Zustandsrdumen
und Zustinden zusammengesetzter Systeme.

4.1 Tensorprodukte

VW VT seien r (i.A. verschiedene) Vektorrdume iiber einem Grundkorper
K (R oder C). Unter dem Tensorprodukt

VO . . . @p®

dieser Vektorrdume versteht man die Menge aller multilinearen Funktio-

nale B B
T:VD x . x V" 5 K

auf dem kartesischen Produkt der Dualrdume 17(1), e ,]7(7").

Definiert man in V) ® ... ® V) eine Addition und eine Multiplikation mit
Skalaren durch

(a1T1 + CLQTQ)(;J(l), e ,5(T)) = alTl@'(l), e ,,17(7“)) + ang(ﬁ(l), e ,’17(7")),
mo €K, Ti,eVV@. . .@vn, " ep®),

so bildet Y& @ ... ® V) seinerseits einen Vektorraum.

Das Tensorprodukt

We. .. @ evhg. . oy

57



o8 KAPITEL 4. TENSORPRODUKTE VON VEKTORRAUMEN

der Vektoren vV, ... o™ (v®) € V*)) wird durch
(D ®... 0o ED,. .. T0) = 5O (u®) .5 (o)

definiert.

Sind in den Vektorrdumen V) ... V(") Basissysteme
k
{eg)’_,., dlmv(k)} 1<k<r,
gegeben, dann bilden die Elemente
(Mo . @}, 1<i<dmV®, 1<k<r,

eine Basis von VM @ ... @ V). Somit gilt:
dim(VV @ ... @ V") =[] dim v®

Jedes Element von VM @ ... @ V) lisst sich daher in der Form
T = Z Ve, E:) T 4,

schreiben. T' bezeichnet man als Tensor r-ter Stufe mit Komponenten 7}, ;.
beziiglich der gewihlten Basis. Das Transformationsverhalten der Tensorkompo-
nenten bei einem Basiswechsel ist damit offensichtlich.

Sind r lineare Abbildungen
AR p®) 5 pk) - <<y
gegeben, dann definiert man die lineare Abbildung
AV @A YD g oYM 5 YyDg oY
durch
(A(l) XR...Q A(r)) (v(l) ®...Q U(T)) = (A(l)v(l)) ®...Q (A(T)U(T)).

Die Erweiterung auf beliebige Tensoren (d.h. solche, die sich nicht in Produktform
schreiben lassen) erfolgt durch die Linearitatsforderung.

Bemerkung: Fiir die hier durchgefiihrten Konstruktionen miissen die Vek-
torrdume V..., V) nicht mit Skalarprodukten versehen sein.



4.2. TENSORPRODUKT VON ZUSTANDSRAUMEN 59

4.2 Tensorprodukt von Zustandsrdumen

Wird ein Teil A eines Quantensystems durch den Zustandsraum H®) und ein

Teil B durch den Zustandsraum ) beschrieben, dann ist das Tensorprodukt
HA & HB)

der geeignete Zustandsraum fiir das Gesamtsystem A U B. Wir wollen der Ein-
fachheit halber annehmen, dass H“) und H®) endlichdimensionale unitire
Vektorrdume mit Skalarprodukten

(G [EDY o oD, A € HA, (B o B) B € 7P
sind. Das Skalarprodukt in Y @ H®) wird durch
A B)|, (A B A)],(A B)|, (B
<‘P( ' ® )W( )@y )>H(A)®7-[(B) = <90( )W( )>7{<A> <‘P( )W’( )>H<B)

zusammen mit der Linearitatsforderung erklért.

Ist
{9017"'79071}7 Pa GH(A)
eine ONB von H® und

o) xa€ HY
eine ONB von H#), dann ist
{Pa®@Xa}, 1<a<n, 1<a<y
eine ONB von H4) @ HP). Ein Vektor ¥ € HA ® HP) besitzt dann beziiglich
dieser ONB die Darstellung

\Ijzzzwa@Xacaaa Ca,a:<¢a®Xa|ql> e C.

a=1 a=1

Besteht zwischen den beiden Teilen des Systems keine Wechselwirkung, dann
ist jener hermitesche Operator, welcher der Observablen ,, Gesamtenergie des Sy-
stems® entspricht von der Form

H=HY®1+10H?P

(Hamiltonoperator des Gesamtsystems ohne Wechselwirkung), wobei die hermi-
teschen Operatoren

HY = gOT ¢ @), gB = g®' ¢ (1B
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die Hamiltonoperatoren der Teilsysteme sind. Bei Vorhandensein einer Wechsel-
wirkung zwischen den beiden Teilsystemen hat man

H=HYo1+10H" +W,
wobei der Wechselwirkungsterm W = W' € L(HYW ® HP)) die Struktur

W= XV ey + XV ey, XM e LHW), vV e LKD)

besitzt.

Bemerkungen:

1L (XN @y®ht = xWT g y®BT XA ¢ (@), YB ¢ [(H®).

2. In der physikalischen Literatur findet man oft die Schreibweise |a, «) statt
Pa @ Xao- Statt XA @1 und 1 @ Y® schreibt man kurz X und V(B
wobei der Kommutator [X) Y ()] = 0 ist. Wegen (XW @1)(1oY®) =
X @ Y®) schreibt man dann einfach X YB) statt X4 @ Y5,



Kapitel 5

Verallgemeinerte Funktionen

Wegen ihrer grofien rechentechnischen Vorteile, werden in der theoretischen Phy-
sik hdufig verallgemeinerte Funktionen (Distributionen) verwendet. So sind etwa
viele im tblichen Sinn nicht differenzierbare Funktionen im Distributionssinn sehr
wohl differenzierbar. Man handelt sich auf diese Weise allerdings recht singuldre
Objekte ein. Prominentestes Beispiel ist die von P.A.M. Dirac in die physikali-
sche Literatur eingefiihrte Deltafunktion, die den AnstofS fir die Entwicklung der
mathematischen Theorie der verallgemeinerten Funktionen gab.

5.1 Motivation

Eine ruhende, im Ursprung befindliche Punktladung ¢ erzeugt das elektrische
Feld .
(@) =

R
das dazugehorige skalare Potential ist wegen E = —ﬁ(b durch

0@ =

7]

gegeben. Sowohl E(f) als auch ¢(&) sind auf R?’\{ﬁ } beliebig oft differenzierbar.
Da das elektrische Feld aber eine Losung der (elektrostatischen) Maxwellgleichun-
gen

V x E(@)=0, V-E(@) =4np(@)

vV Z € R? sein soll, benétigt man eine geeignete mathematische Beschreibung fiir
die Ladungsdichte einer Punktladung an der Stelle ¥ = 0. Man schreibt dafiir

p(Z) = q6® (2),
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wobei die Deltafunktion in drei Raumdimensionen, §®) (%), die folgenden Ei-
genschaften haben sollte:

oo firz=0

5O (7) = {0 fir 720 4 / B2 63 () () = (0)
]R3

fiir jede im Ursprung stetige Funktion ¢. Das skalare Potential geniigt der Pois-
songleichung
AP(T) = —4mp(T)

und so erhélt man im Fall der Punktladung (mit ¢ = 1) die Formel

1
A— = —4715® (7).
|Z]

Um die Diskussion zu vereinfachen, betrachten wir den Fall der Deltafunktion in
einer Raumdimension, welche

é(z) = {20 211: i i 8 und /daz d(z)p(z) = ¢(0)

fiir jede am Nullpunkt stetige Funktion ¢ erfiillen sollte. Es ist klar, dass es
keine Funktion 6 : R — R mit diesen Eigenschaften geben kann. Man kann der
Deltafunktion aber im Rahmen der Theorie der verallgemeinerten Funktionen
(oder Distributionen) einen mathematisch wohldefinierten Sinn geben.

5.2 Testfunktionen

Zunéchst wahlt man einen Funktionenraum D so genannter Testfunktionen.
Das sind Funktionen mit besonders ,;schénen* Eigenschaften. Eine mégliche Wahl
ist der Raum aller komplexwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf
R, mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass es zu jeder dieser Funktionen ¢ ein
kompaktes Intervall [a,b] C R gibt mit p(z) =0V & [a, b]. Es handelt sich bei
der hier gewihlten Menge von Testfuntionen also um den Raum aller unendlich
oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger.

Auf D kann man einen Konvergenzbegriff einfiihren:

Definition: Eine Folge von Testfunktionen ¢, € D konvergiert in D gegen die
Testfunktion ¢ € D, wenn ein vom Index n unabhingiges kompaktes Intervall
[a,b] C R existiert mit ¢,(x) =0 Vz & [a,b] und

e®) 5 o YE=0,1,...

n—o0
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im Sinne der gleichméfigen Konvergenz. Das heifit, dass

Ve>0,Vk>0 3INy(e): Vn>Ny: suple®(z) — ¥ ()| <e.
zeR

5.3 Distributionen

Definition: Unter einer Distribution oder verallgemeinerten Funktion ver-
steht man ein stetiges lineares Funktional auf D, das ist eine Abbildung [ : D — C
mit den folgenden Eigenschaften:

L. l(crpr+copa) = crl(pr) +eal(pa), Y1, w2 € D, Ve, o € C (Linearitét)
2. o, > pinD = l(p,) — l(p) (Stetigkeit)

Bemerkung: Statt [(¢) schreibt man oft auch (I]p).

Beispiele fiir Distributionen:

1. Sei g : R — C eine stetige Funktion. Dann wird durch
+o0
v — (glp) = /dxg(x)so(fc), peD
eine verallgemeinerte Funktion definiert.

Ublicherweise beschreibt man eine stetige Funktion ¢ : R — C durch die
Angabe ihrer Funktionswerte fiir alle z € R. Dieselbe Information ist aber
auch in dem linearen Funktional (g|...) enthalten, denn um den Funktions-
wert von g an der Stelle zy zu rekonstruieren, muss man ja nur eine Folge
(n) von Testfunktionen mit

“+o0o

/ dz pp(z) =1
wéahlen, die fiir n — oo immer mehr um den Punkt xy konzentriert ist
= (9len) —2 glwo).

2. Allgemein bezeichnet man eine Distribution, die man in der Form
+o0o
o= (flo)= [ dof@ela), we D,

mit einer geeigneten Funktion f : R — R, schreiben kann als regulére
Distribution.
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3. Die -Distribution (,,Deltafunktion®) ist durch

¢ = (0lp) =¢(0), 9D
definiert. Obwohl sie keine reguldre Distribution ist, schreibt man trotzdem

symbolisch:
+00

0l0) = [ drs(@yeta)

—00

5.4 Differentiation von Distributionen

Sei g : R — C eine einmal stetig differenzierbare Funktion. Dann ist
+oo

Wlo) = [deg@ota)
eine regulidre Distribution, die man mit Hilfe partieller Integration so umformen
kann:

(g'le) = /dwg’(ﬂf)w(ﬂc) = g(@)p()] "~ /dwg(ﬂf)w'(x) = —(gl¢").

Analog erhélt man fiir eine k-mal stetige differenzierbare Funktion g die Formel
(9™19) = (=1)"(gle™).

Fiir eine beliebige Distribution definiert man nun einfach

(1Wp) = (=1)* (1™,
d.h. Distributionen sind beliebig oft differenzierbar!

Beispiel: Die Heavisidesche Stufenfunktion

fii
0(z) = 0 firx<O
1 firx>1

ist im klassischen Sinn an der Stelle £ = 0 nicht differenzierbar. Fasst man die
f-Funktion aber als Distribution auf, so erhélt man
—+o00 —+o00

6l) = [ dedayele) = [doila)

—00 0
+oo

ww>:—wm=—/m¢m=wm=ww

0
d.h. ¢ =6, bzw. 0'(z) = i(x).
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5.5 Rechnen mit Distributionen

Man kann Distributionen zwar i.A. nicht miteinander multiplizieren (der Aus-
druck 6(x)d(x) ist nicht sinnvoll), aber man kann Distributionen mit oco-oft dif-
ferenzierbaren Funktionen multiplizieren.

Definition: Sei g € C*°(R) und sei [ eine beliebige Distribution. Dann ist die

Distribution gl durch
= (glle) = (I |\9/), peD

definiert.
Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Produktregel (gl)’ = ¢'l + gl’ erfiillt ist.
Fiir eine reguldre Distribution g(x) ist g(az +b) (a # 0, b € R) durch

+oo

(9(az +b)|p(x)) = / dz g(az + b)p(z)

—00

definiert. Mit Hilfe der Variablentransformation y = ax+b erhélt man die Formel

o))

Nach dem iiblichen Rezept definiert man nun fiir eine beliebige Distribution I:

() a0

(g(az + )|ol(a)) = (g<x>

(l(az +b)|p(z)) = (l(m)

Beispiele:
1. An die Stelle xy verschobene Deltafunktion:

(6(x — @o)| (@) = (3(2)] (@ + w0)) = (o),
d.h,
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Bemerkung: Fiir eine oo-oft differenzierbare Funktion f : R — R, die R ein-
eindeutig auf R abbildet mit f'(x) # 0V = € R, kann man in analoger Weise
[(f(x)) definieren. Man kann dann fiir [ = ¢ z.B. zeigen, dass

1

oz — xp),

wobei f(zg) = 0.

5.6 Deltafolgen

Die Deltafunktion kann man als Limes von reguldren Distributionen erhalten.

Satz: Es sei f: R — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

+00 +oo

/d:v |f(x)| < oo (absolut integrierbar) und /d:v f(z)=1.
Dann gilt:

. .1 ./
fim MO) =0 e i (2) = o)
d.h.
1 T e

. X .

ggedg%m)4ﬁ/wggmw—wm¢«u
Beispiele:

1. f(z) = c[_%7+%](x) = O(z) = %c[,%,Jr%](:p) ? d(x), wobei cpap(x) die

charakteristische Funktion des Intervalls [a, ] ist.

+o0
2. f(x) =t £ [ i = zarctanz|[TX =1 = 2
—00

a2 — §(z).

x2 j—eQ £l0
3 1) = e = 0le) = e ().

4. Eine wichtige Deltafolge ist
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Die Berechnung des Integrals fithrt auf die Deltafolge des 2. Beispiels. Es

gilt also
+00

liﬂ)l dk e*®e=elkl = 276 (),

—00

wobei in der theoretischen Physik die Kurzschreibweise

+o0

/dk e = oms(z).

—00

ublich ist.

5.7 Greenfunktion des Laplaceoperators

Wir werden nun die am Beginn dieses Kapitels physikalisch motivierte Formel

A = —4m6®)(2)

7]

im Rahmen der Theorie der Distributionen beweisen. A(1/|Z|) ist durch
(efa) = (0@ %) =[x v~ [ L apw
P\ B | = PT) = | = Lo Ap(r) = 1m T AplT

7] VA 0 7]

gegeben, wobei ¢ eine Testfunktion ist. Diese ist laut unserer Definition eine
Funktion mit kompaktem Trager und somit gibt es eine Zahl a > 0, sodass ¢(%)
fir alle £ mit |Z] > a verschwindet. Man kann daher das erhaltene Integral als

1
/d3:1: @ Ap(Z), V :={Zle<|Z| <a}
v

schreiben und etwas umformen:

V/ P % V,Vio(#) = V/ P {vi (é V,«p(f)) v, (w(f) vié') + o(d) Ai} |

7] |z 7]

Der dritte Term des Integranden auf der rechten Seite verschwindet, da 1/|Z]
in einem beliebigen Gebiet, das den Koordinatenursprung nicht enthélt (also
insbesondere in V') harmonisch ist,

1 B}
A— =0, fiirZ#0,

7
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Auf die beiden verbleibenden Terme wendet man den Satz von Gaufl an,

V/ & ﬂ () a{ df, (ﬁ Vi) — () v|—313|) .

Da der Teil des Randes mit |Z] = a keinen Beitrag liefert, kann man fiir |Z] = ¢
(Orientierung in Richtung des Ursprungs)

df, = Qﬁ dQ, |i| =«

setzen, wobei d§2 = dcosfd¢ das Integrationsmafl auf der zweidimensionalen
Sphiire S? bezeichnet. Man erhélt daher

V/d?’xmmom _ s[dgﬂ(‘l' P~ @DV

1 0y 01

_ 2 I

N c /dQ (5 or w@rr) ‘re
g2

Oy 01
= d$) — ds)
/ or|,_. / Y or 0r {7
52 52 B L
Somit gilt
N ~ ,
((p(x) Aﬁ) = —47r<p(0) = —A4x (go(x)‘é(?’)(x)) ,
woraus |
A= = —4m6®) ()
7]
folgt.
Aufgaben:

1. Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige Dimension n > 3 gilt, dass

1
Tn72

= —(n —2)Q_16"(z)

gilt, wobei Q,,_; = 27"/2/T'(n/2) der Flicheninhalt von S"! ist

2. Zeigen Sie, dass fiir n = 2 gilt:

Alnt = —ors®(a).
T
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