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13) A, B seien zwei Operatoren, die auf den Zustand |ψ〉 ∈ H wirken. Der Er-
wartungswert des Operators A für den Zustand |ψ〉 sei durch 〈A〉 := 〈ψ|A|ψ〉
gegeben. Beweisen sie die folgenden Relationen:

a) (AB)† = B†A†

b) A = A† ⇒ 〈A〉 ∈ R
c) A = B†B ⇒ 〈A〉 ≥ 0

c) [A,BC] = B[A,C] + [A,B]C

d) [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (Jacobi-Identität)

14) a) Zeigen Sie

eABe−A = B+[A,B]+
1

2!
[A, [A,B]]+... (Baker-Hausdor� Formel) , (1)

wobei

eA :=
∞∑
n=0

1

n!
An .

b) Beweisen Sie

eA+B = eAeBe−
1
2
[A,B], für [[A,B], A] = [[A,B], B] = 0 .

Hinweis : Di�erenzieren Sie die Funktion f(λ) = eAλeBλ nach λ, ver-
wenden Sie die Baker-Hausdor� Formel (1), integrieren Sie danach die
erhaltene Gleichung und setzen Sie letztlich λ = 1.

15) a) Zeigen Sie, dass der Ortsoperator X, der Impulsoperator P und der Ha-
miltonoperator H (mit reellem Potential V (X)) hermitesch sind (eindi-
mensionaler Fall).

b) Zeigen Sie, dass der Kommutator von hermitischen Operatoren antiher-
mitisch ist.
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16) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert des Impulsoperators 〈P 〉 := 〈ψ|P |ψ〉
gegeben ist durch

〈P 〉 =

∫ ∞
−∞

dp p
∣∣∣ψ̃(p)

∣∣∣2 ,
wenn der Zustand |ψ〉 durch das Wellenpaket

ψ(x) =
1√
2πh̄

∫ ∞
−∞

dp ψ̃(p) e
i
h̄
px

gegeben ist. Hinweis : Verwenden Sie die Dirac'sche Deltafunktion mit den
Eigenschaften

δ(p− p′) =
1

2πh̄

∫ ∞
−∞

dx e
i
h̄
(p−p′)x und∫ ∞

−∞
dp′ δ(p− p′)f(p′) = f(p) .

2 c©S. Arroyo Camejo 2010


