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I Struktur der Physik

I.1 Methodik

Galilei: gezielte Fragestellung an die Natur (Experiment)

Ziel: Erkennen von Zusammenhingen (GesetzméfBigkeiten) in der Vielfalt der Phénomene

‘Arbeitsteilung ‘
Experiment Theorie
direkte Untersuchung phys. Phénomene Konstruktion von (math.) Modellen ——
Uberpriifung theor. Vorhersagen empirisches Material sichten und ordnen
FEntdeckung neuer Phénomene Zusammenhénge herstellen = Vorhersagen

Math. Formalismus: unerlissliches Geriist fiir die Theoretische Physik, erleichtert Erkennen
von Strukturen und Gemeinsamkeiten, beseitigt unnétigen Ballast
(,Kopf frei fiir tatséichliche Probleme*).

Modellcharakter der (Theor.) Physik ‘

Abbild der Wirklichkeit in math. Sprache

Kriterium: Widerspruchsfreiheit statt wahr/falsch

Vorhersagekraft: Modell muss im Prinzip durch Experiment widerlegbar sein

— Darwinismus der Ideen (Modelle): Anderung, meist Erweiterung des Modells notwendig
— sukzessive Approximation statt ,endgiiltiger* Theorie [T (heory)O(f)E(verything)]

Beispiele:
i. Gravitationsgesetz (Newton) — Allgemeine Relativitétstheorie (Einstein)
ii. Nichtrelativistische Mechanik (v < ¢) — Spezielle Relativitétstheorie (T3)
iii. Klassische Mechanik — Quantenmechanik (T2)

iv. Unterscheidung zwischen Teilchen und Wellen aufgehoben in der Quantenfeldtheorie
(Elektronfeld, Photon, ...)

Arbeitsweise: Methode der Abstraktion (Idealisierung)

a. Homogenitéit und Isotropie des Raumes — Vektorcharakter der Newtonschen Gesetze
(allg.: Tensorgleichungen)

b. Inertialsysteme — Galileisches Relativitétsprinzip
c. Zwei-Korper-Problem

d. Punktteilchen — starre Korper — ideale Fliissigkeiten — reale Fliissigkeiten



. Asthetik*:

Einfachheit, ,,Schonheit“ der fundamentalen physikalischen Gesetze keine absoluten
Erfolgsrezepte; ,,Schonheit” oft a posteriori festgestellt — Primat des Experiments

Theoretische Physik # Mathematik

Ziel: Gesetzméfigkeiten statt Sammlung von Kuriositaten

1.2 Fundamentale Wechselwirkungen

Triumph der modernen Physik: alle physikalischen Phénomene im Prinzip auf 4 fundamentale
Krifte oder Wechselwirkungen zuriickzufithren

Makroskopische Kréfte Kernkrifte
Gravitation starke Wechselwirkung
FElektromagnetismus schwache Wechselwirkung

Grundlage aller fundamentalen Wechselwirkungen (Gravitation ?):

Relativistische Quantenfeldtheorie (QFT)

T1: klassische Mechanik ist nichtrelativistisch (,c — 00*)
keine Quantentheorie (,h — 0%)

Aber: die meisten wesentlichen Begriffe bereits in T'1
Lagrange- und Hamiltonformalismus
Symmetrien — Erhaltungssiitze
Feldbegriff in Kontinuumsmechanik, fundamentale Bedeutung
aber erst in der Elektrodynamik (T3)

Makroskopische Wechselwirkungen

grofie Reichweite: Krifte ~ 1/r%; bestimmen alle physikalischen Phéinomene mit
charakteristischen Distanzen > 107 m =1 fm
fir d > 1071 m = 1 A : Quantenaspekte meist vernachlissigbar
— Bereich der klassischen Physik

i. Gravitation

1. Vereinheitlichung der Physik: irdische und auflerirdische Phénomene vereint im Newton-
schen Gravitationsgesetz (Newtons Apfel); Weiterentwicklung zur Allgemeinen Relativitéits-
theorie durch Einstein; noch keine etablierte QFT (Quant: Graviton)

ii. Elektromagnetismus

2. Vereinheitlichung der Physik (Maxwell): Elektrizitéit, Magnetismus, Licht verschiedene Ma-
nifestationen des elektromagnetischen Feldes



QFT: Q(uanten)E(lektro)D(ynamik) — Quant: Photon
erfolgreichste Theorie der Physik: von astronomischen Distanzen (z.B. intergalaktische Ma-
gnetfelder) bis 107!® m (Teilchenbeschleuniger) iiberpriift

Kernkrafte

relevant fiir Distanzen < 1071° m

iii. Starke Wechselwirkung

hilt Atomkerne zusammen (gegen elektrische Abstofiung der Protonen)
QFT: Q(uanten)C(hromo)D(ynamik) — Quanten: Gluonen
formuliert fiir Quarks als Bestandteile von Hadronen (Proton, Neutron, Mesonen, . ..)
Gegenstand intensiver Grundlagenforschung
Nobelpreis: 2004 Gross, Politzer, Wilczek (,,asymptotische Freiheit“ der QCD)

iv. Schwache Wechselwirkung

noch kiirzere Reichweite ~ 107!® m, verantwortlich fiir 3-Zerfall (n — p e~ T)
3. Vereinheitlichung der modernen Physik: Elektromagnetismus und schwache Wechselwir-
kung — Elektroschwache Wechselwirkung (Standardmodell der Teilchenphysik)
QFT: zusitzlich zu Photonen noch W+, Z-Bosonen (CERN 1983)
Nobelpreise: 1979 Glashow, Salam, Weinberg (grundlegende Ideen)
1984 Rubbia, van der Meer (Entdeckung W, Z)
1999 't Hooft, Veltman (math. Formulierung der QFT)

1.3 Aufbau der Vorlesung

Newtonsche Mechanik: Kinematik (Bewegungslehre) und Dynamik (Einwirkung von Kréf-
ten), Punktteilchen, 2-Kérper-Problem, Streuung

Lagrangesche Mechanik: Zwangskréfte, Lagrangefunktion, Hamiltonsches Prinzip, Symme-
trien und Erhaltungssitze, Nichtinertialsysteme

Kleine Schwingungen: harmonischer Oszillator, Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen,
duflere Krifte und Green-Funktion

Starrer Korper: endliche Ausdehnung, Eulersche Winkel, Kreiselgleichungen

Hamiltonsche Mechanik: Hamiltonfunktion, Phasenraum, kanonische Transformationen,
Hamilton-Jacobi-Gleichung, dynamische Systeme

Kontinuumsmechanik: Ubergang zum Kontinuum, elastische Medien, Verzerrungs- und Span-
nungstensor, elastische Wellen, ideale und reale (zihe) Fliissigkeiten




II Newtonsche Mechanik

II.1 Kinematik und Newtonsche Gesetze

materielle Korper idealisiert als Massenpunkte

Biihne der Punktmechanik:

‘ 3-dim. reeller euklidischer Raum E® ‘

Menge von (Massen-)Punkten, die durch Vektoren verbunden sind (— Vektorraum V3), fiir
die ein euklidisches Skalarprodukt definiert ist.

Homogenitét und Isotropie des Raumes (Idealisierung!) beriicksichtigt: kein Punkt und keine
Richtung bevorzugt

Bezugssystem: Angabe eines Ursprungs O € E3
Koordinatensystem: Ursprung O und 3 linear unabhéngige Basisvektoren €;

einfachste Wahl:

kartesisches (rechtshindiges)
Orthonormalsystem mit
Skalarprodukt €; - €; = d;;

— jeder Massenpunkt P durch Vektor 7 =OP im KS (O, ¢;) festgelegt:
3
v = ina =: x;¢; (Einsteinsche Summenkonvention)
i=1

x;: kartesische Koordinaten von P im gewéhlten KS
weiterer Massenpunkt Q: B
Skalarprodukt: 7F-§=5-7=

Abstand zwischen 2 beliebigen Massenpunkten P, Q:

| PQ|=VPQ-PQ

Bewegung eines Massenpunkts P: OP=(t) als Funktion der Zeit ¢ (t € R)

Def. der Zeit: durch einen periodischen Vorgang charakterisiert — Festlegung eines
Messverfahrens mittels einer ,, Uhr*
genaueste Uhren: Atomuhren (Atomfrequenzen duferst stabil) —

Def.: 1 Sekunde = 9192631770fache der Periodendauer des Ubergangs zwischen den
beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustands von '33C's



Langendefinition iiber die Lichtgeschwindigkeit:

c = 299792458 m s~ ! (per Def. exakt)
r(t
Geschwindigkeit: d:l—(t) = 7(t) =: 0(t)
. d*F(t) - - .
Beschleunigung: 2z - 7(t) = 0(t) =: a(t)

‘ 1. Newtonsches Axiom ‘

Es existieren Bezugssysteme mit einer universellen Zeit ¢ (Inertialsysteme), in denen ohne
Einwirkung von Kriften alle Punktteilchen konstante Geschwindigkeiten #,(a = 1,...,N)
haben (— @, = 0): geradlinig, gleichférmige Bewegung

2.Idealisierung der Punktmechanik: Existenz von Inertialsystemen
Ann#herung: Erde, frei fallender Aufzug (Raumschiff), Sonnensystem, Fixsternsystem

Ubung: kriftefreie Bewegung in einem Nichtinertialsystem

Folgerung: wenn ein IS existiert — jedes gleichformig dazu bewegte BS (Ursprung O') ist
ebenfalls ein IS

0'0O=Vyt+ Ry , ;021%0:6
7(t) =OP | 7(t) =O'P

7(t) =0'P=0'0 + OP= (t) + Vit + Ry

‘ (spezielle) Galilei-Transformation

—F(t)=r(t) = d=0 < a'=0
seien (O, &) und (O, €!) zwei kartesische KS (zuniichst Vy = Ry = 0)
lineare Unabhéngigkeit —

¢/ = Dj;é; ,j=1,2,3 (Summenkonvention!)

Koordinaten eines Punktes P:

Zusammenhang zwischen x; und zy ?

Orthonormalitat:

YN — —
€ + € = 0k = Dij€j - Diey = DijDydji = DijDy;



% = DijD% « 1=DD"=D"D — D" =D"!
Folgerung: D;; sind die Matrixelemente einer orthogonalen Matrix D
Ubung:
€ = €; Dy , z; = Djjx;
analog zu rdumlichem Ursprung O auch kein zeitlicher Ursprung ausgezeichnet:

t'=et+to in IS’ verwendbar (e = +1)

Raum der Ereignisse = Raum-Zeit (4-dim. affiner Raum)
durch Koordinaten (¢, z;) gekennzeichnet

Allgemeine Galilei-Transformation fiir Inertialsysteme ‘

IS — IS

JZ; = DijIL'j + Vbit + ROi (Z = 1, 2,3)
t' = et+tg
Bem.: Interpretation als passive Transformation (P fest, IS — IS")

leicht zu zeigen (Ubung):

Galilei-Transformationen bilden eine Gruppe (Galilei-Gruppe)

Element der Gruppe: g € G, wobei g = {D, Vo,ﬁg;z—:,to}

Gruppeneigenschaften

i. 1S & 187 B 197 — 3 g12=g20g1 € G mit IS 23 19"
ii. Assoziativitét:
gso(g2091) = (g3092) 0 91
wegen Assoziativitdt von Addition und Multiplikation
iii. Einheitselement: e = {D =1,Vy =0, Ry = 0;e = 1,9 = 0}

iv. Inverse Galilei-Transformation: zu jedem ¢ 3 g ' mit gog ! =g log=ce

Galileisches Relativitétsprinzip

kein IS ausgezeichnet — Bewegungsgleichungen miissen in allen IS dieselbe Form haben =
Bewegungsgleichungen (form)invariant gegeniiber Galilei-Transformationen




‘ 2. Newtonsches Axiom ‘

fiir a =1,..., N Massenpunkte in einem IS

—

maﬁl:Ka(Fl,...,FN,fr.?l,...,?N,t) (keine >~,)

mg: trige Masse, materielle Eigenschaft des Massenpunkts

2. Newtonsches Gesetz impliziert Def. der trigen Masse: bei geg. Kraft Beschleunigung
zweier Korper a1, as gemessen —  ma/my = ay/ag; (willkiirliche) Wahl der Einheit: 1 kg
Einheit der Kraft: 1 N(ewton) = 1 kg m s~2

Bem.: Gesetz enthilt keine Aussage iiber die Form von I?a, durch Experiment zu bestimmen,
charakterisiert mechanisches System

Impuls: Do = MaUy

allgemeinere Form des 2. Newtonschen Gesetzes (gilt auch fiir zeitabhéingige Massen)
dﬁa >
Lo _ |
dt ¢

3N gewohnliche Diffgl. 2. Ordnung fiir 3N Funktionen 7% (t)

Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertproblem (— M1):

bei vorgegebenen Anfangsbedingungen 7,0 = 74 (t = to), a0 = Us(t = t9) I (zumindest fiir ¢
nahe t() eindeutige Vektorfunktionen 7,(¢) mit diesen Anfangsbedg.

3. Newtonsches Axiom (actio=reactio) ‘

—

Kp: Kraft des Korpers b auf Korper a

—

Kab = _Kba

Einschriankungen an K, aus Galilei-Prinzip
fiir abgeschlossene mechanische Systeme (keine #ufleren Einfliisse)

i. Zeitliche Translation: ¢’ =t + tg
dn'Fa _ dn'Fa [2 — — p o k ich lizi bhii
a = g o(T1y. . TN, T1,...,7N) kann nicht explizit von ¢ abhdngen

N.B.: nur fiir abgeschlossenes System giiltig!

Hiufige Situation: zusammengesetztes System A U B, wobei nur A bekannt (z.B. Erde)
— Einfluss von B (z.B. Mond — Gezeiten) durch zeitabhéngige Krifte im Gleichungs-
system fiir A beschrieben



ii.

iii.

iv.

R#umliche Translation: 7 = 7, + Ro
i v, s
e Ko (T — Tey Ta)

Notation: 7% — 7 steht fiir alle moglichen Differenzen der Ortskoordinaten
(b,c=1,...,N), analog fiir 7y

Spezielle Galilei-Transformation: 7, = 7, + Vot

— }?a(ﬁ) - Fc; 7‘_:b - 7:’c)

o

5 oS . S0
7y und 7, — 7. ungeéndert, 7, =T, +
Rotation:

bisher immer passive Transformationen betrachtet: feste Ortsvektoren 7, in durch

Transformation verbundenen IS

Aktive Transformation — KS festgehalten, Ortsvektoren transformiert

. .. _, Drehung _, .
speziell fiir Drehung: 7 —— " 7p mit

Koordinaten xp; = D;jx;, wobei D;; wieder
Matrixelemente einer orthogonalen Matrix D

Ubung (Relation zwischen aktiver und passiver Transformation): welche passive Dre-

(»)
hung mit Matrix D) also (O, &) A (O, €!), muss man bei gegebener aktiven Drehung
(a)
ey ‘»(ay durchfiithren, damit
Tp(a); = z; ?
—— ~—

Komp. von FD(“) in IS Komp. von 7 in IS’

Forderung aus Galilei-Prinzip:

Newtonsche Gleichungen forminvariant bei aktiven Drehungen

in Worten:

aktive Drehung von K, muss die urspriingliche Vektorfunktion in den gedrehten Koor-
dinaten ergeben

Ubung: Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung

nicht drehinvariant ist, wobei K (r) eine skalare Funktion von r = || ist. Fiihren Sie
z.B. eine aktive Drehung um die z-Achse um einen Winkel ¢ aus.

10



noch einmal: alle diese Einschrinkungen gelten nur fiir abgeschlossene Systeme!

kann durchaus sinnvoll sein, nicht abgeschlossene Systeme zu betrachten

einfachster Fall: ein Teilchen unter dem Einfluss einer dufleren Kraft, die nur von der
momentanen Lage des Teilchens abhéngt
— Kraftfeld K (7)

Beispiele:

1. Konstante Kraft: K(F) = Ko

wichtigster Fall: Erdanziehung auf Erdoberfliche — Ky = mg
Aquivalenzprinzip: schwere Masse (in Kj) = trige Masse (im 2. Newtonschen Gesetz)
§: zeigt zum Erdmittelpunkt, Fallbeschleunigung g = |§] ~ 9.81 m s~2

Bewegungsgleichung: =3
alle Korper erfahren die gleiche Erdbeschleunigung, unabhéngig von der Masse
allg. Losung;:
2
7(t) :§5+51t+52

mit 2.3N=6 Integrationskonstanten ¢, s

£2
Anfangsbedingungen: (to) =70=4 50 + Cito + Co
ﬁ(to) = _;0 = 7._”(150) =4 to + C1
) . I L 13
Losung: T(t):gE—F(vo—gto)t—i-ro—voto—i-gE

2. Konstante Kraft und Reibungskraft

fiir nicht zu grofle v: K(t) = Ko — ci(t)
c>0: Reibungskraft wirkt der Bewegung entgegen

Vereinfachung: 1-dim. Problem (z-Achse, z.B. Fall einer Kugel in zidher Fliissigkeit)
mz = Ky— cz

Typ: inhomogene lineare Diffgl. mit konstanten Koeff.
Standardverfahren (— M1):

z(t) = 2s(t) + zn(t)
——
spezielle Losung  allg. homogene Losung
spezielle Losung leicht zu erraten in diesem einfachen Fall:
(allg. Verfahren: Variation der Konstanten)
Ky

zs(t) = — t (da 2, =0)

homogene Gleichung;: mi=—cz oder (v = 2) V=——0
m
allg. homogene Losung (mit Integrationskonstanten k, bzw. by, be):

11



mv=-—"1tt+k — v(t) = exp(—i t+k) — zp(t)=bh exp(—£ t) + bo
m m m
und daher insgesamt
K
z(t) = by exp(—£ t) + bo + 20
m c

Anfangsbed.: ¢y = 0 (der Einfachheit halber)
Z(O) =2z9=b1 + by

K
20) = vg = — 28 4 220
m c
K K
Losung: 2(t) = zp + 20,0 (—0 - v()) (exp(—i t) — 1)
c c\ ¢ m
Diskussion:
K K
t>m/c (fir groBe Zeiten) : z(t) ~ 2z + 204 (vo - —0)
c c c
K
v(t) ~ 20 —op Endgeschwindigkeit
c
— Massenpunkt ,,vergisst“ Anfangsgeschwindigkeit vy

Bem.: Ansatz fiir Reibungskraft nur giiltig fiir nicht zu grole Geschwindigkeiten
Ubung: Kp=—di|lt]  (d>0)

3. Lineare Kraft: K(f)=—cf  (¢>0)

Kraft ~ Auslenkung ——  harmonischer Oszillator
—  Kap. IV (Kleine Schwingungen)

4. Gravitationskraft

2 Massenpunkte: 7,7 mit Massen mq, mso
Relativkoordinate: 7 =7 — 7, r = |7

= = Gnmimg
Kip =—Ko =— 3
—~~ r
Kraft von 2 auf 1
Gn ~6.67-1011m3 kg™ s72 Newtonsche Gravitationskonstante

analoges Kraftgesetz in der Elektrostatik: Coulomb-Gesetz
— 2-Korper-Problem

Arbeit und Energiesatz ‘

Vor.: Kraftfeld K (7), also nur von 7 abhéngig

mi = K (F)

12



multiplizieren Bewegungsgleichung skalar mit 7 und integrieren iiber ¢

linke Seite:

. d - ta d -
da mi- 7= %EFQ mtjl‘ dt7 - 7 = % /thFQ =T(t2) = T(tr)

rechte Seite:

?dtk(f(t)) F(t) = [dif- K(7)

t1 T1

i.a. abhéngig vom Weg C

Wegintegral (— Analysis): erfordert Angabe eines Weges C' von 71 nach 7%
Weg: Abb. Intervall [uy,us] — V3 : #(u)
mit u; <u<wug, T(w) =7 (i=1,2)
Wegintegral unabhéngig von der Parametrisierung, z.B. u = t, aber i.a. abhédngig vom Weg
2 - ta .
Arbeit: Ac(ti,ta) = [dr- K(F) = [dtK(7(t)) - 7(t)
B i

T1

am Teilchen geleistete Arbeit entlang Weg C' im Kraftfeld K (7)
Einheiten (SI-System): 1 J(oule) = 1 N(ewton)m(eter) = 1 W(att)s(ekunde)

Leistung: P(t) = K(F(t)) - 7(t)

Def.: Vektorfeld (hier Kraftfeld) K (7) heiBt konservativ, wenn das Wegintegral nur von
den Eckpunkten, aber nicht vom Weg abhéngt

—

offensichtlich: K (7) konservativ. < §dF- K(7) = 0 fiir jeden geschlossenen Weg

Bew: ¢= [ =[+[=]—-]
C1U—-C> Ch —Cy C1 Ca

Theorem (— Analysis): K (7) ist genau dann konservativ, wenn ein skalares Feld
(Potenzial) U (7) existiert, sodass

K(F) = —VU(F)

Folgerung: Potenzial U(7) nur bis auf Konstante bestimmt
Gradient: skalares Feld —  Vektorfeld
- ou (7
in kart. Koordinaten VU(T) = % €;
also Vektorfeld mit kartesischen Komponenten (8—U, a—U, 8_U)
8$1 a$2 8$3

e ) au(r(t)) oUdx; 0OU _ dx; , .. dF

zeitliche Ableitung: —a - 0z, di = oz, €; - d—tj € =VU - 7

13



Folgerung;: Arbeit unabhéngig vom Weg

a7 - K (7) = —;fjdﬂ VU(F) = — fdtflz VU(F) = — /dt%U(F(t)) =U(r(t1)) — U(7(t2))

Sl 3

endgiiltige Bilanz:
T(t2) = T(tr) = U(7(t1)) — U(7(t2))

— E=T+U= % 2( t)+ U(7(t)) zeitunabhiingig

‘ Gesamtenergie = Summe von kinetischer und potenzieller Energie ist erhalten

Rotation (— Analysis): Vektorfeld ——  Vektorfeld

-, - 5 0K
in kartesischen Koordinaten: rot K(F) =V x K = Eijka—k €;
Ly
total antisymmetrischer Tensor &: durch e193 = 1 festgelegt
wichtige Relation (Uberschiebung zweier Indizes): €ijkEilm = 0j10km — OjmOki

Satz von Stokes (— Analysis): in einfach zusammenhéngendem Gebiet ist K (7) genau
dann konservativ, wenn V x K () =0

Integralformulierung;:

§dF- K(7) :P[df- (V= K@)

Flache: Abb. [ul,’LLg] X [Ul,UQ] — V3
(u,v) fiir ug <u < wug, vy <v< vy

or or

Oberflachenintegral /df V(7) = / dudv (8_ X 8_) -V (#(u,v))
v
F

gerichtetes Flachenelement

unabhéngig von Parametrisierung der Fléche

Vektorprodukt (duBeres Produkt) zweier Vektoren @,b € V3 (— Analysis):

in kart. Koordinaten axb= Eijkajby €
Basisvektoren: € X € = €ijk €k
zweifaches Vektorprodukt: ax (bxé) =(@-&b—(a-b)e

Beispiele fiir konservative Kraftfelder

i. Konstante Kraft: K(F) = Ky

— U() =-Ko-7
speziell fir Ko=m § — U(F) = —m

Q
!
I
<
Q
=
=
(S
|
—
o
o
Q
SN—



ii. Rotationssymmetrisches Zentralkraftfeld

R(7) = f(r) r= =V = yam
mit skalarer Funktion f(r) des Betrags r = || (daher drehinvariant)

Beh.:  Potenzial U(r)y=— [dr'f(r')=U(r)
70

dabei r¢ zunéchst willkiirlich (Potenzial nur bis auf Konstante bestimmt)

—

Bew.: mit Vr = -
r
. dU 7 .
VU(r) = — Vr=— - =—-K(r
()= Vr=—f() L = -E(@)
G - G
Gravitation Ulr) =— SN K(r)=— Nnélmz F
r r
harm. Oszillator U(r) = g 7 K(f)=—cT
iii. Eindimensionale Bewegung
manchmal restliche Dimensionen (Koordinaten) irrelevant
x
mi=K(z) — Ulx)=— [dd/K()
zo
Grund: 3 einziger Weg von zg nach x ——  Kraft stets konservativ

Folgerung:  Energieerhaltung erlaubt Losung der Bewegungsgl. durch einfache Integration

E=T+U="2:2+ U(x) konstant

2
v=10=/2[E—U(z)] (fiir v < 0 umgekehrtes Vorzeichen)
’ dx’

/ 3 =t — t(] mit Trog = :L'(t(])

do \mlE—U@)]
Integrationskonstanten: xg, F statt  xp,vq

2

Zusammenhang;: E = % + U(xo)

wenn K (z) == 0, meist sinnvolle Wahl der freien Konstante im Potenzial: U(x) =3 0

T>0 — E>U
— typische Werte FE1, Es, E3
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Umkehrpunkte: E=U(z,) — v,=0

FEy: gebundene (rdumlich beschrinkte) Bewegung
Ejs: ungebundene (unbeschrinkte) Bewegung
Es: je nach Anfangspunkt x

iv. Paradebeispiel fiir nichtkonservative Kraft

Reibungskraft Kp=—ct (¢>0) (allerdings nicht einmal Kraftfeld)
. dr
Kp-di = —c5- = dt = —c5%dt < 0
dt
— §dr- Kp < 0: Energieverlust des Teilchens bei einem Umlauf
— natiirlich keine Energieerhaltung

I1.2 Systeme von Punktteilchen

—

maf:iz:Ka a=1,...,N (keine >.)
3 N gewdhnliche Diffgl. 2. Ordnung fiir (71, ...,7y) € V3V (Konfigurationsraum)

6 N Anfangsbedingungen 7 (to), U, (to)

— Existenz und Eindeutigkeit der Losung (zumindest lokal)
1 5 2
kinetische Energie des Systems: T= 3 Z MaTy
a=1
speziell: Kraftfelder I?a(Fl, ce oy TN)
Ka(Fl, ...,7n) konservativ : Jdr, - K, wegunabhéngig <« K, = —ﬁaU(fi, ce o TN)
C

(Va:  bezieht sich auf Massenpunkt mit Ortsvektor 7,)

H#ufiger Fall:
N

Ko= K&(7) +>. Ku(Pa, )
N—— N———’

auflere Krifte g;(ll 2—Korper—Krafte

Vor.:
i) K& konservativ =« K& = —V, V(7))
L\ T — T S
Kp=——" —
11) ab ’Fa _Fb’fab(‘ra Tb’)

—

ab = _Kba = fao = foa
dann 3 Potenzial des Systems (K, = —V,U)

N N
U, ..., i) = D VEN )+ ) Va(|7a — 7))
a=1 adl7<:b1
. Fa_Fb|
mit V(|7 — 7)) = — f dr fap(r)

16



Impulsbilanz und Schwerpunktsbewegung

zur Erinnerung: Do = MaTy Impuls des Teilchens a
., XN N
Gesamtimpuls P = Z Da Gesamtmasse M = Z Mg,
a=1 a=1
— N :,
Def.: Ortsvektor des Schwerpunkts R = Z MmaTe /M — = MR
a=1
. = prext P o —
Newton: Do = K7 + ZKab mit K = —Kp,
b#a
— N — — —
— P:Z_’a:ZKth—i_zKab—ZKth—’_ Z(Kab+Kba)
a=1 a aF#b a aFb ~—————
=0
Folgerung;:

wenn Z K& = 0, insbesondere also fiir abgeschlossenes Sytem (K& = 0),
a

— —

Impulserhaltung: P=0 — R=0

— geradlinige, gleichférmige Schwerpunktsbewegung

—

. . P L
R(t) = Ro + Mt und daher 3 IS mit R =0

Abgeschlossenes System

statt 7, ...,7n System durch Koordinaten ﬁ, d}, e ,CZN_l beschreiben

-

N
da;:Fa—ﬁ (CLZl,...,N) — Zmad_;z:ﬁ
a=1

Schwerpunktsbewegung kann in diesem Fall immer abgespalten werden und daher

‘N -Teilchen-Problem auf (N — 1)-Teilchen-Problem reduziert

— Anwendung beim 2-Koérper-Problem

N.B.: funktioniert i.a. nicht fiir K&t £ 0
Drehimpuls

zunéchst fiir einzelnes Punktteilchen (Def. abhéngig vom Bezugssystem)

aull

= Xp=m
— L = mixi+mixr=FxK =N Drehmoment
Analogie zu Newtonschem Gesetz p= K



—

speziell fiir Zentralkraft K = r f(r):
T

% fr) _s L=30 Drehimpulserhaltung

o N ., N
L= Lo=Y TaXpa
a=1 a=1
o . - — - 1 —
L= mafaxia=> Tax K&+ 7y x Kap :ZFaxKgxt+§Z(Fa—Fb) X Kap
a a a#b a a#b
falls Koy~ 7y — T — L=Y"fx K& =3 N&t = No
a a

(wie vorher angenommen, z.B. fiir Gravitation) dufleres Drehmoment

‘ im abgeschlossenen System ist der Drehimpuls erhalten ‘

weitergehende Aussage durch Abseparation der Schwerpunktsbewegung

N N . .
L= Smarx =Y ma (B d,) x R+,
a=1 a=1

N . N . N .
= ﬁxﬁ—i— mjx§+ﬁx mcf—k Mady ¥ d,
\ ; a*a G;L a*a G;L a*a a
Lgs —— ———
6 6 Ercl
Erel ist der auf den Schwerpunkt bezogene Drehimpuls
analog:
Nt =3 x K& =% (ﬁ—i—d_;) X K& = Rx Y K&+ 3 d, x K&
a a a a
NS Nrcl

und daher ES:§Xﬁ+ﬁXﬁZM§Xﬁ+RXZX2Xt:]\75

—

da I_: = ]\7 und Es = NS — Erel = Nrel

im abgeschlossenen System (I?g"t = 6) sind ZS und Erel separat erhalten

11.3 2-Korper-Problem

abgeschlossenes System fiir N = 2: K&t =0 (a=1,2)
Bewegungsgl. (insbesondere fiir Massenanziehung):
E N
miry = f(l" — 7 )m
E N
mary = f(|7 — 7 )m

18



—

— m17§1 + mgf’g =0=P Impulserhaltung (bereits bekannt)
— ﬁ(t) =Ro+Vpt Schwerpunktsbewegung
damit 3 von 6 Diffgl. bereits vollstindig gelost

restliche Diffgl. in der Relativkoordinate =17 —Ty = (f d;

fimfy == J0)5 (o4 ) = s 0)E

T \mi mo 1%
reduzierte Masse: W= mmz
m1 + mo
Eigenschaften: p<mg (a=1,2)
mp ..
= > fir my = mgo
pw=my (1 —my/me+O(m3/m3)) fiir my < mo
Relativbewegung: pr = f(r)t
,
.. ﬁ2 o2
Ubllllg: Z mara + U( ) = m + 57“ + U(T)
a=1 - —
Es Erel
M2
— Bra =57 + U(r) separat erhalten
Relativdrehimpuls I_;rel = Z mad_;l X d_;l = pr X 7
Uberpriifung: Erel = ,m.? X 7+ Wi X F= 1) Fx7=0

-

da 7 Ly =7 Erel = 0 und Erel zeitlich konstant

und 7 = 7 stets in derselben Ebene L Erel

=

Pt + dt) = 7(t) + %dt + O((dt)%)
dF = !7’( ) x 7(t)|dt
wegen |a x b| = |d||b| sin(@, b)

dF

1
— = \Lrell zeitlich konstant

Fléchensatz (2. Keplersches Gesetz) ‘

Radiusvektor der Relativbewegung iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fldchen

gilt fiir alle Zentralkraftfelder, nicht nur fiir Gravitation

Bewegung in Ebene orthogonal auf Lol legt Zylinderkoordinaten nahe
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T =7TC0S® — T =1CoSyY — rYsiny
Yy =rsing — y =7rsiny + rpcosy

52 . . . .
7 :x2+y2zr2+r2cp2

- l
im gewéhlten KS: Liey = (0,0,1) mit I = p(zy — yi) = prp — p= e
— Umlaufsinn kann sich nicht mit der Zeit d&ndern: sgn(¢) = sgn(l) = konstant
kinetische Energie:
Bed _Pys  Boase Mo P
pl TRt =T g
Zentrifugalpotenzial
K2 5
E.q = E’f" + Ueff(T‘) mit Ueff('f') = U(T‘) + W
— eindim. Problem fiir r(¢) im Potenzial Ueg (1)
‘ 2-Korper-Problem ist vollstdndig integrabel
Losung fiir Anfangsbedingungen r(ty) = 79, ¢(to) = ®o:
T
d /
t—ty = / - L — @)
o \/_ (Erel - Ueff('r'/))
L
t
) - N l / dt’
TR )
to
— Bahnkurve 7(t) = (r(t), ¢(t)) mit Integrationskonstanten rg, 9o, Eyel, {
Ere = gr(% + Ueff(r(]) . 70, TO
I = urdpo %0, %P0
Teilchenbahn: () mit r(pg) = ro (ohne Zeitabhéngigkeit)
dr T /2
- = — = MT2 Erel — Ueﬁ(r)
dy % l

l / dr’
—_— — =
® — ¥o o J r/2 /Erel — UeH(T')

typisches eff. Potenzial Ueg(r) (Vor.: lim r2U(r) = 0 und lim U(r) = 0)

r—0 r—00
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Erel > Ueﬁ
wegen 72 > 0

Eiq = Eq: 7r=0 — r=r7ry= konstant (E1 = Uegt(r0)) Kreisbewegung

l
p(t) = po + —5(t —to
(6) =0+ 5t~ to)

Eaq=FEy <O Tmin <7 < Tmax

Zentrifugalbarriere ldsst r = 0 nicht zu

Perizentrum (Perihel bei Planeten)
Apozentrum (Aphel bei Planeten)
r oszilliert zwischen rin und rmax
mit gleichem Umlaufsinn

(sgn(¢) = konstant)

Eiq=FE3>0: Tmin, aber kein 7.y

Integral fiir ¢ 3 fiir r — oo wegen Fy e > 0

o0
oo l / dr’
+ = konstant Asymptote
Sp —_— SOO \/mr T,2 Erel — Ueﬂ‘(rl) L
0
S, >0 AbstoBung
Newton: rF=qaq= m; f(r)
H <0 Anziehung

21



Abstoflung Anziehung

7-a>0 7-a<0
Krimmung weg vom Zentrum Kriimmung zum Zentrum
1T dr'
r
Ap = / f:  Streuwinkel
% 2NT ] 72\ Eyrel — Uetr (')
. o9
t — o0: @ — konstant, FE.q — EU‘X’
— asymptotisch geradlinig gleichformige Bewegung mit Geschwindigkeit v

‘ Kepler-Problem ‘

Gymima K K

Gravitationspotenzial: Ulr)=————"-—=: — flr)=—=
r r r

selbe Form wie Coulomb-Potenzial, wo zum Unterschied zur Gravitation x beiderlei Vorzei-

chen haben kann: k > 0 (< 0) Anziehung (AbstoBung)

I ar'

Y =90 = =
2'ur 2 l2 k
or Ere1—2—,2+—,
ur r

Ubung: explizite Integration ergibt eine geschlossene Bahn fiir Ey < 0
d.h.: 7(e=0)=r(p=2m)

Fre <0:
Vermutung:

3 zusétzliche Erhaltungsgrofie
Lenz-Runge-Vektor

—

Lrel KT

oo

A=7rx
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Bem. (ohne Beweis): in einem Zentralpotenzial der Form U(r) = k7" sind alle endlichen
Bahnen nur fiir n = —1 (Kepler-Problem) und fiir n = 2 (harm. Oszillator) geschlossen

Figenschaften des Lenz-Runge-Vektors:

- -

. A Leg=0 — A liegt in der Bahnebene

ii. Unter Beniitzung von ¥ = _ L pund St = of = S42 = opf
3 d dt
pA =7 x Lyg m<z—:—g> 3r><(r><77)——77—|—%7377:;{—r%77 F+F—?—|—¥} =0
— A konstanter Vektor in der Bewegungsebene
A 7= Arcosgp A=|A]
. . . KT . . K ? &
A-F:F{Fx(Fxf’)———‘] CFx)(FxF) -,
wr pooopop
12 A
— —2—Er<1+—ucosg0>
p? o
l2
12 p="ra
r= 1{1('[“{) =1 p sgn(x) Kegelschnitt Hlk|
1+—'ucosgo + e cos p sgn(k) z—::ﬂ
" |5
Erkenntnis: Erhaltungsgrofien sparen Integrationen
dar>0,p>0 — Fallunterscheidung
Abstofung (k < 0) Anziehung (k > 0)
gcosp—12>0 1+ecosp >0
e>1 e>0

—. -,

Ubung: A durch E,q, ! ausdriicken (Hinweis: (7 x )2 = @2b? — (@ - b)?)

A%p? 2B, 12
Ergebnis: g =14+ re; = g2 >0
K 1K
2
. UK
B = Emr = -t
e=0: r = p = konstant

Kreisbewegung: offenbar nur fiir £ > 0 mdoglich
12 K

entspricht tatséchlich dem Minimum von U = -——5 — —
2ur T
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Ei < B <O0: 0<exl1 Ellipse (ebenfalls nur fiir £ > 0 moglich)

1. Keplersches Gesetz ‘

Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen mit der Sonne in einem Brennpunkt ‘

Tmin = P p=20
min 1 +€
r - P =
B S v
2p

2a = rmin + Tmax = 1_ 22
P 12 uk? K K

N a = = — = — = NB.: >0

1 —¢g2 2y (_212Ere1) 2-Erel 2‘Ere1’

— grofle Halbachse a nur von Energie abhéngig

Exzentrizitiat &
2 2 2 2
g_a”—b 2 _ P !
e* = — b 1—¢ =
a? ( ) 1 —¢? 2IL‘|E11rel|

— kleine Halbachse b von E,. und [ abhéingig

Sonnensystem: die meisten Planeten haben kleine Exzentrizitdten

Planet ‘ Merkur Venus Erde Mars Pluto
€ 0.206 0.007 0.017 0.093 0.249
selten Kepler 1609 noch nicht
zu sehen 1.4+2. Gesetz bekannt

3. Keplersches Gesetz ‘

dF l lT
2. Kepler: —_— = — — F =mrab=

. 2 2T K [ /u 22
Umlaufzeit T = ab = =27 /
! ! 2’Er81’ V 2N’Erel 2|E‘rel| 3/2

‘ Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die Kuben der grofien Halbachsen‘
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fiir Planeten im Sonnensystem:

B mamy 1 _ 1 N 1
Kk mp+mg Gymimy  Gy(mi+m2)  GNMg(onne)
4T R? 3 37 a\?
Mg = S hg — T? = 472 a® = (—)
3 7 AnR%psGn Gnps \Rs

3T . . . .

— Trnin = e nur von Dichte abhéngig, aber unabhéngig vom Radius
NPS

— Satellit um Sonne dhnliche Umlaufzeit wie um die Erde:

ps =1.41-10° kg m~3, pp = 5.52 - 103 kg m 3

Ubung: TErde ~ 1.4 Stunden; Radius a fiir geostationiiren Satelliten
E.q>0: e>1 Hyperbel (Grenzfall e = 1: Parabel)

jetzt beiderlei Vorzeichen von s moglich

N.B.: Abstoflung (x < 0) nur fiir Coulomb-Potenzial mdoglich
Gravitation immer anziehend

Abstofung (k < 0) Anziehung (k > 0)
ecosp—12>0 14+¢ecosp >0
1
COS Pys = E Asymptote COS Pgg = ——

Streuwinkel 0

20, +O0=m 20, —0=m
0=m—2p, 0=2p,s —m
0 = |2pas — 7|

in Ubereinstimmung mit der Diskussion des allgemeinen 2-Koérper-Problems
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Mehrkorper-Problem

N > 2: wenige allgemeine Aussagen bekannt
schon fiir N = 3 3 keine allgemeine Losung (nur fiir bestimmte Anfangsbedingungen)
Grund: keine weiteren Erhaltungsgrofien aufler g, Erel, Eg, P
52
alle anderen wie z.B. Fg = oYYi nicht unabhéngig

— Losung i.a. nicht mehr durch einfache Integrationen darstellbar
(keine ,,vollsténdig integrablen“ Systeme)

aber: Newtonsche Bewegungsgleichungen natiirlich immer numerisch 16sbar
bei gegebenen Anfangsbedingungen

trotzdem einige interessante allgemeine Aussagen :

Virialtheorem
mechanische Ahnlichkeit (— Kap. IIT)

‘ Virialtheorem ‘

Aussage tiber zeitliche Mittelwerte von T, U fiir Bewegung von N Punktteilchen in begrenztem
Raumgebiet

zeitlicher Mittelwert einer beschrankten Funktion f(#):

kinetische Energie

N
2 N d R [N d o =3 N
2T:Zmara :Zpa'ra: at <Zpa'ra> _Zpa'ra: it ( pa'ra> +ZvaU'7‘a
a=1 a t a a a
zeitliches Mittel )
= I e =
2T_tll,r&§za:p“'r“|—t+ ;TG-VQU

——_———
Virial des Potenzials U

bei beschrinkter Bewegung — Yo |Pa - Ta] < K und daher

2T = Z Ty - ﬁaU Virialsatz
héufiger Spezialfall: U(7,...,7n) homogene Funktion vom Grad k
fir A >0: UL, .., PN) = AU (7, .., )

Eulersche Gleichung fiir homogene Funktionen (— Analysis)

S VoU=kU — — 2T =kU

26



k 2

Bem.: fiir kK = —2 Vor. des Theorems nicht erfiillt
(unbegrenzte Bewegung oder singulére T, U)
Anwendungen:

i. Harmonischer Oszillator: k = 2

T=U=E/2

Kristall in 1. Naherung ein Ensemble von harmonischen Oszillatoren ——
jeweils zur Hélfte kinetische und potenzielle Energie der Gitterschwingungen

ii. Gravitation (Coulomb): k = —1

U=2FE, T=-FE —  offenbar nur fiir £ < 0 sinnvoll

E > 0: unbegrenzte Bewegung

II.4 Streuung

wichtige Untersuchungsmethode der Experimentalphysik
—  Strukturforschung (Atom-, Kern-, Teilchenphysik, ... )

Anordnung: homogener Strahl von Streuteilchen trifft auf Streuzentrum (Target), aus der
Ablenkung Hinweise auf Wechselwirkungskraft, bzw. Potenzial

Streuteilchen

Target

Beschriankung auf elastische Streuung zweier Teilchen mit Potenzial U(r = |7 — 73))

Energieerhaltung (Vor.: lim U(r)=0):

(t = —00) MATE + Moty = miT% + moty’ (t — 00)

Impulserhaltung:
miv + mots = mlz_fl/ + m2272’

was ist zu bestimmen?
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U1, Uy gegeben — Uy, Uy zu bestimmen (6 Grofien)

Energie- und Impulserhaltung: 4 Relationen
— nur mehr 2 Grofien zu bestimmen, etwa 07 /||

Drehinvarianz des Potenzials — nur Winkel zwischen 07 und ¢ relevant:

Streuwinkel § (abh#ngig vom Bezugssystem!)

Abseparation der Schwerpunktsbewegung (z.B. im IS mit R = 0)

— Relativkoordinate 7(t) = 7 (t) — 72(t) berechnet

— fiir die Geschwindigkeiten der beiden Teilchen gilt dann
mo

q1=ﬁ1=R+—Mq, Tg =Uy = R— —F

0 = Oralativ: Winkel zwischen asymptotischen Relativgeschwindigkeiten

(t — —o0) und ¥(t — 00)

B = 582+ U(r)

Vor.:  lim Ur)=0 — &%t — —00)=v%(t— o0) =:v% , Eiq = gvgo
| = |Lya| = p|7 x 0] = pr|t]sin(7, 0) = pvsb

Stoflparameter b

Vor. (zur Vereinfachung): 6 — b(0) streng monoton fallende Funktion

— den in den Raumwinkel zwischen (0, ¢) und (6 4+ df, ¢ + dp) gestreuten Teilchen
entspricht das Flidchenelement (r dr dy zur Erinnerung)

do = —b(8)db(8)dy
einfallende Stromdichte j = Teilchenzahl/(Flichex Zeit)

— jdo = Anzahl der Teilchen/Zeit durch do
_jdo  Zahl der Streuteilchen/Zeit in Raumwinkel d(2

d =
7 J Zahl der einfallenden Teilchen/(Zeit x Fléche)
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do

differentieller Wirkungs(Streu-)querschnitt

d—Q:
do b(0)db(f)de  b(F) db(f)
dQY  sinf dbde  sin@ df
‘ Rutherford-Streuung ‘
Coulomb-Potenzial: U(r) = . S (SI-Einheiten)
471‘60
Rutherford: a-Teilchen (¢; = 2e) auf Atomkerne (¢2 = Ze)
Abstoflung
Anziehung
0 = |2pas — 7|
1
Kepler-Problem: —sgn(k) = COSpas = CO8 (W)
. 1 N .
— sin 3=z unabhéngig vom Vorzeichen von
mit | = pbvso, 2E1q = ,ngo
.0 1 1
YT 212F - 2524
\/ 14+ =9 \/ |4 £l
UK K
Y
, 0 sin® o 1 42
h— tan - = = =
2 _ 2p24
2 1 — sin2 0 21 p2b?l
2
0 |k y . y
— tan — sowohl fiir Anziehung als auch fiir Abstoflung
2 ubv?
b—0 (I—0): O6—m zentraler Sto8 (Abstofiung)
E,q = gvgo = U(rmin) = —Tﬁ. natiirlich nur fiir £ < 0 moéglich
. 2K 2|k
E— = —— = —
el wk
. k[ 0
StoBparameter als Funktion von 6: b(f) = —-cot 5
JILES 2
do b(d) db(®) b)) |k (1) < K >2 €053
a0 = 4 TG 2 - 2
dQ sinf df sin 6 pv3, 9 gin2 g 15 9 in 0 sin? g
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do ( K >2 1 _( K )2 1
9 _ ~ —
d§2 2/“}00 Sin4 Q 4Erel 4 Q

9 S B

Rutherford-Streuformel

Totaler Wirkungsquerschnitt

bmax
ot = / de—S — / dipdb(0)b(0) = 27 / bdb = 7 (Bhax — Viain)

bmin

bmin < b < bmax:  Bereich, wo Streuung stattfindet, d.h. 6 > 0
bmin = 0
klassischer Wirkungsquerschnitt keine sehr interessante Grofle, da
i. entweder 6 > 0 fiir Vb bmax = 00
— Ot =00  (z.B. fiir Rutherford-Streuung)
ii. oder U(r) = konstant fiir r > R bmax = R
— Ot = TR? (geometrischer Querschnitt)

viel aussagekriftiger in QM, QFT

leicht einzusehen: bisherige Aussagen fiir Streuwinkel und Wirkungsquerschnitt gelten im

Schwerpunktsystem
R=0= mlz_fl + m2272 = m1271/ + m2272’
— mi o My,
S V2=——"U1, U=—"7"U
ma ma
- - - - ma - mi
U1 = U(t — —00) + Vo — 1= —0(t—— ), Uh = ——10(t = — )
M M
L, Mo - 1
{:ﬁv(t—mo), = ———U(t — o)
F olgerung: erelativ = HSChwerpunkt
Energieerhaltung: 2 M2 g2 Ty
nergieerhaltung: myv] 5V = M1y 51
m m
2 2
und daher
/ / U1 ma



Laborsystem

Teilchen 2=Target ruht im Anfangszustand (t — —o0)

spezielle Galilei-Transformation mit V' = —os —
— - — =1 =) —
v = U1 — V2 Ui = V1 — 2
— — — ~ —/ —/ —
Vo, = Uy — Ug = 0 Upy, = Uy — Ua
. — _ —/ —/
Impulserhaltung: miU1, = MY + Moty
v{ siné vy 8in 6
tanf; = ; =
vy +v{cosf v+ vicosd
V1 ol .
2L sin Mo sin 0
tan @y = —2

1+z—;cos9 - mq + ma cos 6

fir my > mo . Ve > vy — 61, maximal fir o] - 0/, =0

/
. v U1
— sinf;, < L ===
V2 V2 mi

ma2

fiir mo/mq — 0 — 0, — 0
—  sehr schweres Teilchen wird nicht abgelenkt (Kanonen auf Spatzen)

FELo = H’U2 = iEL = @EL < Fy,
1 M

nur F.q steht fiir physik. Prozesse zur Verfiigung — my > ms ungiinstig

Ubung:

do do (m3 +m3 + 2myms cos §)3/2
dQ; — dQ m3(ma + mq cos )
L.mp < my : d(f'Z—JLNZ_; LS~ 9SS
.. sin 0 0
il. m; =mg : tanHL:m:tang — HL:§
d_a = 4cosg d_a
sy, 2 dS)
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III Lagrangesche Formulierung der Mechanik

Krifte bekannt — Newtonsche Bewegungsgleichungen

héufige Situation: nicht alle Krafte explizit bekannt, aber Einschréinkungen der
Teilchenbewegungen auf gewisse Flidchen (Pendel, schiefe Ebene, ... )
— Zwangskrifte

Vorteile der Lagrange-Formulierung:

i. Verallgemeinerte (statt kartesischer) Koordinaten meist leichter in Lagrangefunktion zu
verwenden als direkt in Bewegungsgl.

ii. Optimale Methode, um Symmetrien eines Problems zu erkennen und auszuwerten

iii. Gesamte moderne Physik von klass. Feldtheorie iiber QM bis QFT verwendet Lagrange-,
bzw. Hamilton-Formalismus — gemeinsame Strukturen erkennbar

II1.1 Zwangskréifte und Lagrangefunktion

geometrisches (sphérisches) Pendel: starrer masseloser ,,Faden“ der Lénge [ mit
Massenpunkt am freien Ende

Zwangsbedg.: F(7) =72 — 1> =0
mir=K+2Z

Zwangskraft A sorgt dafiir, dass Teilchen
auf Fliche F(7) = 0 bleibt

Erfahrungstatsache : Z L Fliche
—  Z ~ VF(F) (= 27 beim Pendel)

Lagrange-Methode 1. Art:

Methode der Lagrange-Multiplikatoren (\)

mr = K(7)+ At)F 4 Gleichungen fiir
= = (t), A(t)
— Zwangskraft Z (= A\(t)7 in diesem Fall) explizit zu berechnen

Lagrange-Methode 2. Art:

verallgemeinerte Koordinaten einfiihren, so dass F(i) = 0 identisch erfiillt ist

verallgemeinerte (krummlinige) Koord. in £3

2

verallg. Koord. u!, u?,u? statt kartesischer Koord. z,v, 2

Radiusvektoren durch u’ parametrisiert: Flul,u?, u?) = F(ub)
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—

- 0
fiir glatte, umkehrbare Parametrisierung 3 3 linear unabhéngige Vektoren f; = !

oul
Def.: fi- j; = gij
kovariante Komponenten des metrischen Tensors g
0.B.: det g = (det f)?, wobeidet f:= det(ﬁ,f;,ﬁ) — g:=det ¢ >0

Spezialfall: orthogonale krummlinige Koordinaten <« g;; diagonal (g;; = 0 fiir ¢ # j)

Zerlegung eines beliebigen Vektors: A=Al ﬁ
A'  kontravariante Komponenten von A
Bem.: manchmal normierte Basisvektoren ﬁ /+/9ii verwendet

Vektoranalysis: alle Differentialoperationen, Flichen- und Volumselemente, ...
durch g;; auszudriicken

Volumselement: dV = NG dutdu?du®
2 dr dr or dut  OF du’ dut du?

Tdtdt owdt 0w dt  Y9at dt
da fiir beliebige funktionale Abhéngigkeit (nicht nur von t) giiltig —

=y

Linienelement:

Quadrat des Linienelements ds :  ds? = dF - dF = dx? + dy* + dz* = g;jdu’du’

wichtiges Beispiel: Kugelkoordinaten=sphérische Polarkoordinaten

7 = x€] + yéo + 2€3

T = rsinf cos 0<o<m
y =rsinfsin e 0<p<2nr
z =rcosb

fr=sinfcospe; + sinfsin p ey + cos b é
fo =rcosfBcospeé+rcosfsinpes—rsindes

fo = —rsinfsing e + rsinb cos g €3
det f = /g =r?sinf , gij = diag(1,7%,r%sin? 0)
Volumselement: dV = r%drsin 0dfdy
Linienelement: ds? = dr? + r2d#? + r? sin® fdyp?

Ubung: dV,ds? in Zylinderkoordinaten r, ¢, 2
dV = rdrdedz , ds? = dr? + r?dp® + dz?

Anwendung auf sphérisches Pendel:

Kugelkoordinaten mit § — m — 0 (tiefster Punkt ~ 6 =0)

72 =12 — nur mehr Koordinaten 6(t), p(t) zu betrachten

—

da Z ~7Fund 7 fo=7-f, =0

33



—  Newtonsche Gl. m# = K + Z mit f(;, ﬁp multiplizieren, um Z 7u eliminieren

(mF—K)g—g =0 2 Diffgl.
(mir - K) - ‘g—; = 0 fiir 0(t), o(t)

Losung der Diffgl.:  #(¢) — Z(t) = mi(t) — K(7(t)) berechenbar

Systematische Methode 2. Art fiir N Punktteilchen

Nebenbedingungen (Zwangsbedg.): Fo(,...,7N,t) =0 (a=1,...,9)
(offensichtliche) Vor.: s Zwangsbedingungen seien (algebraisch) unabhéngig

Nomenklatur: Zwangsbedg. dieser Form sind

holonom: F, unabhéngig von 7 [nichtholonom: auch von 7 abhéngig]
skleronom fiir 8—ta =0 [rheonom bei expl. Zeitabhéngigkeit]

geometrische Interpretation holonomer Zwangsbedg.:
definieren eine Hyperfliche im Konfigurationsraum V3V

Bem.: diese Hyperfldchen tragen i.a. Struktur einer (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit
(z.B. Thirring, Bd. 1)

Def.: virtuelle Verriickung 07, = (infinitesimale) Bewegung auf Hyperfliche, aber nicht
unbedingt eine Losung der Bewegungsgl. (hiangt von den Kriften K, ab)

per Def.:  Fo (7, + 07y, t) = 0 = F(Ty,t) — Vo FE, 67, =0 (separat fiir jedes a)
— VoF, L Hyperflache

S
Newton: D, = Ka + Za = I?a + Z )\aﬁaFa

a=1

d’Alembertsches Prinzip

al , = S,
agl(pa—Ka)-éra:O

enthilt Zwangsbedingungen nur {iber die ,erlaubten virtuellen Verriickungen 47,

verallgemeinerte Koordinaten ¢',...,q7, ¢/, ..., ¢*" so eingefiihrt, dass Bewegung auf Hy-
perfliche durch ¢',. .., ¢/ parametrisiert werden kann:
(g (1), d (), ¢ )
d.h. F,(7,...,7N,t) = 0 entspricht ¢' = konstant fiiri = f +1,...,3N
da nach Vor. s unabhéngige Zwangsbedg. — f=3N—s

f: Anzahl der unabhingigen Freiheitsgrade des Systems

Pendel: N=s=1 — f =2, nimlich ¢' =6, ¢?> = ¢ und ¢> = r = konstant
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virtuelle Verriickungen in verallg. Koordinaten denkbar einfach:

8¢ vollig beliebig fir i =1,..., f
8¢ =0 firi=f+1,...,3N

Vorgangsweise: d’Alembertsches Prinzip auf verallg. Koord. ¢* umschreiben

N . N f a
N Ko 0= K- ZQzéq
a=1 a=11i=1
dabei beniitzt: §q¢' =0 fiir i > f
. « 8ra ,
verallgemeinerte Kriifte Z K, (i=1,...,f)

Bem.: (@; haben nicht unbedingt die Dlmensmn einer Kraft
(hiingt von der Dimension der ¢ ab)

Tragheitsanteil:

N N r ¥ X
. _, i ~ in 0T i[d (= O s d 0
2 P 07a = D mmata - 07a = ) maldq'Ta 5t =) madq [E <T“' aqi) oy

a,i

Nebenrechnung;:
dor, O ., 0%, 0 (8ra y afa)_a?a

_ J
Er AT

or,  OF,
40 _ O7Ta | d _
ditog  ogog? T agot  og un
dra
d

- aqi 8qi - aqi

Ta=

daher:

N N f
., S i d :, 87’a '__\ 87’a d 8T 8T
aglpa . 6Ta = ; maéq [dt <Ta aq2> ] Zl |:dt 8(] aq :|

mit der kinetischen Energie von N Punktteilchen: T = 3 Z mcfj
insgesamt:
N
dor or
0Ty =) 0" | -5 —5=—Qi)] =0
agl( ) ' Z <dt8q oq’ Q)

_ —_— - i = 0 = 1, 5
ioq  og  © ( 7
fiir konservative Krafte I?a = -V, U(,...,TN)
L o7, R GACD) ou
i K, —=-— VU — =———7-—7- d a7 =
_ Q Ea 8ql Z aqz 8qz un aqz
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Def. Lagrangefunktion des Systems mit f Freiheitsgraden

L(qlv"'vqf7q17"'>qf) =T-U
Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL OL

LB 90y (i=1,....f)

dt 0¢* Oq

oL .
Def.: D = 2 verallgemeinerter Impuls
q

Diskussion:
i. Keine Zwangsbedingungen: s=0, f=3N

1 -2 .
- L= 5 Xa:mara - U(ra)

— ¢’ : kartesische Koordinaten z,; (a=1,...,N;j =1,2,3)

Impuls: oL = MgZai oL ——8U
P ' j}aj B aar 8:L'aj B al‘aj
oUu
Euler-Lagrange — MaLaj + =0
04

ii. Sphérisches Pendel

. 1 .
L(7,7) = gmi” = U(7)
x = [lsinfcos
y =1Ilsinfsinp
z = —lcos¥d

r=1 — =1 (92+sin29gb2)

U(7) = Uy + mgz = Uy — mgl cos § = mgl(1 — cos )
dabei Uy = mgl gewahlt — U=0fird=0

L(97 2 97 90) = %F (92 + Sin2 9(702) - mgl(l — COS 9)
Euler-Lagrange:

doL oL _

prry Rl 0 = ml?6 — mi*p?sinfcosd + mglsin
d oL OL d
eor 9y L imi2sin? 00) —
it oy O — gl sin"69) =0
Def.: ¢ ist ein Beispiel einer zyklischen Koordinate, wo L (zwar von ¢, aber) nicht von
 abhéngt
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Folgerung:  der zu einer zyklischen Koordinate gehorige verallgemeinerte Impuls ist
erhalten (also zeitlich konstant)

L
— g_cp =p, = L, = m(zy — y&) = mi?sin® ¢ Erhaltungsgrofie

Bem.:

i. Diese Erhaltungsgrofie ist in L(6, ¢, 6, ¢) sofort zu erkennen, weit weniger offensichtlich in
kartesischen Koordinaten

ii. Analog zur verallg. Kraft (); muss auch p; nicht unbedingt die Dimension eines Impulses
haben (im jetzigen Beispiel ein Drehimpuls)
L,

$=—" — 6 = 0 nur fiir L, = 0 moglich, da ¢ beschrénkt
ml? sin® 0

Bewegungsgleichung fiir 6:

L?cos®

120 —
m mli2 sin> @

4+ mglsinf =0

nach Multiplikation mit @ —

d m q- L?

—{=1?0% + — = —— —mglcosf} =

dt{ 2 * 2mi2 sin? 9 M} 0
T

U—-Ug

— E=T+U= 21292 + Uesr (6)= konstant

L2
Ueff(e) = m + mgl(l — COS 9)
— 0(t; E,L,) durch einfache Integration
L,
P t;E, L
7 T 2?6 7 a 2

mit 2 weiteren Integrationskonstanten 6, g
allerdings: nicht durch elementare Funktionen darstellbar (— elliptische Funktionen)

qualitative Diskussion (numerische Lésung immer moglich)

L3
Ue[{(e) = m + mgl(l — COS 9)

EZUeff
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i.L,=0 — p=0 — ebenes Pendel

ii. L, #0: Minimum bei 6y < g (— Kap. IV)
) L,
FE=F = FEpn: 0 = 0p = konstant, ¢ = ———5— = konstant
ml2 sin® 0
Karussell

FE =F, > FE;: Bewegung zwischen Umkehrpunkten 6, und .5

Energiebilanz bei Bewegungen mit Zwangsbedingungen

skleronome Bedg.: Fldche zeitunabhéingig, 67y LZ ~ Vo F
—  Zwangskrifte leisten keine Arbeit

rheonome Bedg.: Mannigfaltigkeit der Bewegung zeitabhéngig

— physikalisch realisierte Bewegungen keine virtuellen Verriickungen

— Zwangskrifte leisten Arbeit in diesem Fall

Vor.: zeitunabhéngiges Potenzial U(7,)

MaTa + Vol = Z)\ )V o Fo (7, 1)

a=1

skalar mit 7, multiplizieren und iiber a summieren

Zmar + U (7 Z)\ Fo (7, 1)

da Fu(Fa(t), ) =0Vt —

d

I oF,
= _’a' aFa A,
;7’ v + BN 0

1 .
— E(t) = 3 Z mafj + U(7,) zeitabhéngig
Z )\ raa t)

Anwendung: Pendel mit verédnderlicher Fadenlinge (Schaukel)

F=Pt)-72=0
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7 = AVF = —2)\7
da Z zum Aufhéngepunkt zeigt — A>0

68—1; = 21
— %gt) = =2\(t)ll
Verkiirzung;: i(t) <0 — di—it) >0 Energiezufuhr
Verlédngerung: I (t)>0 — %it) <0 Energieentnahme
Technik des Schaukelns:
Umkehrpunkt: A minimal, [ > 0 — di—it) = —2Amin! \l ]
Scheitelpunkt: A maximal, [ < 0 — di—it) = 2 max!|l]
wenn |I| annihernd gleich — insgesamt
dEd—it) = 2l]i |(Amax — Amin) > 0 Energiezufuhr (woher?)

II1.2 Mechanische Ahnlichkeit

Grundidee: Euler-Lagrange-Gl. sind homogen in der Lagrangefunktion L
L — AL: Bewegungsgl. ungeéndert

Vor.: Potenzial homogene Funktion der Koordinaten (Grad k)
Ulary,...,afN) = oFU (7, ..., 7N)

Ahnlichkeitstransformation: Ty — Qfy, t — (Bt (o, 8 >0)

Léngen um Faktor o gestreckt
Zeiten um Faktor § gedehnt

— —

Geschwindigkeiten: Vg = Ty — B 7y
2
kinetische und potenzielle Energie: T — % T, U—d'U
daher Wahl des Skalenfaktors A:
Oé2 k 1-k
A= 5 =« — B=a "2 : L — AL
B
Bewegungsgl. ungeédndert — selbe Form der Bahnen
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ahnliche Bahnen

Vergleich Zeiten (t), Langen (1), Geschwindigkeiten (v), Energien (E), Drehimpulse (L)

! B (l/)l—% o B <l/>§ E B <l/>k L/_ <l/>1+%
t  \ ow o " E \U "L\

Anwendungen:

i. Harmonischer Oszillator (k = 2):

— Perioden von Amplitude unabhéngig
ii. Homogenes Kraftfeld (k= 1): t'/t= /U]l
iii. Kepler-Problem (k= —1):

NI
- = (7) 3. Keplersches Gesetz

Bem.: Unabhingigkeit von kleiner Halbachse nicht aus Ahnlichkeitsiiberlegungen ableitbar

Weitere Skalierungen: mg — ym, , U — 06U (7,0 >0)

yo?

— dhnliche Bahnen fiir A = W = Ja
iv. Konsequenzen fiir Streuung
dhnliche Streubahnen: Stofparameter b — ab , Streuwinkel 6 ungeéindert
o’
B = Ekin(t - :|:OO) = ,U’UC%O/Q — FErel
Wirkungsquerschnitt: j—g — o? j—g
Ansatz fiir Potenzial: U(F) = 6 rFu(7/r)
u(7/r) skalenunabhéngig, da nur von Richtung abhingig

Ausgangspunkt: Streuung fiir festes F,.q = Ey und § =1

dog

270 _ £

70 fo(0)

o’
Skalierung: JORIES WEO , 0 beliebig
d 2\ % Era\ ¥
o 2 Yo rel \ %
o= fo(0) <5ﬁ2> fo(0) <5E0> fo(0)
d Era\ F
g rel
o0 0

— Abhéngigkeit von Energie und Stérke des Potenzials (Parameter §)
vollig bestimmt durch Ahnlichkeitsiiberlegung!
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Rutherford-Streuung: k=-1, § =|x|

do K2 K2
rel E216sin* 3
Bem.: j—g ~ 6% allgemeine Vorhersage der QM —  klassisch nur fiir k = —1 méglich
dow  dogum

—a = 40 nur fiir Rutherford-Streuung moglich

v. Biophysikalische Anwendung

Biologie: Leistung eines Tieres ~ Oberfliche ~ [?

Grund: ca. 25% Muskelleistung, Rest als Wirme abgegeben
Wirmeabgabe ~ Oberfliche, daher auch verfiigbare Muskelleistung ~ 12

Lauf in der Ebene: Energieverlust vor allem durch Luftwiderstand
(wenn v nicht zu klein: Ameise!)

Reibungskraft Kr ~ v?1> —  Leistung ~ v3[?
— maximales v unabhéngig von [ und daher unabhingig von der Grofie (Hund, Pferd)
Lauf bergauf: Leistung mgv ~ [3v — maximales v ~ [~!
— Hund l&uft schneller bergauf als ein Pferd

Lit.: J.M. Smith, Mathematical ideas in biology, Cambridge UP (1968)

I11.3 Hamiltonsches Prinzip

Beh.: Euler-Lagrange-Gl. sind die Gleichungen eines Variationsproblems

Konfigurationsraum

Wege C1,Cy @ ¢'(t) fiir t; <t <to

Endpunkte ¢(t1), q*(t2) festgehalten
(i=1,....f)

Wirkung(sfunktional) Wirkung: where the action is

S[C] = /dtL(qi(t),qi(t),t) wegabhangig

Dimension: [Wirkung]=[Energie x Zeit]

Variationsproblem: gesucht wird der Weg C, der S[C] zu einem Extremum macht

Diskussion fiir f =1 (Verallgemeinerung trivial)

sei q(t) die gesuchte Extremalbahnkurve mit G(t1) = q(t1),q(t2) = q(t2)
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infinitesimal geinderter Weg:

q(t) =q(t) + ay(t) « infinitesimal, zeitunabhéngig
y(t) beliebige Funktion mit y(¢1) = y(t2) =0
as
Extremalbedingung: E(a =0)=0

Variation der Wirkung;:

01 - S(C) = [ ar {2t i)~ L0 70,0} = [ dt{ Ly + 2o+ 00}

o far{Z e A o

; 0 dt g dt 94
1
oL ? oL d oL
_ Yt = _2YH 2
— aaq,y\tl—kat/dty{aq dtaq,}—i—O(a)

as OL d oL ) . . B B
— da(a =0) /dty{ 9 Ea_q} =0 fiir bel. Funktion y(¢) mit y(¢t1) = y(t2) =0
oL d oL

— Losung des Variationsproblems g(t) erfiillt 0 AL oq =

‘ Hamiltonsches Prinzip (f beliebig) ‘

t2 . . L d oL
Wirkung S[C] :t{ dtL(q"(t),q"(t),t) extremal — g_ql - Eg_ql =0 (i=1,...,f)
Ergénzungen
i. Extremum ist in vielen Fillen ein (lokales) Minimum
— Prinzip der kleinsten Wirkung
am Beispiel des eindimensionalen Problems: L= %a’:z —Ulx)

Entwicklung um Extremalkurve Z(t) bis O(a?):  z(t) = Z(t) + ay(t)
2

L= %x2 —U®@) +0(a) + % (mi? = U"(@)y?] + 0(a?)
. s[c]= —w—/ﬁ > U"@)y] + O(a?)

y(t1) = y(ts) =0 —  fiir nicht zu grofle |ty — t1| dominiert meist der 1. Term mg? > 0
— S[C] minimal unter diesen Voraussetzungen

Allg.: Prinzip der stationdren Wirkung

42



ii. Lagrangefunktion nicht eindeutig bestimmt durch Euler-Lagrange-Gl.

df (¢'(t), 1)

L'=L+ — g mit bel. Funktion f (unabhingig von ¢*)
/ f2  df i i
S'=5+ fdt% =S+ f(q'(t2), t2) — f(q'(t1), 1)
¢
! unabhéngig vom Weg C
— S extremal — S’ extremal

iii. Holonome Zwangsbedingungen

Lagrangefunktion L fiir N-Teilchen-System ohne Zwangsbedingungen
Zwangsbedg. (holonom): Fo(7e,t) =0 (a=1,...,s)

Beh.: Bewegungsgl. sind die Euler-Lagrange-Gl. fiir L=L+ Z Ao Fo

a=1
Bew. in kart. Koord.:
OL d 9L 0L d OL <~ . OF,
N 81’6”' B E@i‘m’ N axm- B E@iai + O;Aa 81’6”'

— Lagrange-Methode 1. Art

Methode 2. Art: verallg. Koord. ¢',...,q¢/, ¢’ ..., ¢*N so einfiihren, dass
Fo(q'(t),t) = 0 identisch erfiillt mit konstanten ¢/*1,... ¢V

—  L(@.d\t) = L(¢'. ¢, 1)

— keine Zwangskriifte in den Bewegungsgl. fiir ¢*, ..., ¢/

II1.4 Symmetrien und Erhaltungssitze

Lagrange-Formalismus ideal geeignet, um Symmetrien der Bewegungsgl. entweder zu erkennen
oder einzubauen

Symmetrietransformationen:

Bewegungsgl. bleiben (form)invariant unter Transformationen

b=t ¢(t)—q"(t)
d.h., Bewegungsgl. sehen in ¢'(t),* genau so aus wie in ¢”(t'),t'
explizites Beispiel fiir (Form-)Invarianz: N Punktteilchen im Potenzial U(7,)
m A7 (1) 27y (t)
¢ dt? di"?
Euler-Lagrange-Gl. aus Wirkung S[q"(t)]

— hinreichende Bedingung fiir Invarianz:

Slg"()] = Slg'(t)]
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[atra @' @)e) = [ane®.qo.0

Klassische Physik: nur kontinuierliche Transformationen fithren zu Erhaltungsgrofien

relevante Struktur steckt bereits in infinitesimalen Transformationen (— Lie-Gruppen):

t — t'=t+ar(d, ¢, t)+0(?
) — ¢"(t") =d@) +ap(d,¢,t)+ 0

Invarianz der Wirkung:
0 = S[g"(t)] - Sla'(t)] = / dt'L(q"(t'), 4" (t'), ') — S[q' ()]

to

- [a(i+ a%) [L(qi(t),q'i(t),t) + a@u:o] — Sl¢' ()] + O(a?)

da
t1
muss fiir beliebige Intervalle [t1, to] gelten —
dr d dpi ,dr
L L q e =
dt+d (q +ap', ¢ +a i e t+a7'>\ 0=0
mit
y dq” (") dq” dt dq dp dr
il t/ — — B (1 _ _> 2
) == aar @t TYar ag) o)
¥ dpi dT
= g o o)
@' oGy —d' gy | +00)

Invarianzbedingung (unter Verwendung der Bewegungsgl.):

8L e 8L dp*  dr

0 = +Z (dt — 4 dt)
; Z-dT oL
= EZZ. aq'i +< Z ) toa”

L oL
ot |

Nebenrechnung;:

9 (1o 2y} 225 (B D O DLy L

at _aqd ) =0 T2 \ag? T agt " Vaag agl) T
d oL | or ;\ |

— i (s -

‘ Noether-Theorem ‘
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Invarianz der Wirkung unter kontinuierlichen Transformationen

t — t'=t+ar(d, ¢, t)+0(?)
¢t — "(t)=dt) +ap (¢, ¢, t)+0(?)

fihrt zur Erhaltungsgrofie

> 8_q'ip + (L - ; 8_q'iq ) 7 = konstant

fundamentale Erkenntnis der Theor. Physik:
gilt im wesentlichen genauso fiir klassische Feldtheorie, QM und QFT

Bem.: in QM und QFT fiihren auch diskrete Symmetrien (z.B. Paritit)
auf Erhaltungsgrofien

kontinuierliche Symmetrietransformationen bilden eine Lie-Gruppe (— M2)

Symmetriegruppe der klassischen Mechanik:
Galilei-Gruppe

allg. Galilei-Transformation in kart. Koordinaten:

/

i = Dijl'aj““/(]it“‘ROi a=1,...,N;1,7=1,2,3
t'= et+t DD =1; e =+1

x

D;;, Voi, Roi, to — 34+-34+3+1=10 kont. Parameter

— 10 Erhaltungsgrofien der klassischen Mechanik

N.B.: € = £1 diskreter Parameter ~——  Zeitumkehr liefert keine Erhaltungsgrofie

systematische Diskussion fiir

I 1 :,2 - -
L(Tyy g, t) = 3 Zmara —U(™,...,7N,t)
a

i. Invarianz gegeniiber rdumlichen Translationen (ﬁo — 3 Parameter)

Falt) — F) =)+ ad =
Ry
d bel. konstanter Vektor, « infinit. Parameter
. . ,
— Tq =T, — T invariant
Potenzial U invariant, wenn nur von Differenzen 7, — 7, abhéngig —

Translationsinvarianz: kein rdumlicher Ursprung ausgezeichnet

4 N 3 9] N .
pt=d;y, T=0 — Z Z 2% 'di = Zﬁa -d zeitlich konstant

a=1i=1 a=1
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N
da d beliebig — P= Z Da Gesamtimpuls zeitunabhéngig
a=1

ii. Invarianz gegeniiber zeitlichen Translationen (t; — 1 Parameter)
Fa(t') =Tt +a) = 7a(t)

t=t+a, 7
=1, p'=0
Wirkung invariant, wenn Potenzial U nicht explizit von der Zeit abhéngt
ou
U(ry,...,7 — =0
() =

oL
— L-%, a—q,iql konstant

T—-U = —F = konstant

1 52 o 52
3 Zmara —U(Ty) — Z MaT,
a a

gilt auch noch fiir holonome-skleronome (also vor allem zeitunabhingige) Zwangsbedingungen
Energieerhaltung

—

kein zeitlicher Ursprung ausgezeichnet

iii. Invarianz gegeniiber Rotationen (D — 3 Parameter)

— —/ — /
Tq —>T,=7TDa, t =1

(aktive) Drehung um z-Achse um Winkel «

z.B.:
xl cosa —sina 0 Zq
yr | = sina cosa 0 Ya
2 0 0o 1 2
D(«a)
D(a) =1+ ads + O(a?)
0 -1 0
infinitesimales o, mitdg = 1 0 0 — d3ij = —€345
0 0 0
mit €3 X Tyq = €; Eijl €3k Tal = €; €3] Tal = —E3ij €; Taj

—/ _

Tq x;é = (5” + Oéd37ij)é; Taj + O(a2)

A
Ty — Q€345 €] Taj + O(a2) =7, + a3 X Ty+ O(a2)

bei Drehung um beliebige Achse mit Einheitsvektor 7i:
=17, +a i X 7, +0(a?)

K
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Noether:
Zﬁa~(ﬁxfa):ﬁ-ZFaxﬁa:ﬁ~L
a

a

da 7 bel. Einheitsvektor

— Gesamtdrehimpuls L erhalten

wann ist Lagrangefunktion L (und daher die Wirkung S) drehinvariant?

kinetische Energie T" auf jeden Fall
Potenzial U rotationsinvariant, wenn U (7p,) = U (7)

z.B. wenn U (|7, — 7|) nur von Betrégen der Differenzen abhéngig

keine Richtung ausgezeichnet — Drehimpulserhaltung

iv. Invarianz gegeniiber speziellen Galilei-Transformationen (‘70 — 3 Parameter)

a

Ta(t) =7Ta(t) +atyt, =t

Vo

wobei 7y ein bel. konstanter Vektor ist

Erweiterung des Noether-Theorems:

da L nicht eindeutig, geniigt fiir Forminvarianz der Bewegungsgl., dass
Slq" ()] — S[q'(t)] wegunabhéngig

insbesondere fiir 4 L 4
T i
LE + _da’azo = Ef(q 7’5)

— ; g—q.ipz + <L — ; g—qiq’> T — f(¢’,t) = konstant
spezielle Galilei-Transformation:
. 1 .
L7, 7)) = 5 Zajma(fa + aiig)? — U(F, — )

raumliche Translationsinvarianz

—  U(r — 7p) auch invariant unter speziellen Galilei-Transformationen

T =
dL S d (., - d /, =
@’a:O = ;mara Vo = % <UO . ;mara> = M% ('UO : R)
p = Uot . . .
> Pa - Vot — MUy - R=t(Pt — MR)  zeitlich konstant
L N
da 1 beliebig — R(t) = Ry + Mt
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spezielle Galilei-Invarianz ——  Schwerpunktsatz

allerdings: da rédumliche Translationsinvarianz ~——  spezielle Galilei-Invarianz von U
—  Schwerpunktsatz folgt aus Impulserhaltung

L1 . P . . P
R:M;marazﬂ — R(t):RO—i_Mt

—

QFT: nicht nur Raum-Zeit-Symmetrien (Poincaré-Invarianz fiir relativistische QFT), auch
so genannte ,innere“ Symmetrien von Bedeutung (Isospin, Eichinvarianz, . ..)

III.5 Nichtinertialsysteme

Ubergang von IS am einfachsten in Lagrangefunktion

IS: (O, 7iy,7i9,73) festes Orthonormalsystem
NIS: (Op(t),e(t),ea(t),e5(t))  zeitabhingiges Orthonormalsystem
7(t) = R(t) + b(t)
b(t) = bi(t) €(t)
Lagrangefunktion L= % 7 U(7)

—

F=R+b=R+b&+bé
b; €;, analog dp:= b;€;
Relation zwischen beiden Orthonormalsystemen:
é;(t) = ﬁijZ‘(t) mit DTD =1 — ﬁj = Dji €;
Dji(t): Matrixelemente einer zeitabhéngigen orthogonalen Matrix

—

€; =1;Dj; = €, DjipDj; =: €pwyi

DTD = — D;jiDjy + DjiDjr = 0 = wy; + wik
— w antisymmetrische Matrix
1
Def.: Ql = §5likwki — WEi = 5ilel
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Q= — A xe =0 e xe; = el ey

daher: é; = gkfiklﬂl =0 x é;

Q(t):  Vektor der momentanen (instantanen) Winkelgeschwindigkeit

N

. F—R4ig+bOxe=R4ig+Oxh

Finsetzen in Lagrangefunktion:

=L

m [ = S \2 o
L:E<R—|—173—|-Q><b> —U(R+Db)

Interpretation:

R(t),Q(t) vorgegeben (z.B. rotierende Erde)
b,

L(b;, b;) als Funktion der Koord. im NIS
m =2 qu m Lo - . e PN
= SR + 350 5(Qxb) +mR- (75 + G xb) +mig - (4 xb) - U@)

. Lo = 5 dg_d S
mit R~(vB+Q><b)—R-%—d—(R b) R-b:
L= Bt min (Gx0)+ 3 (AxD) —mb- R0 + 5 7 +m (7-0)

2 B 2 2

Bem.: die beiden letzten Terme tragen nicht zu Bewegungsgl. bei

d oL OL
Fuler-Lagrange: Ea—bz ~ %, =
. I R A
ma(bi—ksijkﬂjbk):m UBXQ+(QXb)XQ_R:|i_a_bi ’-62'
. oU . = oo oo R - . -
mapg = ~ 0 € — mR — mejp, €;80;by — megjp, €,2b, +m g x Q+m (Q X b) x
wegen 173 X ﬁ = ka] gk X é}' = kajEkjigi = —Eijk é;ijk — mit ﬁ = QZ é;
m&B:—a—Ua—m§—2mQxﬁB—mQx (ng) —mﬁxg
ob;
Scheinkrafte

Scheinkrifte verschwinden fiir § = 0, R = konstant = IS
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zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeit:

aQ  d

%_E(Q,’ei):Qiei+Qiei:Q+QiQ><ei:Q

Diskussion fiir rotierende Erde

€1: Osten
€9: Norden

p: geographische Breite

Zerlegung der NIS-Basis in der IS-Basis (mit w := |(}])

Aquator
= —coswt 71 — sinwt iy
= sinwtsin @ 7] — coswtsin p s + cos  Tig é:
= —sinwt cos 71 + coswt cos @ Tio + sin ¢ 73

S oL

Winkelgeschwindigkeit:
Q =wiiz = w(cos p ey + sin p €3)

Kontrolle:
€1 = OQxé =w(sinpéy — cospes)
€y = QXxé =—wsinpe]
€3 = Q) xé&3=wcospe]

i. Tragheitskraft der Rotation: —mQ x b

da w ~ konstant auf der Erde:

O =w(cospQ x & +sinpQ x &) =0 x

Il
o

ii. Trégheitskraft der Translation: —mR

Rt)=R& — R=RH=ROx& — R=ROx(xa)
IR = O(Rw)
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2
1 Tag

=73-10%s"!, R=64-10m

w =

— Rw?=34-102ms 2 < g=9.8Ims? meist vernachléssigbar

effektive Erdbeschleunigung:

—

—g8% — R = —g&-ROx (Gx)=—g&-R(UT &) —w?)
= —&3(g— w?R cos? ) — w?Rsin ¢ cos ¢ &
— eff. Erdbeschleunigung: g — w?Rcos? ¢

Erdbeschleunigung am Aquator um 0.034ms™2 kleiner als am Pol
(experimentell leicht nachweisbar)

Erdrotation um die Sonne:

2
R=15-10"m, w~ T =2.107"s! — Rw?~6-10"3ms 2
7107 s
— noch einmal um Faktor 5 kleiner als durch Rotation der Erde

-, -

iii. Zentrifugalkraft: —m € x (ﬁ X l_;) = —mQ(Q-b) + mw? b

liegt in Ebene, die durch ﬁ, b aufgespannt wird
und K 7z L Q

fiir Q0 L b:
iibliche Zentrifugalkraft mw?b

Erde: \5\w2 < Rw? vernachlissigbar (keine Gefahr des Abhebens!)

iv. Coriolis-Kraft: —2m Q x UB

Korper auf Erdoberfliche: g = v1 €1 + vg €

—

Ko = 2mw(vy €1 + va€2) X (cos ¢ s + sin p €3)
= 2mw(v1 cos p €3 — vy sin p €3 + vy sin p €7
= 2mw sin o(—v; € + vy €1) + 2mwuy cos p €3 Nordhalbkugel
—— —
1 o
Coriolis-Kraft normal auf ¥ und Q

nordliche sinp > 0 rechts
Halbkugel: Ablenkung nach in Richtung v
siidliche sinp < 0 links

Punkt auf Erdoberfliche: b= 0
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wenn mRE vernachléssigt, Bewegungsgl. auf der Erde in guter Néherung:
map =mg—+2muip X Q

Coriolis-Beschleunigung;:

2|75 x Q| < 2|5p(7.3-10 s ~ 103 ms 2

trotzdem deutliche Auswirkungen auf Bewegung von Luft- und Wassermassen :

Drehsinn européischer Hoch(Tief-)druckgebiete (— Kontinuumsmechanik)
rechtes Steilufer der Wolga

keine Coriolis-Kraft am Aquator, auBer kleine Modifikation von ¢ (in Richtung &)

Freier Fall auf der Erde

geostationdrer Fall:  ¢vp(t=0)=0

S - - - t2 . ~
ohne K¢:  b(t) = b1(t) = bo — 97 3 (G=—gés)
mit Ko: b(t) = by (t) + ba(t) (Iba] < [b1], b2(0) = 0, 52(0) = 0)
da Gp=g+20p xQ
— 52:2273Xﬁ:2t§><§—|-0(i)2w)
— t3 . — g 3 o - . =
— bg(t):§gx§2:—§wt €3 % (cos @ ey + sinpes)
— T3 cos Y €1 Abweichung nach Osten
0
>

gw=981ms273-10°%s 1 =71-10"*ms?
Stein aus 100 m Hohe:

2H R 2H 3/2
T~ == — |2 2%00830(—) =22-10"%mecos ¢
g g

Ablenkung um 2.2 cos ¢ cm nach Osten

Ubung: Foucaultsches Pendel
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IV Kleine Schwingungen
kleine Schwingungen ~  harmonische Oszillatoren <« lineares System

héufiges Problem: System in der Ndhe einer Gleichgewichtslage
— in 1. Ndherung kleine Oszillationen um diese Lage

Beispiele:
e Pendel, Federkraft, ... (Kraft ~ Auslenkung aus der Ruhelage)
e clektrischer Schwingkreis ——  elektrische Wellen (— T3)

Molekiile ——  Schwingungsspektren

Kristall ——  Phononen

QFT: Schwingungen um Grundzustand (,, Vakuum®)

— harmonische Anregungen = Teilchen:
Photonen, Phononen, Magnonen (Spinwellen), ...

nichtlineare Oszillationen oft vollig andere Struktur (Chemie, Biologie)

Harmonischer Oszillator

grundlegendes Element der klassischen und der Quantenphysik

System mit f Freiheitsgraden

. . O
mulqt .. ,qf),  Ta= aqj-‘ql
1 -2 1 Org ; OFg .
_ == . 2J
r = Q;m”r“ Q;Waqiq o !

f — —
1 i j 87“a aTa 1 [
f— — —_ —— = = t v
2 z‘jz:lq ! Za:maaql o 3l
Lagrangefunktion

L") = 5 ts(a")ii e~ U(e")
Gleichgewichtszustand:

Losung der Bewegungsgl. der Form

¢W=aq Yt (i=1...f)
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oUu
Gleichgewichtslage < a_qi|qi:q(i) =0 (i=1,...,f)

Beweis:
T dor _or v
dt 9¢' d¢t  Oq¢t
—  ~
O(¢')  0(¢*?)

IV.1 Eindimensionaler harmonischer Oszillator

L= %t(q)d2 ~Ulq)

Taylorentwicklung um g = qq
au
U(q) = Ul(qo) + d_q’q:[m(q —qo)
1 d?U
+5(g— QO)Zd—qg|q:qo + O [(q - QO)S}

2 N————
anharmonische Terme

Oszillator-Naherung:  t(q) = t(qo) =: m

_m 1 5 d?U
— Lo=+54d"- U(qo) — 5((1 —qo) d—qg‘QZQO
. : . d*U
Vor.: Minimum des Potenzials bei ¢ = qq — d—q2|q:q0 >0
d*U .
Def.: d—qzlq:qo = mwd (wo > 0), g—q=n — q¢q=71

Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators (ohne irrelevante Konstante U(qo)):

. m . 1
Lo(n,n) = 5772 - §mw§n2

Euler-Lagrange:
d oL 0L

____:0: . 2
ion oy mn + mwyn

h&ufige realistischere Situation: zusétzliche , Reibungskraft
allgemeiner dissipative Kraft: Reibung, Ohmscher Widerstand, ...
Kr=-2mpn  (p>0)
meist verniinftige Ndherung fiir kleine Schwingungen
Bewegungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator (f = 1) mit Reibung :
i+ 2p1) + win = 0
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Cq. dE md /. 2 2 9 . 2 .92
Energiebilanz: o dl (17 + wyn ) =mn (17 + won) = —2mpn~ <0
Dissipation — nichtkonservatives System fiir p # 0

lineare, homogene Diffgl. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten (— Analysis, M1)

Standardverfahren: Ansatz  n(t) = ae™

i+ 201 + win =0 = aet ()\2 + 2p\ + wg)
— algebraische Gleichung fiir A mit den Losungen

A2 = —pE4/p? — Wi

allgemeine Losung der Bewegungsgl. (2 Integrationskonstanten)

Al # A (p #* WO) : T](t) = Re {ale)‘lt + age)‘2t} (a,- S (D)
M =X (p=wo): n(t)= e (b + bat) aperiodischer Grenzfall (b; € R)

Folgerung: Linearitdt und Homogenitdt der Diffgl. —

allgemeine Losung ist eine Linearkombination von 2 linear unabhéngigen Lésungen

Diskussion fiir

A# Ao
i. Starke Dampfung: p>wy — NER
n(t) = e Pt (ale\/mt + age_\/mt)
t>>(ﬁ2—_>u)3)*1/2 ale_t[p— p?—w3] (a; €R, aj #0)
exponentieller Abfall
ii. Schwache Dampfung: p<wy — A2 komplex konjugiert

Def.: w=,/wd—p?>0 0B.dA — A2 =—ptiw
n(t) = e " (¢ coswt + ¢y sinwt) (ci € R)

geddmpfte harmonische Schwingung

p = 0: ungeddmpfter harmonischer Oszillator

Kreisfrequenz w, Frequenz v, Periode (Schwingungsdauer) T

_27r
T

w = 21r
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Sphérisches Pendel in Oszillatorndherung

zur Erinnerung: 7T = %ZQ (92 + ¢2sin? 0) , U=mgl(1l — cos0)

effektives Potenzial (E =T, + U, 11 = %l292)
L2
Ugf = —=2—— 1(1 —cos#f
T omi2sin20 Fmgl(l = cos6)

a) L, = 0: ebenes Pendel — = konstant

v

1
Uet(0) = U(0) = U(0) +56°——(0) + O(6")
0
d*U d*U
T mglcos — W(O) = mgl
Lagrangefunktion
Lo="2p2 (9’2 - 992> (n = 16)
2 l
— ungedimpfte Schwingungen: w2 = T p=0
— Frequenz unabhéngig von der Masse

allg. Losung mit Anfangsbedingungen

6(t) = 0(0) cos wot + @ sinwot
0

b) L, #0
a
Uet(0) = —5— + b(1 — cos )
sin” 6
2
a=—2=>0, b=mgl>0

2ml?

dUegr B 2a cos 6
a9  sin’6

sint6y,  2a

+ bsin 6

>0 — 0<90<E

cosfy b 2
U 1+ 2cos?0 9—0, , 1 + 3cos? Oy
=92 bcos =" b———
do? “ sin* 6 bcos cos g
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mit n = 1(0 — o)

Lo = —120% — Ue(60) — = (0 — 00)*Uliz(00) ~ —1* — —win®?
2 2 2 2
b 1+3cos?6y g1+ 3cos?by g
2= ——— —  ——Z_ " >9/3%
— YO T 2T cos 0o I cosfy >2V3 l
— Frequenz hingt von der Masse iiber 6y ab (Unterschied zum ebenen Pendel!)
allgemeine Losung fiir 6 : 0(t) = 6y + a1 cos wot + ag sin wot

Losung fiir ¢:

b= L, _ 2a 2a 4a cos 0y

- - 0 — 60) + O
mi2sin?0  sin?6  sin?6,  sin3 6 ( 0) +0()

allgemeine Losung des sphérischen Pendels in Oszillatorndherung:

0(t) ~ 6y~ aicoswot + agsinwpt

2a 2bsin 6y

t) ~ + t
80( ) o SiH2 90 wo

(a1 sinwot — az cos wot)

(t): Osrzillation, die einer gleichférmigen Kreisbewegung iiberlagert ist
N.B.: 0y ist keine Integrationskonstante (hingt von L, ab)
Integrationskonstanten:  aq, as, @o, L. — 0(0),0(0), »(0), $(0)

elektrischer Schwingkreis (— T3)

Ladung Q(t), d&uBere Spannung U,
Strom I(t) = Q(t)
Ohmscher Widerstand R

Selbstinduktion L, Kapazitit C

1. Kirchhoffsches Gesetz:

LO+RQ+ % =U,
Q — o — 2 = — w2 (Thomsonsche Formel)
”77 L p? LC 0

geddmpfter (R # 0) harmonischer Oszillator unter Einfluss einer dufleren Kraft

IV.2 Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen

Linearisierung eines allgemeinen Problems mit f Freiheitsgraden
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: ou
Entwicklung um Gleichgewichtslage ¢ (i =1,..., f) mit —

dq |qi=q3 =0

(Mg — Kignin®) = Ulgh) + O(n®)

DO =

L(g'4") = 5 tij(a")§'d’ = U(d") =
mit
. . , 02U
_ _ _ k _ _
0t =4q" =gy, Mg = Mji = tij(q5), Kij = Kji = quk:qg

Euler-Lagrange ' '
M;;i? + Kijn? =0 (i,j=1,...,f)

lineares System:  f lineare, hom. Diffgl. 2. Ordnung mit konst. Koeff. (— Analysis, M1)

Positivitat von T

O OF - O
M;; = Zmaa_qi ' 8—qj’qk=q§ —  Mdd = Zmafaza_qi! >0
a a

wegen linearer Unabhiingigkeit der f Vektoren 07, /0q" (fiir jedes a und i = 1,..., f),
fiir beliebigen reellen Vektor @ = (a',...,al) # 0

— M  positiv definite Matrix
Minimum des Potenzials: Kijaiaj >0

— K semi-positiv definite Matrix

Standardansatz im Komplexen: 7 = ve™? (n,v € Cf)

physikalische Losung durch Real- oder Imaginérteil
—wMv? + Kijjd =0 — (K —w?*M)v =0
notwendige Bedingung fiir nichttriviale Losung v # 0 : det(K — w?M) =0

Sékulargleichung (charakteristische Gleichung)

algebraische Gleichung f-ter Ordnung in w?
— f Losungen w? (Eigenwerte) mit

(f-dim.) Eigenvektoren v, : (K —w:M)v, =0 (ohne },)

Eigenwertproblem fiir positiv definite Matrizen:

i w2>0 — veeat  ungeddmpfte Schwingungen
ii. v, konnen immer reell gewéhlt werden

iii. vo (@ =1,...,f) linear unabhingiges Basissystem in RS

allgemeine Losung: Realteil einer Linearkombination der 2 f Lésungen

aeiiw“t

v — 2f Integrationskonstanten
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Wa Figenfrequenzen des linearen Systems
Na(t) = voe™@eot Eigenschwingungen ”

Normalkoordinaten

mogliche Normierung der Eigenvektoren (da M pos. def.): vfoijvé = 0B
f
Def. der Normalkoord. @, : n(t) = Z Qa(t)vg
a=1

— 0L My () = vi, My Qa(t)vh = SapQa(t) = Qu(t)

/
1 o o 1 . . o . . 1 )
Lo =5 (Mijnlnj - Kijnlnj) = §(QaQﬁMijvévé — QaQpuy Kijvy ) = 5 > (Qi - wiQi)
hen'and a=1
w%Mijvé
— f entkoppelte harmonische Oszillatoren
Qo+ wiQa =0 (a=1,....f)

Spezialfall:  w, =0 — Qu(t) = ag + bat aperiodischer Grenzfall

Anwendung: lineares 3-atomiges Molekiil (f = 3)

,COz-Molekiil

Vor.: nur Wechselwirkung zwischen

néchsten Nachbarn berticksichtigt
Gleichgewicht: 29 — 20 = 2% — 29 =d Vor.: V(—z)=V(x)
U(z1,29,23) = V(rg—x1)+ V(ry — x3)
1 1
= 2V(d) + 5v”(d)(a;Q —x —d)? + 5v”(d)(gc?, —xy—d)* + ...

mit z; = 2 + 1, k:=V"(d) >0

_ Mmoo 2 my .o K 2 )2
Lo =+ (2 +03) + 5 2~ 3 (02 =) + (15 = 12)’?]
Translationsinvarianz erfiillt: L invariant unter n; — n; + a
1
— Q3 = ————— [m(n1 + n3) + mang] Schwerpunktskoord.
mo + 2m

3
Def.:  y;=mn—Q3 — Zmzyz =m(y1 + y3) + may2 =0
i=1

eliminieren Yo = —ﬁ(yl +y3) in Lo: Mg =2m + mao
ma
LSS B m2 .o MS'2_E 2 2
Lo = 3 (y1 +y3) TRt Q3 5 [(yz y1)” + (ys yz)}

59



m m 2m Mg .
5 K +m2)(y1 +y3)+m2y1y3 += Q35

k 2m  2m? m m
-5 l(l + —+ —2> (yi+v3) + dy1ys— <1 + —>]
mo ms m2 m2

Schwerpunktbewegung absepariert durch Koordinatentransformation 11,12, n13 — y1,y3, Q3

Qs(t) = Q3(0) + Q3(0)t Normalkoord. mit w3z =0

2-dimensionales lineares System mit Koord. 1, y3 bleibt zu lésen:

2 2m  2m? 2m m
m(1+ﬁ) o 1+ ==+ —(1+—)
M = meo mo K=k ma ms ma ma
m m ’ 2m m 2m  2m?
— ml|l+— — 1+ — I+ —+4+—
ma ma mao mo mo my
Notation:
2
Mlzm(1+ﬁ), My =2
mo ma
2 2m? 2
K1:k<1+_m+ﬂ2>7 Ky 20 (14 1)
mo ms meo mo
Sékulargleichung;:
Ky, —w?M; Ky — w?M.
2 o 1 1 2 2 | _ _ _ _ —
det(K — W M) == ’ K2 . w2M2 K1 —w2M1 = (K1 w Ml) (K2 w Mg) 0
Losungen:
Ky —wiyMy = (K> — w},M)
k 2
w% = — |1+ _m)
m mo
k
2 2
= —<
Wo m Wi
(K —w?M)v =0 — v1~<i>, v2~<1_1>
Normalkoordinaten:
Q1 = ViMy; ~ vy +ys
Q2 = veMiy; ~y1 — Y3
Q3 = [m(m +n3)+ mana] /Mg
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Normalschwingungen:

Uil 2 13 w
Q1#0,Q2=Q3=0: 771=n37772=—2—m771 E(1+2—m)
m2 m mo
Q2#0,Q1=0Q3=0: 0 =-n3,m2=0 %
Q3#0,Q1=0Q2=0: g =m =13 0

Qa(t) = aq coswat + by sinwat (o =1,2), Q3(t) = a3z + bst

allgemeine Losung fiir Auslenkungen (Normierung: Q1 =y1 + y3, Q2 = y1 — y3)

mo= 5@+ Q)+ Qs

n = _%Ql + Q3

o= Q- Q)+ Qs
6 Integrationskonstante aq,ba (a=1,2,3)

Ubung: Doppelpendel

IV.3 Lineares System mit dufleren Kriften
Beschrankung auf f =1

mii + 2mpn + mwin = K(t) aufere Kraft

i. Periodische duflere Kraft
Beispiel: Wechselspannung im elektrischen Schwingkreis

K (t) = K coswt

leichter im Komplexen zu l6sen — am Ende Realteil nehmen
n(t) —  2(t), n(t) = Rez(t)
K(t) — Kot K(t) = KoRee™!
Ko .
4205 +wiz= Eoe“"t (Vor. : p < wp)

allg. Losung einer linearen, inhomogenen Diffgl.:

eine spezielle inhomogene + allgemeine homogene Losung

homogene Losung = geddmpfte Schwingung:

+ zpe?t Mo=-pEt/p?2—wit=—ptiw
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Ansatz fiir spezielle inhom. Losung: 2s(t) = Ae™t

. Ky
A (—w2 + 2i pw + w%) et = 20wt
m
A= Ko :
m(wd — w? + 2i pw)
allg. Losung: 2(t) = Aet 4 z1eMt 4 zpet2t

t — oo : homogene Losung z,(t) klingt mit e™#* ab

— allg. Losung geht nach Einschwingvorgang immer in die

durch K (t) erzwungene spezielle Losung iiber

— Anfangsbedingungen (stecken in z1, z9) werden ,, vergessen*

Polarzerlegung: A = |Al]e’® —  1n,(t) = Re(Ae™?) = | A| cos (wt + )

K? 2pw
AP? = 0 tand = ——=
|4l m? [(w? — wd)? + 4p2w?] w? — wd
Maximum von |A|? bei w2, = w? — 2p? (Vor.: 2p? < w3)
1 .

[A[? = 51 ARax bel Wi = wf — 20 & 2py/wf — p?
schwache Dampfung;: 0<p<Kwy: Wmax =Wy, W =wgp

w — wp: Resonanz — maximale Amplitude

T Am2p2(wd — p?)  Am2pPuwd

Folgerung: Maximum umso héher und schméler, je kleiner die Dampfung p
(,,Resonanzkatastrophe®)
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Phasenverschiebung: Phase der erzwungenen Schwingung n,(¢) hinkt der Kraft K (t) stets
nach (6 < 0); § geht umso rascher von 0 nach —7 (fiir w > wy), je kleiner die Ddmpfung p

Frage: warum tritt dieses Resonanzverhalten in der Physik sehr haufig auf, auch wenn die
dulere Kraft nicht rein periodisch ist?

ii. Fourieranalyse und Green-Funktion

allgemeine Form der Bewegungsgl. (im Komplexen)
mi + 2mpz + mwiz = K(t)
Vor.: |K(t)| fallt geniigend stark ab fiir ¢ — 00

genauer:

/dt!K(t)] <oo o K(t) € Li(—o0,00)

Analysis: K(t) € Li(—o00,00) 3 Fouriertransformierte K (w)
o 1 T —iwt . 1 T iwt 1o
K(w) = T / dte”"" K(t) mit Umkehrung K(t) = Nz / dwe™" K (w)

Frequenzspektrum der dufleren Kraft

wenn |K (w)|? bei w; konzentriert

— Resonanzverhalten fiir w ~ w;

wichtige Konsequenz der Linearitit der Diffgl.

[e.e]
1 -
mz + 2mps + mwiz = K(t) = — / dwe™" K (w)
vV 271'_OO

fiir K(t) = ¢! Losung bereits bekannt:

twt iwt

2@ = ¢ = & V21G(w)

m(w — w? + 2ipw) m

daher spezielle Losung fiir obige Diffgl.

wt

1T e )
zs(t) = \/—27_[0 dw K (w) — V21G(w)
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= /dwe“"tG /dweth /dse_“"sK

_ % / dsG(t— )K(s)  mit G(t):\/% / dwe G(w)

‘ G(t): Green-Funktion der linearen Differentialgleichung ‘

Bedeutung: wenn Green-Funktion bekannt ——  spezielle Losung der inhomogenen Diffgl.

durch einfache Integration (Faltung)

:% / ds G(t — 5)K (s)

weit verbreitetes Verfahren der Theor. Physik, insbesondere fiir alle linearen Diffgl. mit kon-
stanten Koeffizienten anwendbar
Bem.: Green-Funktion G(t) nicht eindeutig,

da nur bis auf homogene Losung der Diffgl. bestimmt

Berechnung der Green-Funktion fiir den harmonischen Oszillator

oo

1 eiwt
t iwt /
G = No / duwe Glw) = o dww% — w? + 2ipw

—0o0

Standardmethode fiir Integrale dieses Typs: komplexe Integration

ezwt

Int d =
ntegrand  f(w) 27m(wg — w2 + 2ipw)

f(w) meromorphe Funktion der komplexen Variable w:

einfache Pole bei wy o(=iA12) =ip £+ @ mit @2 =wi—p?>>0

cwt _ git(Rew + i Imw)

_ e—tImw eitRew
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t < 0: Cauchyscher Integralsatz
/dwf(w): dwf(w) =0
C

t > 0: Residuensatz
/dwf(w):?{ dwf(w)sziZRi
Cs -

fiir einfache Pole: R; = lim (w — w;)f(w)

w—w;

1wt twit

flw) = — Ri=5———  (j#9)

27m(w — w)(w — wa)

Ergebnis: Green-Funktion des harmonischen Oszillators

ot (=it _ giwt) _ptSInwt
/ dwf(w )47Tw (e e ) =6(t)e —
mit Stufenfunktion
1 t>0
b(t) = { 0 t<0
Interpretation der Green-Funktion G(t)
+ 2ipw + 17
G+ ZpG + wSG = / dwe® w? P wo = — / dwe™t =
wi —w?+2ipw 27

Diracsche Delta-“Funktion“ 0(t) = d(—t)

Fouriertransformation:

K(t) = /dweth /dwe“"t / dse ™K (s

= /dSK(S)% / dwe™ =) = /dsK(s)é(t—s)

Distribution 6(t) (— M2)

lineares Funktional auf einem geeigneten Funktionenraum
o

K(s) — J dsK(s)d(s) = K(0) zugeordnet
—00

sicher keine Funktion im iiblichen Sinn:
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d(s)=0 fir s#0, aber [ dsi(s)=1

d-Distribution kann durch Funktionenfolge dargestellt werden:

n—oo

lim / da fo(2) K (z) = / dzd(2)K (2) = K(0)

mit .
lm fu(@) =0 V2 #0, und / drfo(r) =1 Vn
Beispiele:
: 2
n —n2x2 ﬁ Sl nx
fn(aj) - 7.‘_(1 —|—n2x2)’ ne ’ T < nx >

§(z) = 6(—x) §(ax) = %5@;) (a € R)
z6(x) =0 3(x) = %9(:@
5(f(z) = Z % fiir einfache Nullstellen z;
/ dzd (2) f () = —1(0) partielle Integration

Sprechweise der Physik:

G(t) 16st inhom. Diffgl. fiir den ,,instantanen“ Kraftstof3 §(¢)
— jede Kraft als Uberlagerung solcher KraftstoBe darstellbar

K(t) = / dsé(t — $)K(s) — —— zs(t):% / dsG(t — $)K(s)

IV.4 Rasch oszillierende duflere Krifte

Diskussion nicht auf kleine Schwingungen beschriinkt, aber fiir f = 1 Freiheitsgrad

. dU
mi == + k(q,t)

mit einer ,rasch® oszillierenden Kraft
k(q,t) = k1(q) cos wt + ka(q) sinwt
rasch oszillierend: w > 27/T

wobei T' die charakteristische Periode einer gebundenen Bewegung fiir k(q,t) = 0 ist
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Erwartung: kleine Oszillationen um Trajektorie im Potenzial U

Ansatz:

»grofle”

q(t) = Q(t) +&(¢) mit ,kleiner* Amplitude £(t)
Amplitude Q(t): mittlere Lage des Teilchens, gemittelt iiber die kurze Periode 27 /w
27w

andererseits: £(t) = % / dt'ét+t)=0
0

Entwicklung fiir kleine &:

m@Q +mé = —U'(Q) — EU"(Q) + K(Q, 1) + &K' (Q, 1) + O(¢?)

zeitlicher Mittelwert iiber kurze Periode

mQ = -U'(Q)+&k(Q,1)
—  mé = k(Q,t) —EU"(Q)+ K (Q,t) — EK(Q, 1)
klein von O(§)
— mé = k1(Q) coswt + k2(Q) sinwt + O(¢)

. 1 k(Q,1
¢ = — (kysinwt — kg coswt) — E(t) = — (Q’2)
mw mw
Bewegungsgleichung fiir grole Amplitude
.. 1
=-U — —— kK =: -U!
mé = -U'(Q) ~ — (@)
. ’ 1 2\/ ~ 35 — e
mit  kk' == (k ) , sin“wt = cos?wt = —, sinwtcoswt =0:
2 2
1 =7 k1(Q) +£3(Q)
o (Q) = K2(Q.t) = ! 2
Uer(Q) = U(Q) + 5 —F2(Q,1) = U(Q) + "1y
k2 k2 —
Bem.: M = mfz mittlere kinetische Energie der Oszillationen
dmw? 2
Beispiel: ebenes Pendel mit vertikal oszillierendem Aufhingepunkt
x =1sinf a <<l

z =1cos0 + acoswt w>>\/§

i =l cos 60, 5 = —Isin A6 — aw sinwt
L = % (&% + 2%) + mgz
= % (1292 + 2awl sin 60 sin wt) + mgl cos 6 + %azw2 sin? wt + mga cos wt
2 62 aw? 9 . .
= ml 5 + — ¢os 0 cos wt + 7 cos 0 ) + totale Zeitableitung
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Bewegungsgleichung (Q = 16)
mlf = —mgsin 6 — maw? sin 6 cos wt
— k1(0) = —maw?sin 6§, k2(0) =0

effektives Potenzial

m2a’wt
Uet(0) = —mglcosf + Rl 0 = Uet(—0)

2 2
= mygl (— cosf + % sin? 9) mit r = a2;l

'5(0) = mglsin® (1 +rcosh)

5(0) = mgl [cos 6 +r(2cosh — 1)}
Extrema: sind =0 — =0,
cos =—1/r (nur fiir r > 1)
0 =0: =mgl(1+7)>0 immer Minimum
o "o B >0 fir r>1 Minimum
f=m et = mgl (=1+7) <0 fir r<1 Maximum
cos =—1/r: Ul = m—gl(l—rz) <0 firr>1 Maximum
r

Folgerung: 6 = 7 stabil (d.h. Minimum) fiir

r>1 — w > =
a? l

5 _ 2gl _ g2l2 g
a®> 1

Beispiel: I =20 cm, a = 1 cm

w
= >325!
14 27‘(‘ S

etwa mit 50 Hz Wechselspannung

Ubung: Pendel mit horizontal schwingendem Aufhéngepunkt
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V Starrer Korper

Abkehr von Idealisierung der Massenpunkte: endliche Ausdehnung des Korpers berticksichtigt
Idealisierung des starren Korpers: gegenseitige Abstdnde der Bestandteile konstant
|7a(t) — 7(t)] = dup  zeitunabhéngig Va,b=1,...,N

— N-Teilchen-System mit
holonom-skleronomen Zwangsbedingungen (autonomes System)

Vor.: duflere Krafte sollen Abstidnde d,, nicht verédndern konnen
— Krifte schwach im Vergleich zu Bindungskréften im starren Korper

Idealisierung aufgehoben in Kontinuumsmechanik

V.1 Kinematik und Eulersche Winkel

analog zur Diskussion der Nichtinertialsysteme

raumfestes KS korperfestes KS

— —

7(t) = R(t) + ba(t),  ba(t) = baiéit)

per Def. des starren Korpers: bai = 0

. F=R+Gxb,
R: Translationsgeschwindigkeit, O x by: Rotationsgeschwindigkeit
Q(t) = Q(t)&(t): (momentane) Winkelgeschwindigkeit

zur Erinnerung:

Z: Q x b normal auf @ und b

|b|dt = || b|sin a|dt = b sin o|dy
S o 0
|2]: Winkelgeschwindigkeit um Achse @
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€i(t) =1n;Dj;(t) mit orthogonaler Matrix D: DDT = DTD =1
Standardparametrisierung der Drehmatrix D(t):

Eulersche Winkel

Drehung um 7i3 Drehung um i,
—

—_—
Drehung um 74 =é3
—
€ = 1 R1 () jx Ro(0) i R3(¢)1i
cosp —sing 0 1 0 0 cosy —siny 0
— D= | sinp cosp 0 0 cosf —sind siny  cosy O
0 0 1 0 sinf  cosd 0 0 1

CpCohp — SpCPSyy  —CipSeh — SpCHCyp SpSe

D = | spcy +cpcosy —8pSy + CpCocy  —CpSh
505y S9Cy Co
D~ =DT — Zeilen- und Spaltenvektoren orthonormal

Vorgangsweise: verallgemeinerte Koord. o(t),6(t),1(t) des starren Korpers eingefiihrt
bestimmen zusammen mit ﬁ(t) die Lage des starren Korpers vollstédndig

Menge der eigentlichen Drehungen (d.h. ohne Spiegelungen, daher det D = 1):
Drehgruppe SO(3)
spezielle (det D = 1) orthogonale Gruppe in 3 Dim.
—  Konfigurationsraum des starren Kérpers: SO(3) x R3 (6 Freiheitsgrade)

€ =Qx e =1;Dji =€ DixDji  — U= euwpi
—_——

Wi
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Q1 = fcost+ ¢sinbsing
Qy, = —Osiny + psin f cos P
Q3 = ¥+ ¢pcosh

6 Bewegungsgl. notwendig, um I%(t), Q(t) zu bestimmen

Bem.: D unabhiingig von Wahl von Op, daher auch (3(t):

momentane Winkelgeschwindigkeit des starren Korpers

V.2 Eulersche Kreiselgleichungen

kinetische Energie durch é, O ausdriicken

1 N 52 1 N = - 2
T = §a:1mara:§;ma<R+Qxba)
1 =2 | S o2
= 3> maR +ZajmaR-(Qxba)+§zma(Qxba)
M2 [ 1 vy (a2
= SR +(R><Q) ;maba+§;ma {szj_(ﬂ ba)}
N——
M}?is

2. Term verschwindet, wenn (wie im weiteren angenommen)

entweder i. Op Schwerpunkt — Rs =0 (bis auf Weiteres)

oder ii. Op festgehalten — R=0  (Abschnitt V.3)

Rotationsanteil der kinetischen Energie:

1
Trot = §QZIZJQ] mit
a

Komponenten des Tragheitstensors [

T=Ts+ Trot kin. Energie
M =2
T = 7R kin. Energie der Schwerpunktsbewegung
1
Trot = §IijQin kin. Energie der Rotation

haufiger Fall: Korper mit kontinuierlicher Massenverteilung

M=% ,m, — M = [ d3bp(b) mit Massendichte p(b)
Vi
— = Vf d*b P(g) (5ij52 - bz‘bj) Vi Volumen des starren Korpers
K
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Drehung um feste Achse @ (72 =1): Q=0
1 1
Trot == 59212‘]'71@'11]' == §InQ2

I, = I;jn;n;: Trigheitsmoment des Kérpers beziiglich 7

Analogie zur kin. Energie des Punktteilchens

1

T=—-mv — Trot = §IHQ2
«— I,
v — Q

I;;: wegen I;; = I; zunéichst 6 unabhéngige Komponenten,
die natiirlich von Wahl der é€; abhingen

Lineare Algebra: Hauptachsentransformation (fiir relle, symm. Tensoren)

3 3 orthonormale Vektoren €;, sodass I;; diagonal in dieser Basis

Ly 00 €;: Haupttragheitsachsen
ILj=| 0 I 0
0 0 Iy 1;: Haupttragheitsmomente
I = [ d3bp(b) (52 = bib,-) > 0; I; =0 nur fiir unendlich diinnen Faden
Vi
praktische Durchfiihrung: Diagonalisierung (Eigenwertproblem )

gehen zunichst von bel. Basis {€/} aus, in der Tensor I nicht diagonal ist:
I = I;j€] ® €] in Tensornotation

neue Basis {€;} mit {€} {iber orthogonale Transformation O verbunden
I = I;j&, ® & = ;O © 056 = 1) & © &
mit Diagonalmatrix I, lgtli) (Diagonalelemente I;):

Ilg;l) = 04051i; = (OTIO)M — L;;Ojr, = OijIJ(-z) = 1,.0;1, (ohne Z)
K

I ([7,] - Iké’l]) Ojk =0
fir festes k2 homogenes Gleichungssystem fiir Oj;,  (j = 1,2,3)
3 nur dann nichttriviale Losung, wenn
det (Iz'j — Ikéij) =0

algebraische Gleichung 3. Grades in I; da [ positiv definit
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— 3 3 reelle, pos. def. Losungen I,

Haupttriagheitsmomente I: Eigenwerte des Tensors

Oj, immer als 3 reelle orthonormierte Vektoren fiir £ = 1,2, 3 wéhlbar

— Eigenwerte I und diagonalisierende Matrix O bestimmt

Haupttragheitsachsen oft aus Symmetrie des starren Korpers ersichtlich:

wenn Korper invariant bez. Drehungen um Achse 7 mit Winkel 0 < o < 27

7 Haupttrigheitsachse und die beiden anderen Haupttrigheitsachsen sind 1 7

auBerdem: wenn o # — I =1, (fir7=eé3)

im Hauptachsensystem:
1
Tiow = 5 (097 + 193 + 103)

— alle € mit gleichem Ty liegen auf dem so genannten

3
Tréigheitsellipsoid: {z;]| Z Liz? =1}
i=1

fest mit Kérper verbunden, Hauptachsen des Ellipsoids in Richtung €; mit Lingen 1/v/T;

wenn Tyt konstant (< keine dufleren Krifte, R= konstant), bleibt Q /v 2Tt stets auf diesem
Ellipsoid

Berechnung des Trégheitstensors

oft einfacher, statt Schwerpunkt Op anderen Ursprung O% zu wéhlen

b= d i1
— P
I}y = Sama (85552 = b )

-

= Y0 o [65(Ba = d)? = (bas = ;) (bay — ;)]
= Iij + M (5@(?2 — dzdj) — 25@'&" Za mal_;a
—I—di Za ’I’)’Labaj + dj Za mabm-

da Op Schwerpunkt — Ya maga: 0

| Satz von Steiner |

‘[z{j =IL;+M (5@'6?2 — didj)
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Trégheitsmoment beziiglich Drehachse 7i:
.[7/1 = [Z(jn,-nj = I,-jnmj + M ((57,]6?2 — d,d]) nin;
. - 2
= L+ M |d* = (d-2)?| = L+ M (dx7i) > 1,

Folgerung: bei vorgeg. Richtung der Drehachse 77 ist Trigheitsmoment minimal,
wenn Drehachse durch den Schwerpunkt geht

statische Unwucht: 7 nicht durch den Schwerpunkt

Haupttriagheitsmomente eines homogenen Kreiskegels

Masse M = prR2H/3

. 1 . 1 .
Schwerpunkt Rg = U Zmab; = /d?’b/pb/

MRgs=p [dzz [ drr [de
0 0 0

2.2
2H?
— Rg3=3H/4

" T p2772
=2mp [dzz :ZPRH
0

I = [ d® p(bt)) (5’2 - b;z): p = konstant fiir homogenen Kérper
H  Rz/H 2 H 44
I :p/dz / drr/dgor2 :27Tp/dz <§) Zz = %pR4H
0 0 0 0
3 - 3H
— I} = — MR? — I3=1I, da d=-—"-=6&|7
10 4
H Rz/H 2
= I :p/dz / drr/d(p(z2 + r2sin? )
——
0 0 0 )2
H Rz/H 9
2 ,,/'
= 27rp/dz / drr(z —|—§>
0 0
3 i R? 3 3 3
— S MR 42 /d—4:—M2 TORH® = - MR? + > MH?
50 R* + 7Tp0 ek 50 R +5pR 50 R +5
mit (i) =@ = (M)
-\ 4
PO VAL L G L
teeoa 16 20 4

fir H=2R: L =1 =13 — Trégheitsellipsoid = Kugel
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Drehimpuls

bezogen auf Schwerpunkt Op des korperfesten Systems

E = ES + Erel = Erel da

~
Wn
1
O{E:L):Ul
X
vl

Analogie:
Impuls Drehimpuls
des Punktteilchens des starren Korpers
pi = mu; L; = 1,;;Q;

bezogen auf Haupttrigheitsachsen (Iij = I;0i5)
Li = IZQZ (ohne Z)

%

Folgerung: L und § sind genau dann parallel, wenn € || Haupttrégheitsachse

Veranschaulichung mit Trégheitsellipsoid:

3
F(Q) =) L0} — 2Tyt =0
=1

N-Teilchen-System als starrer Kérper

innere Kréfte fallen heraus, da als Zwangskrafte in Richtung der Verbindungslinie je zweier
Teilchen:
Kaop = —Kpa ~Ta — T

bezogen auf Op = Schwerpunkt: R Schwerpunktsvektor im raumfesten KS

Bewegungsgl. fiir Schwerpunkt Drehbewegung bez. Schwerpunkt
. N . . N
B ot = 3 R — M L= fet = 35, w Ro
a=1 a=1

Gleichungen fiir Drehbewegung miissen Gleichungen fiir Eulerwinkel sein

L = aWl9t), N =NZ(@0)e()

L = ﬁXéIiij+€iIiij:Ntha ‘gk
— O = L Q4 L (Q X &) - @ = Ly + epalij QY
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Nt = LiQ; + €19

Eulersche Kreiselgleichungen

explizit (Komponenten im korperfesten KS, bezogen auf Haupttrigheitsachsen):

N = [0+ (I3 — )220
N§ = LOy+ (I — I3)Q0
NS = LOs+ (I — 1) Qs

3 (nichtlineare !) Diffgl. 2. Ordnung fiir Eulersche Winkel ¢, 6,1

Hauptproblem: N muss im korperfesten KS zerlegt werden, wahrend K meist im raum-
festen KS bekannt ——  i.a. sehr schwierig (in analytischer Form) zu lsen

kréftefreier starrer Korper: Kot =0 — P=L=0

FEulergleichungen i.a. durch elliptische Funktionen gelst

Freier symmetrischer Kreisel (Nt = 0)

Vereinfachung durch Symmetrie: I; = I, (€3 Figurenachse)

— Q3=0 — 3 = konstant

Ql + AQy =0
Qy — AQ; =0
I3 —1T
mit A = =3 L )3 = konstant

I

. % (Q% + Q%) =2 (9191 + 9292) =0

— %52 =0 — )] = B = konstant
Q1 = Bcos At , Qo = Bsin At

Is -1,

Folgerung;: O rotiert gleichméBig mit Winkelgeschwindigkeit Q3 auf einem festen

1
Kegel (Gangpolkegel) um die Figurenachse €3

Erde: ~ abgeplattetes Ellipsoid mit I3 > I; = I,

Is— 1 1 2r 1
A=Q ~ Q33— = —
n #3001 Tag 300
— Umlaufperiode von Q um €3 (Nord-Siid-Richtung) von 300 Tagen zu erwarten

(Euler, 1765); tatséchlich ca. 427 Tage

Grund: Erde kein starrer Korper, sondern fliissig im Inneren
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3
Z Le =1 (Qlél + 9252) + I3Q3¢3

N
Il

=1

I, (G — Q363) + [5Q385 = LG+ (I — 1)

daher:
i E, Q, €3 liegen stets in einer Ebene

- S I — I -
i, Q=L/I + 11 3Qge3 = L)1) — Aés
1

tatséchlich liegt L im Raum fest wegen E =0
L-O9=1 (Q% + Q%) + 1302 = konstant
Q (und damit &) bewegen sich auf Kegel um L

regulire Prizession um L || 7i3

-

L . —
A€3 = —AQ x 63

G==—
I
. ([~ L L~ L
=0 Q—— | =—Qx =
. < 11> Lo L
mit L = ||
- L -
—  Q (und damit €3) mit konstanter Prizessionsgeschwindigkeit wp = ‘I—’ um L
1

x b)

EL‘ ol

(analog b= xb= [e]

Weitere Anwendungen

a. Starrer Korper rotiert um vorgeg. Achse 7 mit konstantem ||

Schwerpunkt i.a. beschleunigt — P=7Z
Zwangskraft Z auf Lager der Drehachse: statische Unwucht

(verschwindet, wenn 77 durch Schwerpunkt geht)

da € = konstant
f: %(é;[”ﬂ]) :é’,I,]QJ :IZ]QJQ X 6_; :ﬁ X E:NZ
dynamische Unwucht

Zwangsdrehmoment auf Lager, um Drehachse beizubehalten:
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verschwindet fiir & || L, d.h. Drehung um Haupttrigheitsachse

(Wuchten von Autoriddern, Maschinen, ...)

b. Physikalisches Pendel

Drehachse 7 1. Ebene, Kg"t = Mmqg

Drehimpuls bezogen auf Drehpunkt O
L= Next — S, b x Kext

:Zamal_):; ngMﬁs x g L Ebene

Komponente 1 Ebene:

L, =I0=(Is+ MI*8 (Id] =1 =|Rs|)
mit Satz von Steiner und d - 7 = 0
— L, = (Is+ MI*)f=—Mlgsin6 (macht 6 kleiner)
Bewegungsgl.:
0+=>———sinf =0
Ly ts
MI?

kleine Schwingungen: sinf ~ 6 — Pendelfrequenz w = \/g

1
Is
1 v
V'

Anderung gegeniiber math. Pendel — erlaubt Bestimmung von Ig
Beispiel: Ring
— A2 ] — _ 19
Is =Mr*, l=r — w= /=
2r

Frequenz wie math. Pendel der Linge 2r (Durchmesser)

V.3 Schwerer symmetrischer Kreisel

Spitze O festgehalten (nicht Schwerpunkt)

Ziel: Beschreibung im raumfesten KS —
©(t),0(t),¥(t) bestimmen, um Lage im Raum festzulegen

Lagrange-Formalismus zweckméflig

2
L = r-v="j
2\_/0"

1 —
+§[ij9in ~U(R,,0,v)
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I /. 2 I . 2 I, 2 .
= —l(ecosw—i-cpsinesinl/}) +—2(—9sin¢+¢>sin9(zos¢) +—3(¢+<,b0089) —U(R,¢,0,)
2 2 2
I! Haupttrigheitsmomente bez. O
symmetrischer Kreisel (bez. é3):

=1

Schwerkraft (I = |Rg|):
U=—%,md,-§
= —Mﬁs-g}': Mgl cos 0

e oo Iy o 2
L= 5 (9 + 7 sin 0) + 5} (1/1+<pcos€) — Mgl cos 6
Folgerung: ¢ und v sind zyklische Koord.
oL

— Pop=5-= I} sin? 0p + I cos () + pcosf) = konstant
¥
Beh.: p, = L- 713 Projektion von L auf 713
Bew.. L=Y,1/&, & =i;Dy — € - fis = Ds;

= I {sin@sin (0 cos 1 + @ sin O sin1p) + sin 6 cos 1(—6 sin 1) 4 ¢ sin O cos 1/))}
+ I} cos () + ¢ cos 0) =Dy qed

2. Erhaltungsgrofie:

oL . -
Py = @ = I}(¢p + pcosh) = L-é& = I5Q3 = konstant
— offensichtliche Symmetrien des Problems:

P, auf jeden Fall
py wegen I} = I
— Py = I} sin? 0 + py cos 6

Py — Dy COS 0
I} sin?

) = 1?_1/p — pcosb
I3

daher: sobald 6(t) bestimmt — ©(t),1(t) durch einfache Integrationen
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OL
Energieerhaltung (wegen i 0)

I . I /. 2
E = T+U:51(92+gb2sin29)+53(¢+gbcos€) + Mgl cos

IT .5 (pp — pycos 6)? pqu

= =0 L2 —— 4+ Mgl 0

2 T T aremZzo arp IS
Ueﬁ(e)

zuriickgefithrt auf 1-dim. Problem in 6

— schwerer symmetrischer Kreisel vollstéindig integrabel

i. E=F; = FEpnn: 6 =0y= konstant

. Po — Py cos by
N (’0:%
1sin” 6
Py — Py cos by
t) = p(0) + ——5——
() = ¢(0) I sin? 6

ebenso:  ¥(t) = ¥(0) + ¥t
Zeichnung fiir [p,| # |py|
regulére Prizession: €3 (und damit L, ﬁ) lauft gleichmifBig auf Kegel mit Winkel 6y und

Winkelgeschwindigkeit ¢ um 7i3, aulerdem rotiert Kreisel
mit Winkelgeschwindigkeit 1 um €3

LI+ L3 L3

mit L; = I{Qi: E = 211 + ﬁ + U(@Q)
da Ls=1L & = Py = konstant — |L| = konstant
mit § = 0
M = fOcosy+ psinbysiny = pDg; = Hiig - €1
Qo = —0Osiny + psinfcosty = pDgy = Gl - &
— Q = Qia293€3+¢(ﬁ3'€1€1 +ﬁg'€2€2)

= QA3+ & (V3 — i3 - E3) = iy + e
Folgerung: € liegt in (73, &) Ebene
ebenso (analog wie fiir freien Kreisel mit I; — If)
L=, 106 = ILQ385 + I (Q - 9353)

— €3, M3, {2, L liegen in einer Ebene
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Grund fiir Prézession (fiir ,schnellen“ Kreisel):

schneller Kreisel:  Eyot > |Epot] —
Minimum von Ugg () fiir $ ~ Py — Py cos by ~ 0
da Q1,09 ~ ¢
— L=1 (zb + pcos 90) & + O(ILp) ~ Ii) &
— Rotation um Figurenachse ergibt Hauptbeitrag zur Energie

=
-

. . I L .
L:NeXt:Rstgleégxgzzlengpr (I =|Rsl)

= Mgl
Prizessionswinkelgeschwindigkeit |Qp| = Tg

Drehmoment senkrecht auf L und g — L weicht durch Drehbewegung aus

il. E=Fo > FEnin: 61 Se(t) < 6

qualitative Diskussion (in Oszillatorniherung leicht verifizierbar — Ubung)

a. Préizessionsbewegung von L um 713 mit ¢ ~ Qp
b. Nutation der Figurenachse & um L mit zeitabhéingigem 6(t)

c. Drehbewegung des Kreisels um €3 mit t(t)

Bewegung der Figurenachse €3 um 7ig

. Pp—pycost
v I} sin 6
gleiches Vorzeichen wechselt Vorzeichen

fir 01 < 9(25) < 6y
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Erde als Kreisel

bereits diskutiert: Drehung von G um €3

Préazession: Gezeitenkriafte von Sonne und Mond i{iben Drehmoment aus

—  Erdachse prizediert um 73 mit Offnungswinkel 6y = 23.5° (Schiefe der Ekliptik), mit
einer Periode von ca. 26000 Jahren (Hipparchos von Nicea, 190 v. Chr.)

—  Polarstern nach einiger Zeit nicht mehr im Norden

—  Kalendermonate (speziell der Friihlingspunkt) und Sternzeichen bewegen sich relativ
zueinander; tatséchlich seit der Antike Verschiebung um etwa ein Sternzeichen,

da seither ca. 26000:12 ~ 2200 Jahre vergangen sind ——  Problem fiir Astrologie!
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V1 Hamiltonsche Formulierung der Mechanik

erlaubt tiefere Einsicht in die Struktur der klassischen Mechanik (Phasenraum, kanonische
Transformationen, symplektische Struktur, dynamische Systeme, ... ), Vorbereitung fiir QM
(Poissonklammer — Kommutator)

VI.1 Legendre-Transformation und Hamiltonfunktion

Lagrangefunktion L(q', 4',t) i=1,...,f

Bewegungsgleichungen d oL oL
Wi _——— — = —
BUNEsE & dt 0¢*  O¢
f Diffgl. 2. Ordnung: Fi(§, 4", q',t) =0 (i,j=1,...,f)

konnen immer auf 2f Diffgl. 1. Ordnung zuriickgefiihrt werden, indem verallgemeinerte Ge-
schwindigkeiten v’ = ¢’ als unabhingige dynamische Variable eingefiihrt werden:
Fj(',v',¢',¢',t) = 0
¢ v =0 (ij=1..../)

- oL
vorteilhaft: statt v besser verallgemeinerte Impulse p; = 2 als unabhéngige
q
dynamische Variable verwenden

Vermutung: in der Lagrangefunktion ¢* einfach durch p; ersetzen und dann

fiir Ableitung der Bewegungsgl. verwenden — funktioniert nicht !
Gegenbeispiel:
z q
y(a:(% = (2 — x0)? L(q‘a%L
Y
= — = 2 — _
U= (x — o) P i
u?

Einsetzen ergibt y(x(u)) = T N

charakterisiert die Funktion y sicher nicht eindeutig, da fiir alle g dasselbe Ergebnis
Idee: Kurve als Einhiillende
ihrer Tangenten charakterisieren
Tangente ist fixiert durch Anstieg
und Schnittpunkt mit y-Achse

e APy
Vor.: y(z) 2-mal stetig diff., ) #0

x

—  Satz iiber implizite Funktionen:

d
mit u = ﬁ 3 (zumindest lokal)
die Umkehrfunktion z = x(u)
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aus der Zeichnung — tana = = U
Def.: Y(u) = y(x(u)) — uz(u) heiflt die
Legendre-Transformierte der Funktion y(x)
dy U
y(z) = (v — 20)?, U= =2(x —x9) — x:§+x0

u? u u?
— Y(U)ZZ—U<§+ZE0>=—Z—$OU

— Y (u) hingt zum Unterschied von vorhin explizit von zg ab — zumindest
notwendige Bedingung fiir eindeutige Charakterisierung der urspriinglichen Funktion erfiillt

Ableitung der Legendre-Transformierten:

v _dyde 4w
du  dzdu . udu_ o
&’y dx du  d%y
daher: El W:—@Wegen%:@#O —_—

kann Legendre-Transformierte von Y (u) bilden mit u = u(x)

Z(x) =Y (u(z)) + zu(r) = y(z)

— Legendre-Transformation ist involutiv
Y(u) = y(z(u) — uz(u) y(z) = Y (u(z)) + zu(z)
aw _ _, dy _
du - dx -

Def.:  die Hamiltonfunktion H ist die Legendre-Transformierte von —L beziiglich ¢';
dabei bleiben die Koordinaten ¢* selbst unberiihrt

0L
Vor.: det(aqiqj) # 0
— pi = BF] stets (zunéchst lokal) auflosbar nach

' = q'(pj, ¢’ 1)
Punktmechanik: 7 und daher L positiv definite Funktion der ¢’ —

stets global auflosbar —

/
H(pi7q27t) = szqz(p],q],t) - L(qz7q‘z(pj7q]7t)7t)

=1

Figenschaften der Legendre-Transformation —
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Hamiltonsche Gleichungen

kanonische Gleichungen

OH _ ., o¢ 9L
op TPy, " agap, !

OH _ 0@ 0L 0LOy oL _ dOL _
o0 ~ Yo " ag oyog o  dtog
kanonisches System
OH _ oH

(fast) symmetrische Behandlung der kanonisch konjugierten Variablen ¢, p;

2 f gewohnliche Diffgl. 1. Ordnung

Umkehrung (Ubung): da Legendre-Transformation involutiv, kénnen aus den kanonischen
Gleichungen umgekehrt die Euler-Lagrange-Gleichungen abgeleitet werden

Bedeutung (Interpretation) von H ?

dH O0H O0H ., OH. OH
dat ot 8qiq apz-pi:ﬁ
—Pig*+¢'pi=0
daher:
wenn — = 0, d.h. wenn H nicht explizit von der Zeit abhéngt,

ot

H(p;(t),q"(t)) ist eine Erhaltungsgrofe

N Punktteilchen in kartesischen Koordinaten

N
-2
Lagrangefunktion L= Z %Fa —U(T1,...,TN)
a=1
— o > ﬁa
Pa = MqaTq — a =
mg
H(_, 7:,) . Z_, 7 I ]53 maﬁc%
PasTa) = i Pa " Ta = e 9 mg
ﬁ2
H(ﬁayfa) = —a+U(F17 7FN):T+U
- 2my,
Energieerhaltung: H(p,(t),7(t) =F

N.B.:
Hauptvorteil des Hamiltonformalismus:

,Gleichberechtigung® von ¢ und p;
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2 f-dim. Raum (diff. Mannigfaltigkeit) der ¢*,p; = Phasenraum

Existenz- und Eindeutigkeitssatz:
durch jeden Punkt des Phasenraums geht genau eine Losungskurve der Bewegungsgleichungen

Beispiele
i. Harmonischer Oszillator (f = 1)
2
m m P m
L = 2 2 2 =2 m- 9 2
P om 21
. p
neue Variable: T =+/mwq, Y= N = wt
0H dq Y 1 dx dx
_— = — _ _— = — — —_— —_— =
dp dt vmo mw dt ar Y

Hamiltonfunktion H = %(x2 + %)

de _ 0H _ dy _ _OH _
i dy Y @

t—y = 0 C o .
gtz = 0} Z4+iz=0 (mit z =z + 1y)

Losung: 2(1) = 2(0)e™"" —
|2(7)|? = 22 + y? = |2(0)|> = 2E:  Kreis mit Radius v2F

Phasenraum des harmonischen Oszillators:  Kreise (in z,y)

geschlossene Kurven im Phasenraum
« vollsténdig integrables Problem

Ellipsen in ¢, p

ii. Ebenes Pendel im Schwerefeld

Lagrangefunktion L= %ZQQ2 —mgl(1 — cos6)

2
oL -

2
— 1
5 = ml“0 = py — 5 l2 + mgl( cos )

mit 7 = wt, wobei w? = g/I:

. OH Do do dr db
0 g _— = —— = W —

Opg ml? dr dt dr
b = O _ lsinf = dpo
Po-= "9 T~ “dr

86



Wahl der kanonischen Variablen: r=40, y=

skalierte (dimensionslose) Hamiltonfunktion (Erhaltungsgrofie!)

H 2
h(z,y) = " = %—i—l —cosx
d d
kanonische Gleichungen: or _ v, & sinx
dr dr
L oo, o
h<1: h:i(az +y°)
h=2: Separatrix
h>2: stets |yl >0— |pg| >0
Phasenraum ist ein Zylinder, da x = 7 und « = —x zu identifizieren sind
VI.2 Kanonische Transformationen
zyklische Koordinate ¢! : H(p1,...,pf, ?,...,q¢ 1)
. OH
— pi=—aT= 0 — p1 = a; = konstant
dq
1. Integral der Bewegung — Problem reduziert auf f — 1 Freiheitsgrade

H(ps,...,py, 2, ..., ¢t ap) — kanonische Gleichungen

) )
q_apza pi = an (2_27"’7f)

enthalten a; als konstanten Parameter

nach Losung des (f — 1)-dimensionalen Problems:

o PH _OHp,(0).¢(0). i)
8p1 8(11
—  durch einfache Integration ¢'(t) bestimmbar
—  Standardrezept fiir praktisch alle integrablen (explizit l6sbaren) Modelle der Mechanik

Versuch:  mit so genannter Punkttransformation ¢ — Q° = Q*(¢’,t) moglichst viele
Variable @Q° zyklisch zu machen, d.h aus H, bzw. L zu entfernen
— geht i.a. nicht vollstindig, da Klasse der Punkttransformationen zu eingeschriankt

Phasenraum: erlaubt Transformationen aller 2f Variablen ¢, p;

wichtige Einschréinkung: neue Variable miissen wieder kanonisch sein

im Gegensatz zu reinen Punkttransformationen ergibt nicht jede solche Transformation ka-
nonische Gleichungen mit einer transformierten Hamiltonfunktion H’
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., OH' . oOH'

die den urspriinglichen Bewegungsgleichungen &dquivalent sind

eleganteste Behandlung mit modernen Mitteln der Differentialgeometrie (duere Differential-
formen auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten) — Arnol’d, Thirring (Bd. 1), Scheck

klassische Methode: kanonische Gleichungen auf Variationsproblem zuriickgefiihrt

J

L(q%,¢" pist)
Extremum fiir unabhiingige ¢*, ¢*, p;, p; gesucht

Funktional extremal fiir

d 0L 0L ) OH

dt 0¢*  0¢* 0q*

d oL 0L ., OH

J— — = —_ 0 — q —

dt 8pi 8pi 8pi
— ergibt gerade die kanonischen Gleichungen

um bei Transformationen wieder die kanonischen Gleichungen zu erhalten —

.7 i * g 3 ar p’i7qi7PiaQi7t
J J

F(pi, ¢, P;,Q%,t): Erzeugende (Funktion) der kanonischen Transformation

Bem.: kann stets erreichen, dass F' nur von 2f Variablen abhingig ist,

wenn Q' = Q'(¢’, pj,t), P, = P(¢’,pj,t) oder inverse Funktionen beniitzt

4 Standardformen (durch Legendre-Transformationen verbunden)

A F=F(¢dQt) — ¢*, Q" als 2f unabhiingige Variable

- ot Tag T T agi

dFy, O0Fy OF .. OF .
1 Ly 9%y 901,

da ¢*, Q' unabhingig —

o g} S OF, , oF,
(o =22 0 pdon=-ZL 0 g=—pgy &L
pi(d’, Q%) a9 (¢, Q%) 20 + 5
Vor. (fiir spétere L dre-Transformation): det( i ) det( il )#0
or. (fiir spitere Legendre-Tra : 9400 90F 00!
. 0F o 0F, ; ;
pi(¢?,Q7) og P(¢,Q’) 90 nach Q' auflosbar
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Anwendung auf harmonischen Oszillator (f = 1)

2

H= —me + %wqu F = gquQ cot @ (e = £1)
oFy o emwq?
= — =¢emwqcot Q , P=——=
p dq qeot @ 0Q  2sin’Q
[2P [2P
q = —gsinQ, p = emw —gcosQ
mw mw
/ 2 m 92Pe . 4
H = H=cewPcos”Q+ —w*“—sin“Q = cwP
2 mw
. E
— P=0 — P = ea = konstant a=eP=—>0
w
. OH'
— Q:apzsw — Q(t) = ewt + b

vollstédndige Losung:

2F . 2F
q(t) = p— sin(ewt +b) , p(t) = emwy| — cos(ewt + b)

B. Legendre-Transformation von F; beziiglich Q°

. o oF
_ k 1
F2(q27Pi7t)_Fl(qQOlvt)_Q W
- FQ(qi7 Piv t) = Fl(qi7 Qz(qk7 Pk7 t)7 t) + P]Qj(qZ7 Pi7 t)
da Legendre-Transformation beziiglich @’ aus 4.
= = — H=H+—/—
Pz 9= M
Beispiel: = fY(¢)P;
. OF L 0Fy, 0f’ 0Q7
H/:H - — i) J— ° = i ':—,P'
N , Q P, @), m o —or = a7
— zeitunabhéngige Punkttransformation ist stets eine kanonische Transformation
C. Legendre-Transformation von F; beziiglich ¢
F.i_Fz‘,ji_k@_Fi,ji_k,i
3(pva7t)_ l(q (pJ7Q 7t)7Q7t) q 8qk - l(q (pij 7t)7Q7t) q (prvt)pk’
,  OF3 _ OF3 ;- 0F3
B q = - ) T T A - + =
opi Q¢ ot
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D. Legendre-Transformation von F» beziiglich ¢*

0F,

Fy(pi, Pi,t) = Fp — qu = F + P;Q" — p;¢?
; 8F4 ; 8F4 aF4
i T _ 7% H' = H .
=g Y% M
Nachteil:
F1, ..., Fy lassen noch keine einheitliche Struktur erkennen, die der Gleichberechtigung von p
und ¢ entspréche
einheitliche Notation (f =1): T = < Z ) , alsori =q, zo=0p
OH
Def:  H,—= 22 Matrix J= [ O 1) p2o_g rogio_y
8332- -1 0

kanonische Gleichungen:

. OH oOH .
Q—a—p7 p__a—q > ;= Jij H,;

kanonische Transformation: z — Yy = < g )
_ Oz 1 Oy or;
M;; = a9; M;;" = oz, wegen oz = 0;j

dq  0q dp dp

_ _ (0 —1 0Q or | _| aQ or

= (V)R E - B %

0Q OoP oQ oP

0Q 0Q oP P

1 0 1 g op | _ dqg  Op

M —(_10) ot P |=| 00 00

Oq Op dq dp

op 0Q.

Vergleich mit den Relationen in A,B,C und D  (z.B.: aus B P = 8_q)
— M =M Y =M T = Mg
und daher erfiillen die Matrizen M von kanonischen Transformationen
MTIM =J (& MJIMT =)
Menge aller solcher Matrizen (hier fiir f = 1) bilden die

symplektische Gruppe Sp(2f) (iiber R)
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dadetJ=1%#0:aus MTJM =J  — (det M)? =1

tatsiachlich:

detM_@@_@@_@a_Q_@(_a_P)_dq(Q,P>_1
T 9QoP  9PAQ  9Qdq 9P\ 9q) dg

gilt fiir beliebige f: M e Sp(2f) — det M =1

0f 1
fiir bel. f: J = U )
<_]1f Oy

Folgerung
Phasenraum besitzt eine natiirliche symplektische Struktur
kanonische Transformationen entsprechen Elementen der symplektischen Gruppe Sp(2f)

Liouvillescher Satz

kanonische Gleichungen: ;= JijH,j z=(¢"....q"\p1,. .. N2

Losung = Fluss im Phasenraum

als kanonische Transformation

interpretiert (zeitabhingig)

yi
Beh.: =1
e det <8 )

Lj

— da:l...dng:/dyl...dyzf
t=0 ¢

— Phasenfluss ldsst Volumen im Phasenraum ungeéndert
(auch Orientierung beibehalten wegen det = 1)

zeitliche Entwicklung eines kanonischen Systems = Flieflen einer inkompressiblen Fliissigkeit

Satz von Liouville (in verallgemeinerter Form)

ein allgemeines dynamisches System werde durch folgende Diffgl. beschrieben
j:,-:f,-(ml,...,a;n) (z:l,,n)
Losung in der Nahe von t = 0:

zi(t) = 2;(0) + fi(2;(0)) ¢+ O(t*)

ofi _
8:L'Z' =0 -

Zeitentwicklung ldsst Volumen invariant

wenn div f =
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Beweis:

V(t) = /D 4D = /D o @ 0)

8:L'Z(t)
det <83:j(0)> |

8(1}'2' (t) af, 2 2
— 5 t+0() =(1+At),, +0(t
allgemeine Relation fiir nichtsingulédre Matrizen: logdet M = trlog M
— det(1 + A t) = eirloa(l+AD) — otrAt+0() — 1 4 14 t 4+ O(t2)
ofi Lz dv(t) I
A=Ay =2 —q ::/ " (0) div = 0
r oz, ivf g lt=0 b x(0) div f
. dv (t)
da Anfangspunkt ¢ = 0 beliebig — —= =0 Vt ged

Anwendung auf kanonisches System (n = 2f):
fi = Jin,j I le.]?: JinJ'i =0 da HJ'Z' = HJj ,aber JT =—J
zahlreiche Anwendungen vor allem in der statistischen Physik

Poincarésches Wiederkehrtheorem (Ergodentheorie)

sei g eine volumerhaltende, eindeutige und stetige Abbildung, die ein begrenztes Gebiet D
des E™ auf sich selbst abbildet: gD = D; dann gibt es in einer bel. Umgebung U eines jeden
Punktes in D einen Punkt x € U, der in das Gebiet U zuriickkehrt, d.h. ¢"z € U fiir ein
gewisses m > 0

Beweis:

U, qU, ¢?U,...¢g"U haben

alle dasselbe Volumen

D endlich: 3k >0,l >0,k > 1

mit g*°UNg'U #0 — ¢*'UNTU #0

(wegen Eindeutigkeit der Abbildung)

daher: Jz e Umit gz eU (m=k—1I) qed

N.B.: keinerlei Aussage iiber notwendige Zeit
natiirlich i.a. umso lénger, je kleiner U und je grofler die Zahl der Freiheitsgrade

weitere paradoxe Konsequenz des Liouvilleschen Satzes:

Trennwand entfernt —
nach ,,gewisser” Zeit kehren alle

Molekiile in linke Kammer zuriick
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aber: schon bei kleinen Gasmengen  Tyiederkehr = 1 Universum

V1.3 Poissonklammer

Zeitentwicklung einer beliebigen Funktion f(¢',p;,t) auf dem Phasenraum

ﬁ of  of f, Z((‘)H@f 8H8f)

dt 9t  d¢ a7l T Op; pi= Op; ¢t 0q' Op;

Def.:  Poissonklammer

offensichtlich {f,9}=—{9, [}

— Zeitentwicklung einer dynamischen Groe f(¢°, p;,t)

df 9

f
2 =%
insbesondere fiir f = H:

dH OH oH

dt ot {HH}_W

wie bereits bekannt: H zeitlich konstant, wenn — =0

ot

wichtige Eigenschaft der Poissonklammer:

Poissonklammer ist invariant gegeniiber kanonischen Transformationen

Bew.: mit x; = (ql,...,qf,pl,...,pf) (i=1,...,2f)

g = (25 of o o\ ( 0 1\ (90 9g g 09
7g aql’...’aqf’apl""’apf _:[I_f Of 8q17"'78qf7ap17"'78pf
of . g
8 prir Ox;
kanonische Transformation: r—y, fx(y)),g(x(y))

__Of, 09 Of Om, OmOg __ Of r| 99 _
{fag}y - ayl Z]ayj - 81']4: 8y2 JZ]ayj 81'1 - 81% \MJJM . . 81'1 - {f7g}x

qed
Umkehrung;: {zi,z;} = =0 Judj = —Jiy , d.h.

{qz,q]} = {pzvpj} =0 ) {plv } - 6]
Beh.: wenn bei der Transformation z; — y;(z;)
{yiyyj} = {33‘2‘,33‘]‘} = _JZ_]
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dann handelt es sich um eine kanonische Transformation

Bew.:
{yiy;} = —g—img—z = Myl JuMyt = — (MM =
daher MAIM YT =] « J=MJMT
— M € Sp(2f) symplektisch qed
— oft einfachste Charakterisierung kanonischer Transformationen

Hamiltonsche Gleichungen:

y d_qi_{H’ i}_@Hﬁqi_aH

T w " Op;0g  Op
. dpi OH api aH
i et _ = H7 i = — = = — -
b dt {H,pi} 0’ Op; oq*
Jacobi-Identitét
{fAg.ht} +{g.{h, f}} +{h.{f.9}} =0 (Ubung)
— Struktur einer Lie-Algebra

Erhaltungsgrofe f(q*, p;)

a _

dt_o A {va}zo

Theorem von Poisson

mit 2 ErhaltungsgréBen f,g ist auch {f, g} erhalten

Bew.: mit Jacobi-Identitét
{H,{f,g}} = —{f,{g,H}} - {97{Hﬂf}} =0
N—— N——
=0 =0
Bem.:
1. Invariantes Volumen, Poissonklammer, ...: Beispiele fiir invariante Strukturen auf dem

Phasenraum —  vollstindige Behandlung mit modernen Methoden der Differentialgeo-
metrie auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (Arnol’d, Scheck, Thirring (Bd. 1))

2. Formale Analogie zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik

Mechanik Quantenmechanik
Poissonklammer Kommutator
{pi,a’} =6} (b0, ') = Did? — @i = —iho}
Koordinaten des Phasenraums Operatoren eines Hilbertraums
Hamiltonsche Gleichungen Heisenberg-Gleichungen
N.B.: QM nicht ableitbar aus klassischer Mechanik!
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VI.4 Hamilton-Jacobi-Gleichung

gegeben: H(p;,q',t)
gesucht: kanonische Transf. ¢, pi — QP
sodass alle Q' zyklische Koordinaten
Ansatz:
. , . OF,
o ! 7 N g2
qvplvH(phq’t) \—/> Q)PZaH_H—i_ ot 0
F2 (qlvp’ht)
wenn H' =0 — Q! = 3" = konstant, P; = a; = konstant
. 4 , oS - .08
Notation: F, =:5(¢", P, t) = S(¢", a;,t), pi= g Q' =p= P,

Hamilton-Jacobi-Gleichung

as .\ 05

partielle Differentialgleichung 1. Ordnung fiir  S(¢*, oy, t)

Losung der Bewegungsgleichungen

8S(qla (873 t)

— ﬁk . )
80% ql(ajvﬂj'at)
8S(qlvai7t) o pi(aj7ﬁ]7t)

2
lokal immer moglich, wenn  det 675 #0
Oa;0q?

Def.: vollstindige Losung S(q*, a;,t) (d.h. mit f unabhiingigen Integrationskonstanten ;)
heifit Hamiltonsche Wirkungsfunktion

Grund fiir Bezeichnung:

; as 9S . 0S8 .

S(q*(t), i, t) $:8_qiq +a=piq—H=L

) t . )

— S(q'(t), i, t) = t dt'L(¢"(t"),q"(t'),t') + konstant
0

fiir die tatsiichliche Losung der Bewegungsgleichungen; S(q*(t), o;,t) ist hier nicht als Funk-
tional von ¢* aufzufassen
O0H

héufiger Spezialfall: T 0

05 oW

Ansatz: S(q", i, t) = W(q', i) — ayt — 9~ oF

H(W,qi) —ar=0 — ar=F (wenn H Energie)
q
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Losung:  reduzierte Wirkungsfunktion (Hamiltonsche charakteristische Funktion)
W(¢', ;) mit ay=FE

8S(qla g, t) o 8W(qla ai)
80% N 80%

QF =pF = (k=1,....f—1)
keine explizite Zeitabhingigkeit — Bahnkurven (z.B. r(6))

oS B 8W(qi,ai) B

I =gl = =
Q 6 oo f Oa f
ergibt Abhéingigkeit von der Zeit: W =t+p/
f

formal analoge Struktur wie

85((]27 Q) t) _ 8W(q27 ai)
Oqk N gk

Pk =

trotzdem: Zeit ¢ und Energie o sind keine kanonisch konjugierten Variable,
da die Zeit keine dynamische Variable, sondern ein Parameter ist

Hamilton-Jacobi-Gleichung vor allem fiir Analogien herangezogen zwischen
Mechanik, Optik und Quantenmechanik
Praxis: partielle Differentialgleichungen i.a. viel schwieriger zu l6sen als gewthnliche DG

— vollstdndige Losungen meist nur in Spezialfillen, wo Separation der Variablen mdoglich
(— T2), d.h. wenn W von der Form ist

f

W:ZWi(qi,al,...,af) also %Zizo fir i#j
i=1

Ubung:  harmonischer Oszillator (wieder einmal)

VI.5 Integrable und allgemeine dynamische Systeme

Ausnahme in der Vielfalt der Hamiltonschen und erst recht der allgemeinen dynamischen
Systeme:

(vollstiandig) integrable Systeme —

Losung vollstédndig auf gewohnliche Integrationen zuriickfithrbar

offensichtlicher Zusammenhang mit der Existenz von Erhaltungsgrofien :

i. f=1,U(q) — E
i. f=3,U(r) — E,L
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beide Systeme vollstéindig integrabel
OH
betrachten im Folgenden nur Systeme mit e 0 (autonome Systeme)

Erhaltungsgrofien: 9o(d', i) = ga(;) (a=1,...,n)

Def.: n unabhéngige Erhaltungsgrofien g, (x;) stehen in Involution zueinander, wenn
{9ar98t =0 (a,f=1,...,n)
i. H ist einzige Erhaltungsgrofie — n=f=1
ii. H,L sind Erhaltungsgrofien
{H,L;} =0, aber {L;L;}#0 fir i#j

H?\={I% L,
{#.02} = {* 1}
f

daher: H, Ez, L3 in Involution — n=

aulerdem

0
3

iii. 2-Korper-Problem mit Potenzial U(r): f =6
P
2

auch dieses System ist bekanntlich integrabel

H.q= + U(T)y ﬁv E?ely Lre1,3 — n==~06

Allgemeine Aussage (ohne Beweis)

System mit f Freiheitsgraden ist vollstindig integrabel, wenn es n = f
unabhingige Erhaltungsgrofien g, gibt, die in Involution zueinander stehen

auflerdem:
vollstéindige Integrabilitit <« 3 globale Losung S(q?, a;,t) der Hamilton-Jacobi-Gleichung

Beweis in einer Richtung trivial:

- 0S8 - o
Q' =5 =4 =konstant  — {QZ,QJ}zo (,j=1,...,f)
harmonischer Oszillator (f = 1)
2
=2 + Ew2q2 = wl frither: I =¢P
2m 2
| 21 | 21
g=+/—sinf , p = mwi| — cosf (0 <0 <2m)
mw mw
. H
0= %—I =w — O=wt+d
I= —%—Z[ =0 — [ = konstant

Bezeichnung (frither: I = eP, 0 = Q)
0: Winkelvariable, I: Wirkungsvariable

Phasenraum: Kreis ST mit 0 < 6 < 27
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Theorem (Liouville, Arnol’d; Kurzfassung)

jedes vollsténdig integrable System mit beschrinkter Bewegung ist in f unabhéingige
harmonische Oszillatoren mit Frequenzen w; (i =1,..., f) transformierbar

f=2 Torus St x St

gegeniiberliegende Punkte sind zu identifizieren
2 Falle sind zu unterscheiden:

wo/wi rational oder irrational

w1 = wy (Beispiel) we /w irrational
strikt periodisch quasiperiodisch
Entartung, resonante Tori nichtresonante Tori dicht iiberdeckt

allgemeines integrables System:

Bewegung auf f-dimensionalem Torus 7/ = S x S! x ... x S des 2f-dimensionalen Pha-
senraums

realistische Situation:

Storungen des Systems durch duflere Einfliisse ——  System wird nichtintegrabel

? ..
relevante Fragestellung: kleine Stérungen — kleine Anderungen
wichtige Anwendung: ist das Sonnensystem stabil gegeniiber kleinen Stérungen?

KAM-Theorem (Kolmogorov, Arnol’d, Moser; qualitative Formulierung ohne Beweis) :

wenn die Storungen ,geniigend klein“ und die Frequenzen w; ,geniigend irrational® sind,
dann findet die Bewegung im Phasenraum auf stabilen, aber deformierten nichtresonanten
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Tori statt, d.h. der urspriingliche Torus 77 des integrablen Systems wird nicht vollstéindig
zerstort

Bem.: kein Beweis fiir die Stabilitdt des Sonnensystems!

Warum ist die Irrationalitit entscheidend, was passiert im Resonanzfall?

einfaches Beispiel: gekoppelte harmonische Oszillatoren (f = 2)
itwir = Mi(z,y)
j+wiy = Aa(z,y)

A =0: Torus T2 mit Frequenzen wi,ws

betrachten folgenden Spezialfall: w1 =wo =:w, fi=y, fo=0

P+t = My

j+w?y = 0 — y(t) = yo cos wt (mit y(0) =0)
daher: # 4+ w?x = \yg cos wt

. . ) Ayo ,
mit der speziellen Losung x(t) = o t sinwt
w

— wird auch fiir beliebig kleine A beliebig grofl (linearer Faktor ¢)
— invariante Tori werden im Resonanzfall zerstort
— Beispiel fiir so genanntes deterministisches Chaos

Beispiel im Sonnensystem:  Asteroiden(Planetoiden)giirtel zwischen Mars und Jupiter zeigt
auffallende (so genannte Kirkwoodsche) Liicken bei gewissen charakteristischen Frequenz-
verhéltnissen, z.B. fiir

WJupiter /wAsteriod = 1/3

‘ Allgemeine (autonome) dynamische Systeme

& = fi(xj) (i,j=1,...,n) autonom: ﬁ =0

ot
i.a. ,Reibungseffekte* — nicht-Hamiltonsche Systeme

wichtige Erkenntnis (Glattungssatz): spezifisch fiir ein dynamisches System sind die

kritischen Punkte und globale Eigenschaften (d.h. Verhalten fiir t — 0o)

i. Kritische (oder singuldre) Punkte

Punkte x? mit fi(xg) =0 — xj = x? = konstant
2
speziell fiir Hamiltonsches System: H= 2p—m +Ul(q)
0OH OH daUu
dq  Op dq
daher: kritische Punkte =  Gleichgewichtslagen des kanonischen Systems

Unterscheidung: stabil, instabil, Sattelpunkt = ——  unterschiedliches Verhalten in der
Nahe von kritischen Punkten
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ii. Globales Verhalten fiir t — oo

interessante Moglichkeit (nur) fiir nicht-Hamiltonsche Systeme (Liouville!): niedrigerdimen-
sionale, abgeschlossene Gebiete im Phasenraum, die Trajektorien in Umgebung ,,anziehen*

n = 2: genau 2 Moglichkeiten

asymptotisch stabiler Grenzpunkt Grenzzyklus (Attraktor)
dim=0 dim=1

bekanntes Beispiel fiir Attraktor: freier Fall mit Reibung (Kap. II)

T1=2x2 , Tyg=—Cr2—¢g
t—o0: x9=—g/c , w1 — o0 (x3: Grenzgeschwindigkeit)
— Grenzzyklus ist eine Gerade (dim=1)

n > 3: weitere Moglichkeiten, z.B. seltsame Attraktoren (strange attractors):
diffuse Teilmengen ohne iibliche, aber mit fraktaler Dimension

— deterministisches Chaos (z.B.: Scheck)
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VII Kontinuumsmechanik

VII.1 Ubergang zum Kontinuum

Abkehr von der Idealisierung des starren Korpers:

Relativabstéande nicht mehr zeitlich konstant

mikroskopische Beschreibung: i.a. nur quantenmechanische Behandlung sinnvoll auf atoma-
rem (molekularem) Niveau; fiir makroskopische Korper ~ Ny = 6-10%% Bewegungsgleichungen
— unmoglich, aber auch fast immer irrelevant —  statt mikroskopischer Details Mit-
telung iiber viele Molekiile, aber Mittelungsbereich <« Festkorper oder Fliissigkeit

phénomenologische Kontinuumsmechanik: Mittelung nicht wirklich durchgefiihrt, sondern
direkt Gleichungen fiir gemittelte Grolen gesucht

Beispiele: mittlere Auslenkung (Verschiebung) (7, t)
lokale (mittlere) Geschwindigkeit #(7,t)

Massendichte p(7,t) mit Masse M = / 3z p

lokale Temperatur T'(7, t)
Verzerrungstensor &(7, t)
Spannungstensor o (7, t)

alle GroBen sind vom Typ f(7,t): Felder

jedem Punkt 7 wird zu jeder Zeit ¢ ein Skalar (p,T), ein Vektor (i, ), ein Tensor 2. Stufe
(e,0), ... zugewiesen: Skalarfeld, Vektorfeld, Tensorfeld, ... —

‘ Feldtheorie der Kontinuumsmechanik ‘

Punktmechanik: Variable ¢ — gewohnliche Diffgl. = Bewegungsgleichungen
Kontinuumsmechanik: Variable t,7 —— partielle Diffgl. = Feldgleichungen

Bem.: in der klass. Mechanik entstehen Felder erst durch den Mittelungsprozess,
in der Elektrodynamik (und in der Quantenfeldtheorie) sind Felder die
fundamentalen dynamischen Gréflen

Interpretation der zeitlichen Entwicklung

i. Eulersche Beschreibung: Raumelement festgehalten

of(7,t)
ot

Anderung am festgehaltenen Punkt 7

partielle Zeitableitung

AT (7,t)
ot

Bsp.:  Thermometer in Fluss gehalten —

gemessen

ii. Lagrangesche Beschreibung: mitbewegtes Raumelement betrachtet

zur Zeit t f(7t)
of

gur Teit t +dt :  f(F+7 dt,t +dt) = f(7t) + =t +Vf-Tdt +O(dt?)
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af  of

— totale Zeitableitung y7imirn + - ﬁf
gibt Anderung von f im mitbewegten Raumelement an
T
Bsp.:  Thermometer in Fluss geworfen — n registriert

Traditionelle Einteilung der phanom. Kontinuumsmechanik

Elastizitatstheorie Hydrodynamik
kleine Bewegungen um wohldefinierte Flissigkeiten und Gase
Gleichgewichtslagen betrachtet keine vorgeg. Gleichgewichtslage mehr

gleicher prinzipieller Aufbau fiir beide Gebiete, nicht zuletzt in Phaseniibergéingen manifest:

Festkorper < Fliissigkeiten « Gase

VII.2 Lineare Kette
Modell fiir ,,eindimensionalen Festkorper®
Auslenkungen
Qa(t) = wa(t) — 27
alle Teilchen gleiche Masse m; Gleichgewichtslage : 20 —2% ; =d (a=1,...,n+1)
eindimensionales Problem ——  nur longitudinale Schwingungen

Kontinuumslimes auch zur Beschreibung transversaler Schwingungen einer Saite geeignet

Vor.: Wechselwirkung nur zwischen néchsten Nachbarn (~ kurze Reichweite)

n n n

U(x07 cee 7xn+1) = Z Va = Z V(xa - xa—i—l) = Z V(Qa —qa+1 — d)
a=0 a=0 a=0
Oszillatorngherung: Yo = Ga — Gat+1 — d — um yg = —d entwickelt
dv 1 o d?V
V(ya) = V(=d)+ (¢a —qa+1)d—%|ya=—d +5(%a = do+1) d—yglyaz—d +..
—_———
b mw?
0
m n
U@o,---rn1) = (n+ 1DV (=d) +bldo = gni1) + 505 (00 = dat1)’
a=0

Oszillatorpotenzial bis auf linearen Term ~ b —
durch geeignete Randbedingungen eliminiert

Standard-Randbedingungen:

e periodisch (Ring): qo(t) = guy1(t) ——  Torus (Kreis) S!
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e fest (Wand, eingespannte Saite): qo(t) = gn+1(t) =0 Vi

Lagrangefunktion
n
m .
L=T-U= 5 Z [qg _WS(QCL - Qa+1)2}
a=0
Euler-Lagrange (nur fiir a = 1,...,n interessant)
doL . 0L

Ea—qa = md, = 90 = —mw%(qa - qa_1) - mw(%(Qa - Qa+1)

B ija+w8(2Qa_Qa—1_Qa+l):0 a=1,...

Struktur der linearen Kette: n gekoppelte harmonische Oszillatoren

allg. Methode — Kleine Schwingungen (Kap. IV)
Ansatz fiir Normalkoordinaten Q;(t) als Fourierkoeffizienten:

w(t) = Y @ift)sin ()

p n+1

erfiillt bereits die Randbedingung qo(t) = ¢n+1(t) =0

Einsetzen in die Bewegungsgleichungen:

Z {QZ sin (%) + w%Qi [2 sin (nafl) — sin (%) —sin (%)H =0

1
mitsina—l—sinﬁzZsina;ﬁcosa;ﬁ —

. <(a—1)z’7r) ((a—l—l)z’w) . < aim ) ( T >
sin( —%— ) +sin{ —~%— ) = 2sin cos
n—+1 n—+1 n+1 n—+1

L arm ~- i
;sm<n—+1>{Qi+2w8<1—cosn+1)62i}:0 a=1,....n

Umkehrung der Fouriertransformation:

und daher

Qi+2w8<1—cos )Qi:() i=1,....n

7r
n+1
tatséchlich n Normalkoordinaten ); mit Frequenzquadraten

. i .
1>:4wgsm2<m) 1=1,...,n

Dispersionrelation (i =1,...,n)

i
w? = 2w8 (1 — cos n
n

T

wW; = 2&)0 sin m
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allg. Losung;:
" . arm .
qa(t) = ZAZ sin (n——|—1) Sln(u)i t+ 57,)
i=1
mit 2n Integrationskonstanten A;,J;

Kontinuumslimes

d— 0, n— oo, wobeil=d(n+ 1) festgehalten wird

tatsdchlich (klassische Beschreibung!): 107%m < d <1, 1< n<109/m™!
Koordinaten werden zu einem Feld: ¢a(t) — @(z,1) (0<z <)
ad = al x
n+1
—qa — o((a+1)d,t) — p(ad,t) = aﬁd+ &P +0(d®)
Q(I+1 Qa SO I ()0 bl - ax 2 ax2
Oy d? 0% 3
Ga — a1 — lad,t) —p((a—1)d,t) = —%(—d) TS a2 O(d”)
2
daher:  quor + Guor — 200 — 20 £ O(d)
0z

Bewegungsgleichungen o = W3 (da—1 + dat1 — 2qa)

werden im Kontinuumslimes zu einer Feldgleichung

P
o2

0 40 0%
= (,U(2] [d2w + O(d4)‘| —_— Czw

notwendig fiir Existenz eines Kontinuumslimes: wg — 0o mit wgd — ¢ # 0

eindimensionale Wellengleichung mit Wellengeschwindigkeit ¢
2 2

Py 20700
ot? Ox?

Schallausbreitung in Festkérpern (d ~ 10719 m)

He : c~200ms!
Cu: c~4000ms~!
Schlussfolgerung:

sehr verschiedene wg ——  sehr unterschiedliche interatomare Kréifte

Kontinuumslimes in der Lagrangefunktion

Z — / dx , m — dp mit (linearer) Massendichte p

2\ > 9o\ 2
mw%(Qa-ﬁ-l - QG,)2 — dpw8d2 (8—i> ~ dpc2 (8_i>
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! Jp O
Kontinuumslimes: d — dx, L= / dxL mit Lagrangedichte L ( L 4
0

747 9 Y 95717

Hamiltonsches Prinzip fiir Feldtheorien —

_P
’5_2

‘ Euler-Lagrange Feldgleichungen

0 oL 0 oL oL

- +— S
8t8<8_80) 8xa<a_80> Op

ot ox
pl[O,0p O o 8@}
Bl 4 Z (=222 = o
> [at ot a5
2 2
P 2000
ot? Ox?
Losung der Wellengleichung
besonders einfach in einer Raumdimension —
jede 2-fach diff. Funktion f(x — ct) = ¢(x,t) ist Losung:
0 0 0% 0%
W = (—c)zf”(x — Ct), W = f//(x — Ct) — W — Czw =0
typisches
Wellenpaket
flx — ctg) fir t = tg
t > tg: z.B. Maximum bei x — ¢t = x¢ — cty — x=xz9+ c(t —to)
d
— gesamte Kurve wandert mit Geschwindigkeit d—f = ¢ nach rechts

— f(x — ct) nach rechts laufende Welle

Spezialfall: monochromatische (ebene) Welle

f(ZL' _ Ct) — foelk(l’ — Ct) — f(]eikx — qwt mit w = ke

N.B.: wie immer Ref oder Imf zu nehmen, also sin k(z — ct) oder cos k(x — ct)

Wellenzahl k, Kreisfrequenz w, Frequenz v = 21, Periode T'=1/v
T
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monochromatische Welle ist rdumlich periodisch mit Periode A (Wellenlénge): kX = 27
2r 2mc ¢
)\ = — = — = —
k w v

Wellengeschwindigkeit ¢ ist unabhéngig von der Wellenlédnge («— Kreisfrequenz w ist linear in
der Wellenzahl k):

Losungen der Wellengleichung zeigen keine Dispersion

natiirlich gibt es auch nach links laufende Wellen g(z + ct)

allgemeine Losung in einer Raumdimension:

o(x,t) = f(z —ct) + g(x + ct)
Ubung: Anfangswertproblem

Oy B
%2 (@,0) = bla)

gesucht: Losung ¢(x,t) der eindim. Wellengleichung mit diesen Anfangsbedingungen

geg.: p(z,t =0) = a(z),

Transversalschwingungen der eingespannten Saite

Methode: Kontinuumslimes der allg. Lésung der linearen Kette
stehende Welle statt laufender Wellen (durch Uberlagerung laufender Wellen)

lineare Kette:

qq(t) = ;Ai sin (%) sin(w; t + ;)

al . < aim ) . (zwm)
ad = =z, sin — sin | —
n+1 n+1 l

S i ( i ) 9 s (iﬂ'd) =0 ,, ird  am k
W; = 2wWoSIN | ———— | = ZwoS1N | —— — LW)—— = —C = R;C
P 2+ 1) 0 21 21 T i

Bem.: Ableitung gilt nicht mehr fiir sehr grofle 7, d.h. fiir sehr grofie Frequenzen, wo die

kornige (atomare) Struktur der Materie relevant wird — i< o
™

Losung im Kontinuumslimes (mit Wellenzahlen k; = im/l)

oz, t) = Z A; sin(k; x) sin(k; ct + 9;)
i=1
Randbedingung der eingespannten Saite erfiillt: @(z =0,t) = p(x =1,t) =0
fiir festes t:
ITY

90(33, t) ~ sin T

7 — 1 Knoten zwischen den beiden Enden

|
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i = 1: Grundschwingung

i =2: 1. Oberschwingung

Bem.: Koeffizienten A;,d; aus Anfangsbedg. zu bestimmen (Fouriertransformation)

VII.3 Elastizitatstheorie

Auslenkungen aus Gleichgewichtslage betrachtet (fiir feste Zeit ¢)

Vor.: r =|7] und Auslenkungen (7, t) klein

— 12, @? vernachlissigt

kart. Koord.: ¥ = x;€; (¢t festgehalten)

IO, T )
(7)) = 4(0) + oz, z; + O(x5)
- = 8’LLZ _ . 1 8’LLZ 8’LLj auz 8’LLj '
ui () ~ u;(0) + b, = ui(0) + 3 <axj 2, T P, + 8:@) z;
((ﬁxﬁ)xf) = E'k'(ﬁxﬁ)k‘x':&k'&‘kl au—mx
i k) J k) m 8a:l J
8um o 8uz 8uj
= _(5zl5]m — 5zm5jl)a—xl$] = (8% axz> X

Def.: kartesische Komponenten des Verzerrungs(Dehnungs)tensors e

E”_2<%g+8m>’ =

daher insgesamt

zMﬁ:w@+%@mﬂ®xﬁgmm&@+Ow)

N.B.: rot# und e sind am (allerdings beliebigen) Punkt 0 zu nehmen

Folgerung: allgemeine (kleine) Auslenkung besteht aus 3 Komponenten

i. @(0): Translation
der beiden Punkte
0 und 7 um @(0)
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1 .
ii. 3 (rotu x 7) = Q x 7* Rotation des Korpers

I
mit Winkelgeschwindigkeit 2 = EV X U
beim starren Korper: Translation und Rotation rdumlich konstant

neues Element :

1 (0u; Ou, )
i, ;= = L+ ). Verzerrung des elastischen Kérpers
2 8a;j 8%,
el =e — 3 ein (i.a. von 7 abhéngiges) Orthonormalsystem mit
€11 0 0
e=1 0 €9 0 Hauptachsentransformation
0 0 €33

Volumsénderung eines infinitesimalen Quaders (Translation und Rotation erhalten Volumen)

Az, = u; = €7 (keine Z)

Vor.: |Ax;| < |z

AV (1’1 + Aajl)(l’g + Aajg)(mg + Azs) — z12023 N Axq1 rows + Axo x321 + AX3 2129

Vv T1X9%3 L1293
= €11 + €29+ €33 =1tre

Folgerung: Volumsédnderung durch tr e charakterisiert

lineare Algebra: tre unabhéngig von Wahl des Orthonormalsystems —

sinnvolle Aufteilung:
1
€ = €+ gtre 1

. 1
€j = €5+ gtre 0ij

1
da tre:tré—l—gtreii — tre=20

allgemeine Form einer infinitesimalen Auslenkung

L , - 1 -
wi(®) = u(0) +5 (rota(0) x 7) +é;(0)z;+ Stre@m +0(?)
N——" 2 1 N—— 3

Translation Rotation Scherung

Volumséanderung

Scherung: Forménderung ohne Volumsénderung

N.B.: alle Felder auflerdem zeitabhéngig
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Spannungstensor

Vor.: innere (atomare) Kréfte im elastischen Kérper sind kurzreichweitige Nahkréfte,
dagegen haben duflere Kréfte (z.B. Gravitation) i.a. makroskopische Reichweite
bestimmtes Volumselement herausgegriffen:

Krifte der umgebenden Elemente wirken dann in 1. Ndherung nur auf die Oberfliche

Kielast = /O’idej

elastische Kraft in i—te Richtung
auf Flichenelement dF
Dimension von 0:  K/F = Druck — [0] = Nm~2 = Pa(scal)
Vektoranalysis im R3:  Vektorfeld A(7)
Gauflscher Satz:

/d3xv A= dF A

in Komponenten
A;
/ &z a = [ a4,
j

offensichtliche Verallgemeinerung fiir Tensoren 2. Stufe

80-..
d3 1) :/ dF: ”
/V v Oz ov 3%

. clastische Kraft Kielast _ / 0i;dF; = / B gaij
Lj

zusétzlich i.a. duBere Kraft: Ko ( / Pk k(7. t)

—.

mit Kraftdichte k ([k] = Nm™3)

Ziel: Bewegungsgleichung fiir , kleines“ Volumselement d>z

in Analogie zur Punktmechanik (m7 = K)

Kontinuum: Masse m = p(7,t)d>z mit Massendichte p

Geschwindigkeit(sfeld) ¢(7,t) = %
du(r,t
Beschleunigung(sfeld) v(drt’ )

Feldgleichungen der Kontinuumsmechanik
L dug(rit)  Oogy(rt) .
= ki(7)t
plry Pt = 2 g

3 partielle Diffgl. in den Variablen 7, ¢
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80@'

8:L'j

— Gleichgewichtsbedingung: + k=0

T:

Beh.: Spannungstensor ist symmetrisch: o o

zum Beweis betrachten wir das Drehmoment auf ein Volumen V  (analog zu N = 7 x K)

Ooyy
Ne = e [, dre (T 4 )
8(1"0%1) &T
= & a3 o 4 NITRG 2T }
Ejk/v v [m] Ll Oz C%Czakl

3 3
= eijk/ d°x xjky, +z—:,-jk/ dFjzjon — eijk/ d°x o
\% oV \4

nach Vor. wirken elastische Krafte aber nur auf der Oberflache von V

da V beliebig — EijkOk; = 0 - Okj = Ojk qed

Erfahrungstatsache des Hookeschen Gesetzes fiithrt zur

Definition des elastischen Korpers:

fiir kleine Deformationen sind die Spannungen den Dehnungen proportional

entspricht Oszillatorndherung: K~7

allgemeinster Ansatz:
0ij = Cijri€rl

wobei C' der Tensor (4. Stufe) der elastischen Konstanten ist

Zahl der unabhéngigen elastischen Konstanten:

Symmetrie ¢ <« j, k < [ — 6 x 6 = 36 Elemente
0.B.: aus Untersuchung der potenziellen Energie des elastischen Koérpers — ikl =
Chiij
. . n(n+1

— C ~ symmetrische 6 x 6 Matrix — %M:G =21

trikliner Kristall: tatséchlich 21 unabhéngige elastische Konstanten
Symmetrien des Korpers: Reduktion der “
maximale Symmetrie: isotroper Korper
keine Richtung ausgezeichnet — C nur aus Kronecker-Delta zu konstruieren

Cijrt = Nijor + p(dirdj1 + 6i0jk)

— isotroper Korper hat nur 2 elastische Konstanten:

Lamésche Elastizitatsparameter A, (Konstanten fiir homogenen Korper)
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— Spannungstensor des isotropen Korpers
oij = [Aijor + p(dikdji 4 0adjn)] €x
= )\tI‘E(Sij + /L(Gij + 6]'1') = Atr 65@' + 2#6@'

1 2
= )\tI‘E(Sij + 24 (éij +§tre<5ij> = ()\-i- %) treé,-j+2,u€ij

Torsionsmodul g > 0:  Verhalten des Korpers bei Scherungen

Vor.: auf den Korper wirke ein isotroper Druck p > 0 von auflen

055 = —p(sij — Uidej = _dei

—  gleicher Druck in allen
Richtungen entgegengesetzt dF
(dﬁ zeigt per Def. aus Fléche heraus)

2
tro =3tre ()\ + ?N) — im isotropen Koérper

20 2,u)AV
—3p=3tre( N+ L — =—(A+=) =
3p 3re( 3) P ( 3 v

2
K = —Z—“// =+ ?,u >0 Kompressionsmodul

k=1/K Kompressibilitét

Dehnung in einer Richtung

Korper im Ursprung festgehalten
011(:L' = L) = |K|/F =D
jetzt: p Zug (statt Druck nach innen)
o;; = 0 sonst an Oberfliche
. . . . - o Jo;
Gleichgewichtsbedingung: im Inneren k£ = 0 — —— =0 — 0y; = konstant

0z
— o1 =p, oi; =0sonst (iiberall im Korper)
Hooke: o =2ue+ Atrel
1 Atro

ro=(2u+3\)tre — € 2MU S92+ 3N

wp+3\) T FE

Q
I
oo
o oo
o oo

_p< A >_p(u+k) P

— €11 =5 (1— =

24 2+ 3

p2ut3N)
A -

P A o

Touu+3n o EP

Elastizititsmodul: FE =

€22 = €33 =
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A

Poissonsche Querkontraktionskonstante: o = m (auch: g, m, v, ... bezeichnet)
7
Lamésche Konstanten A,y konnen natiirlich durch F, o ausgedriickt werden
FEo E
)\ == /I/ = —
(14+0)(1—20) 2(1+o0)
2 E 1
Kompressionsmodul K = A+ ?N = m >0 — o< 3

Randbedingung: Korper im Ursprung fest — @(0)=0
8’&1

p p . .
aL = S -=% — ul(az):Eaz N.B.:¢€; =0 (i #j)
Ous o us(y) o us(2) o ;
= _— = — — _— = —— = ——
€22 By Ep 2\Y Epy, 3 Ep
AL w(L) _p AH AB _w(H) o
L L E 7B H &
Hohe und Breite werden kleiner bei Zug in Léngsrichtung —
1
0<o< -
S0 > B

FE, o: als phinomenologische Parameter experimentell zu bestimmen

E: notwendiger Druck, um L zu verdoppeln
— immer weit auflerhalb des elastischen Bereichs

Groflenordnung aus mikroskopischer Theorie (Quantentheorie des Festkorpers):

[E] = [K/F] = Energie/Volumen — muss von Bindungsenergie der Atome
(Molekiile) stammen

Bsp.: Aluminium

Bind .
Ep — —CUIESNCIBIC )\ Llssearbeit— 4.25 eV = 4.25 -1.6 - 1019 J
Atom
Energie  Ep x Atome  Eppy(Al)  4.25-1.6-10719J 2.7 10 kgm™*
Volumen Volumen — Mal_Atom 27-1.66 - 10~2kg

= 4109 Im3=4-10"Nm2=4-10""Pa

experimentell: E ~ 7-101 Pa (0] = 0.34)
Vergleich: Normalluftdruck ~ 10° Pa

— Berechtigung fiir Idealisierung des starren Korpers:
sehr starke Bindungskrifte im Festkorper

VII.4 Schallwellen

isotrope Festkorper: A, u
Flissigkeiten, Gase: keine Torsion (u=0), \= K =1/k
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— O(u?), O(v?) vernachlissigt

Amplituden der Schallwellen klein
82ui . aO'ij 4 ]{TZ

Vor.:
Pat =7 8t V)P T o T oy
Vor.: k=0 (keine dufere Kraft); A,y Konstanten
oLzt O¢;; Oerk
=2ue+ Atrel L =2p—L 4+ A
o HE + Atre — axj o 8:1:j + 9z,
du _ 10 (0w w1 Pu 100y
8:L'j B 2 al‘j al‘j 81’1 N 28:L'j8$j 28:L'i 8:L'j

divu

1
- ZAuw =
SRRy

2
AA=V VA= ZgwA Laplace-Operator

82u;
o a; — pAw; + pVidiv @ + A\V,div @

€pr = divu

Feldgleichung fiir Schallwellen

0% . =
Pam = pAT + (p+ ANV (div @)

Vor.: Wellenausbreitung in z-Richtung, d.h. (z, )

- 826 N 8u1
— At = 922 divi = B
0? 0? 02uy 9%,
p—a}l = M—a;gl N5y > =Q2u+ N5 5 > longitudinale Wellen
Paa;;i = M%xu; (i=2,3) transversale Wellen

H? H?
L4 209 _ 0 — eindimensionale Wellengleichungen

alle vom Typ T c 522

allgemeine Losung (d = 1):
= f(x —ct) + g(x + ct)

pz,t) =

mit beliebigen, 2-mal diff. Funktionen f, g

monochromatische Welle
2me

Spezialfall:
mit w:27ﬂ/:T:k‘c

sin(kz — wt)

i.a. Uberlagerung verschiedener Frequenzen:

flx—ct) = 27r/ dw ™ f( )

flw) = \/—2_7r/_oodte_iw(t_?)f(x—ct)
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Fourierzerlegung mit Frequenzspektrum | f (w)]?
Wellengleichung: Schallgeschwindigkeit unabhéngig von der Frequenz
bei mehratomigen Gasen und hohen Frequenzen:

Dispersion «  Schallgeschwindigkeit frequenzabhéngig

Isotrope Festkorper

i. Longitudinale Schallwellen

Auslenkung in Richtung der Wellenausbreitung: uy(x,t)

c_\/2u+>\_\/ E(1-o0)
Ve V(i + o)1 20)

i. Transversale Schallwellen

Auslenkung orthogonal auf Wellenausbreitung;: ug(x,t), us(z,t)

= \/> \/2p1+0

verschwindet fiir Fliissigkeiten und Gase (p = 0)

empirischer Befund: Erdbebenwellen gehen kaum durch die Erde

— Erdinneres fliissig
2
2 1-2 1-20 1 1
— = = < — d 0<o <~
@ 21-0) 1+41-20 "2 U729
— ¢; immer grofler als ¢

A 1
Gase, Fliissigkeiten: c¢=4/—=,/—
\ p Kp

genauer (— T4): adiabatische Kompressibilitit kg,
da praktisch kein Warmeaustausch mit der Umgebung

allgemeine Schallwelle

solange O(u?), O(v?) vernachlissighar —  Wellengleichung lineare partielle Diffgl. —
Superpositionsprinzip gilt: Uberlagerung von longitudinalen und transversalen Schwingun-
gen verschiedener Frequenzen (Fourieranalyse)

stillschweigende Voraussetzung: Medium unendlich ausgedehnt
— Randbedingungen irrelevant

weitaus schwieriger zu behandeln: Gleichgewicht und Schwingungen endlicher Festkorper
(Saite, Membran, Stab, Platte, ...)
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VII.5 Ideale Fliissigkeiten

Festkorper Fernordnung (kristalliner Aufbau) Elastizitdtstheorie
Fliissigkeiten Nahordnung Hydrodynamik
Gase keinerlei Ordnung Aerodynamik

(Teil der Hydrodynamik)
Def. der idealen Fliissigkeit:

keine Reibungskréfte (Idealisierung!) ——  keine Torsionskréifte — 045 = —pdj;

Druck einzige Kenngréfie der inneren Krifte (p > 0: Druck auf Oberfléche)
Uidej = —p dE

Feldgleichung der Hydrodynamik (Aerodynamik):

dv; 00;j Op
— =k ! = ki — =—
P dt + al‘j al‘l
dv S o =
Py = k—Vp—p(—t—l—v Vv>
-k z Km® N
Def.: Kraft pro Masse f = 5 [f] = m3n11g e ms 2
etwa fiir Gravitation: K = mg — f=g
. 1= .
mit ¥-V§= 5%72 — T x (V x 1)

Eulersche Gleichung der Hydrodynamik
v 1z - 1o
8—1’ + 5V =T xrot 7= f - 9

3 partielle Diffgl. fiir 5 Unbekannte v, p,p

Zustandsgleichung: p = p(p)

NkT kT
z.B. ideales Gas pV = NET — p=p %

k=138-10"23 JK! Boltzmann-Konstante

=p
Miiolekiil

noch eine Gleichung benétigt fiir vollstdndige Losung

Kontinuitéitsgleichung

Fliissigkeit kann nicht verschwinden
Vor.: Volumen festgehalten
pU : Massenfluss = Masse/(Zeit x Fliche)

Massenbilanz:

2/ d?’:n,o:—/ dﬁ-pﬁ'z—/ d3z div(p?)
ot Jv v v
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b
da Volumen beliebig — % + div [p(7, t)0(7, )] = 0
Euler-Gleichung: nichtlineare partielle Diffg]. —

i.a. schwierig zu l6sen, kein Superpositionsprinzip

Hydrostatik

o _

0 ot

0] 0: p zeitlich konstant

P dp

0 P(V)
fiir konservative Kraft: f = —Vu u: Potenzial/Masse

Euler: —Vu=VP —

Eulersche Gleichung: f = 6}9 = VP mit P (p) = /
P

1
p

Gleichung der Hydrostatik
u+ P = konstant

i. Inkompressible Fliissigkeit im Schwerefeld

inkompressibel: p = konstant (auch réumlich) — P =
Gravitation: u=-g§-7=g¢gz
— pgz + p = konstant — p=p(2)
— hydrostatischer Druck (— kommunizierende Geféfe)
Kraft auf Korper in der Fliissigkeit:
00;j .
Ki:/d?’:t—aw :_/dgxaip — K =(0,0,K)
v Ox; v

2/ Kz/d3wpgzvpg —
0z 1%

Archimedisches Prinzip:  Auftriebskraft = Gewicht der verdréngten Fliissigkeit

ii. Isotherme Atmosphére

N.B.: kein realistisches Modell fiir die Erdatmosphére
B kT
P P M porenn

R P(p):/p dp’ _ kT /pd_p/:lenﬂ
po P(O') My Jpe P My po

Vor.: ideales Gas

kT
Fulersche Gleichung: Vo n 2 + gz = konstant
M Po

Randbedingung: p(z = 0) = pg —
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barometrische Hohenformel:

Muyrgz
£ _= ﬁ = e_ kT
Po  po
Abfall der Dichte (und des Druckes) auf den e-ten Teil fiir
kT 10°P
s=H=—2_ P _ - — 7.8 km
Myg  pog 1.3kgm °9.81ms—2
Vergleich: 9/10 der Luftmasse bis zu einer Hohe von 20 km
. v =
Stationidre Stromung: 5 0
Euler: vxrotv:§Vv —f+VP=V ?—i-u—FP
S (62
skalare Multiplikation mit ¢ — v-V > +u+P| =0

Gesetz von Bernoulli: entlang einer Stromlinie (Tangente immer parallel 7) ist

2—}’2

5 + u + P = konstant

wird auch als , hydrodynamisches Paradoxon“ bezeichnet, tatsidchlich aber
-9

Ausdruck der Energieerhaltung: % + P = kinetische Energie/Masse
atomistische Erklarung: je grofler
die makroskopische Geschwindigkeit |7,
desto kleiner ist der Impulsiibertrag
auf die Wand bei gleicher kinetischer

FEnergie — P kleiner

weitergehende Aussage fiir wirbelfreie stationédre Stromung

o - .

9V G und rotv =0 —

ot

2—}’2

5 + u + P = konstant in gesamter Fliissigkeit

Torricelli-Versuch

Vor.: Gefifl sehr grof —
Fliissigkeit annéhernd stationér
p = konstant —

1—;2

— 4+ b + gz = konstant
2 p

p(z=h)~p(z=0), v(z=h)=0
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7%(z =0 0 7%(z=h h
7Hz=0)  pO) _7(z=h)  p ) ¢ gn
2 P 2 P
— v(z =0) =+/2gh — »freier Fall der Fliissigkeit

Euler-Gleichung im rotierenden Bezugssystem der Erde

Coriolis-Kraft muss beriicksichtigt werden

v

d S
p(dt+2ﬂxv)

dominante Windbewegung: rédumlich und zeitlich anndhernd konstant

2pﬁ X U= —ﬁp — pgés
Wind auf Erde: ¢ = v1€] + va€sy

Vertikalanteil :

~Vp+ g

=11

—

12

1

o B R dp
2peg-(Q><v):O:—eg-Vp—pg:——Z—pg

—

Horizontalanteil:

—

2 = w(cos @€ + sin pey),

w=2m/(1 Tag)

— —

5 X U~ €3: kein Horizontalanteil

— 2pwsin ey X U = —Vip

2_’_(32
ox 2

mit ﬁh =e
dy

—

geostrophischer Wind:

parallel zu Isobaren, da ﬁhp 1 Isobaren

VII.6 Wirbelfreie Stromung

—

o = 6), wirbelfreie (rot ¥ =
ot

inkompressiblen Fliissigkeit (p = konstant)

Vor.: stationére (
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barometrische Hohenformel (fiir isotherme Atmosphére)

—

€3 X Vjp
2pw sin ¢

<y

Tief(Hoch-)druckgebiet:

dominante Windkomponente gegen (im)
Uhrzeigersinn auf nordlicher Halbkugel
(singp > 0)

0) Strémung einer



—

- - 0
Euler-Gleichung fiir f = —Vu  (zunéchst fiir bel. —U)

ot
o7 L 32
a—: — T xrotT=—V <%+u+P>
Rotation dieser Gleichung: wegen V x (VA) = 0 —
ow = . . . - S
o= V x (0 xw) fiir Wirbeldichte & = rotd
Gl V x (817 X W+ U X 616) etc
h— —_— = —_— —_— . —
ot? t ot )’
i ~ 0" (T, t) -
wenn  w(r,t9) =0 — T’t:to =0
Folgerung: ideale wirbelfreie Fliissigkeit bleibt immer wirbelfrei
— bei Vernachlédssigung von Reibung wirbelfreie Stromung méglich
Inkompressibilitét — div(p?¥) = pdiv v
0
stationédre Strémung;: 8_;) =0 — divi =0 (aus Kontinuititsgleichung)

Stokesscher Satz:

ozfdﬁ-rowz 7 - 7
F C=0F

fiir bel. F' (ganz in Fliissigkeit)

Folgerung: Geschwindigkeitsfeld ist konservativ — 3 O(7) mit v = Vo
aus divi=0und V-3=V - -V® —

3920
Laplace-Gleichung A® = E 92 = 0
i=1 9%i

1 - _
Bernoulli (fiir p = konstant): §(V<I>)2 +u+ 2720 — yonstant
p

— bei bekanntem Potenzial ®(7) sowohl ¥ als auch p bestimmbar (p ohnedies konstant)

math. Problem: Ldsungen der Laplace-Gleichung gesucht,
die geeignete Randbedingungen erfiillen

Beschrinkung auf 2-dimensionale Stromungen (Symmetrie in z-Richtung angenommen)
Ad(z,y) =0

Funktionentheorie: jede holomorphe (= analytische = regulire) Funktion f(z) der
komplexen Variable z = x + iy erfiillt Af =0
Bew. mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Diffgl. fiir
holomorphe Funktionen f(2) = s(z,y) + it(z,y)
Os Ot 0s ot

ox oy’ dy Oz
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AS_&+@_3_%+£<_Q>_£<§_@)_
022 0y2 022 oy \ Odx) Oz \ox Oy)
analog;: At=0

Bezeichnung: f(z) harmonische Funktion, Potenzialfunktion
Notation (s — ®,t — U): f(z) =®(z,y) + ¥ (z,y) mit

Interpretation von ¥ (z,y):

e e oo DOV 0PIV 9DV OV ID

— \VAE ¥, andererseits VU | ¥ =konstant

— Linien W =konstant sind Stromlinien: # stets tangential
aq ., . 0® 0¥ 9P 0P .
@‘f(z)_ax“ax_ax Zay_”f” Yy

Beispiele fiir 2-dimensionale Stromungen (Potenzialstromungen )

i. Lineare Stromung

f(z) = vz =v(x +iy), veR
Q =z, U =0y, f'(2) =v — vy =v,0y,=0

Stromlinien: y = konstant

ii. Stromung um Ecke

f(z) = az? = a(z? — y* + 2izy), a € R
[(z) = 2az = 2a(x + iy) = vy — vy
. W_ Y

Vg x

Stromlinien: xy = konstant

Randbedg. erfiillt: @, =0 an der Wand

iii. Umstromter Korper in Flissigkeit

7, =0 am Rand — Berandung muss
Stromlinie ¥ = konstant sein
Def.: Zirkulation I"
LC) = ¢ di- T
wenn innerhalb C nur Fliissigkeit:

T[] = §, dF-sz/Fdﬁ-rotﬁzo
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da wirbelfrei: rot# = 0

fiir C entlang Berandung (d.h. Co Stromlinie) —
La. D[Co] = ¢, dr- 7 #0, dadi||T

Folgerung: rot? # 0 im Inneren des Kérpers (wo ja keine Fliissigkeit ist)

komplexe Integration = Wegintegral in der komplexen Zahlenebene

]gdz fl(z) = j{C(dx + idy) (v, — ivy) = fc(vm dx + vy dy) —I—ijé(vx dy — vy dz)

= ?{ dr - U+ ¢ [Imaginérteil] — )= Rej{ dz f'(2)
C c

Vor.: Funktion g(z) zwar nicht holomorph bei z = 0 (bel. Punkt im Innern des Kérpers),
aber in eine so genannte Laurent-Reihe entwickelbar

(g(z) ist eine meromorphe Funktion)

o0 o0 bm
g(z) = anz" + m ap, by € C
wenn by # 0 und b, = 0 fiir m > k: g(z) hat Pol k-ter Ordnung bei z =0

Residuensatz der Funktionentheorie (einfachste Version):

wenn ¢(z) holomorph in gewissem Analytizititsgebiet auler bei z = 0 —
j{ dzg(z) =2miby
C

wenn C' ein beliebiger Weg im
Analytizitédtsgebiet um z =0
(im math. positiven Sinn, also
entgegen dem Uhrzeigersinn)
b1 : Residuum des Pols

von g(z) bei z =0
Folgerung: damit Zirkulation I" # 0

— f'(2) muss Term b enthalten — f(z) hat Anteil ~ Inz
z

Ansatz (Polarzerlegung z = r e'?):

T T
f(Z) = —Z% an = —Z%(IHT‘FZQO)
Ty . ..
= L —{—Inr — Stromlinien : 7 = konstant
2 2
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typische Wirbelstromung, aber
natiirlich keine Stromung im Korper,

WO rotz77é6
r d
$odz f'(2) = —i— “_r

2 Jo z

Allgemeine Potenzialstromung (fiir Kérper um z = 0)

Vor.: endliche Geschwindigkeit vo, fiir r = /22 + y? — oo (weit weg vom Korper)
fz)=w z—illnz—l—ic—"
o 27 ="

Randbedg.: Rand = Stromlinie
(durch Wahl der ¢, zu erfiillen)
= f(2) = Voo + O(1/2) = vy — vy

Beispiel: umstromter Zylinder mit Basisradius R

R*\ T
f(z) = v <z—|— 7) —zglnz

x4+ +R—2(az—z‘) —z‘L(lnr—i-z' )
YT 4 27 v

:'UOO

R? r
— U(z,y) = Vool <1 — 7“_2> — %lnr

— WU = konstant fir r = R

— richtige Randbedg. fiir Zylinder

Kraft auf umstromten Zylinder

Vor.: keine dufleren Krifte

da O'Z'dej = —p(sij dFj — K = —/ dﬁp
Oberflache

Modell fiir Tragfliigel:

Zylinder mit beliebiger Basis

— dF L z—Achse

dF = dF x & dz = dz(dy, —dz, 0)

—  Kraft/Lénge k=

T =

= —%/dz(dy, —dz,0)p

== fﬁUmrandung(dZ% —dl’, 0) p
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Wegintegrale entlang Berandung: k, = —§dyp, ky=§dxp, k,=0
komplexe Zusammenfassung:  k, + ik, = §(dx —idy)p = §dz*p

Bernoulli (p =konstant, u = 0): p=D — =92 (D Konstante)

N

flle) = va—ivy —  P=fE)F ()

Btk = fde <D - gf’f’*> —-Lfarpy
/ df .
dz f" = dzE =d®(z,y) +id¥V(z,y)

da entlang des Korpers ¥ =konstant — d¥V =0 — dzf/ =dz*f'*
endgiiltige Formel fiir Kraft/Léinge (mit Verwendung des Residuensatzes)

2
. - _B ,2__B o r 9
ky + ik, = 5 ]{dzf =-3 ]{dz [voo i5— +0(1/z )]

Tpve [ dz
- = _vaoo
27 z

- _B 2 _.Uoor N
= 2?{6&*[@00 — +0(1/z )]—z

Kutta-Joukowski Auftriebsformel
K,=0 K, = -T'pvcH

Folgerung: fiir allgemeine Profile nur von I" und v, abhéingig

—  Auftrieb beim Flugzeug, Magnuseffekt (rotierender Zylinder), ...

Veranschaulichung am Kreiszylinder:

— F=¢dr-v<0
Gesamtgeschwindigkeit
oben: Ve + Vzirk

unten: vVso — Vzirk

Bernoulli — Poben < Punten — Ky, >0 Auftrieb

andererseits: |Ultinks = |Vlrechts — K,=0

N.B.: K, =0 unrealistisch fiir groe Geschwindigkeiten und
bei Beriicksichtigung der Reibung

VII.7 Zihe Flissigkeiten

Friihstiicksexperiment: Loffel im Honig bewegen — Gegenbeispiel fir K, =0
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Grund: Spannungstensor unrealistisch, geschwindigkeitsabhéngige Terme (Reibung,
Dissipation) miissen beriicksichtigt werden — Scherspannungen

realistischer Spannungstensor mit Reibungsanteil:
oij = —pdij + fij(v)
Néaherung fiir kleine Geschwindigkeiten:

allgemeinster symmetrischer Tensor, der linear in v ist

8’UZ' avj 2 = =
fij(v) =n <8$j + oz §5zyv : U) +&04V - U

in vielen Féllen: Fliissigkeit inkompressibel — V-7=0

—  &—Term meist irrelevant

Zahigkeit n (Viskositét), i.a. ortsabhéingig

<l

Vereinfachung: 7 konstant, p konstant U=
80’1']' o 2UJ
or; 8%83:] c%c 8%
0
dv - i
— = VP + -Av
dt f 1)

Navier-Stokes-Gleichung fiir zéhe Fliissigkeiten
ov

aﬂ?ﬁﬁ:f—ﬁPﬂjAﬁ

partielle, nichtlineare Diffgl. 2. Ordnung in ¢

y.=1 kinematische Zihigkeit
P

Dimensionen und Groéflenordnungen

ov 2 —1

o =W — =mtsT [ = [pr] =kgm™ s

[

mikroskopische Interpretation:

Léngen ~ Molekiilabstand d, Schallgeschwindigkeit ¢; ——  Ntheor = pci d

p/kg m> ¢ /m g1 d/m mheor/kgm_ls_1 Nexp (bei 20°C)
H,O 10° 1.5-10° 3.10710 5.1074 1073
Benzol 9-102 1.3-10° 5-10710 6-10"4 6-10"*

Groflenordnungen stimmen nicht fiir besonders starke Bindungskrifte:
z.B. fiir Glyzerin = 7exp > Ntheor
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Spezialfall: f =0, p =konstant

fiir kleine |7:

Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung

@:VAﬁ

ot

Standardproblem: Anfangsbedg. 4(7,t = 0) = ¥y(7) vorgegeben
Losung gesucht fiir ¢ > 0

— v(rt) = /d?’x/ To(7") D(F — 7, t) mit Wérmeleitungskern D(7— 7/, t)

Bedingung;: (% - VA) D(7,t) =0 (t>0)

,r—:2
D(Ft) = ———¢ 4vt
(7,1) (47vt)3/2 ‘
Gaufische Glockenkurve — Darstellung der §—Funktion fiir t — 0

Ausbreitung einer lokalen Inhomogenitét
(z.B.: Stein in Fliissigkeit fallen lassen)
mit kleiner werdenden Amplitude bis zum

homogenen Endzustand fiir t — oo

Breite 2v/vt
/ BrDFE—7 ) =1 Yt — — / B2 (1) = / &35 (F)  zeitunabhiingig

Bem.: auch Wirbeldichte (7, t) erfiillt eine (modifizierte) Diffusionsgleichung

Konsequenz: Wirbeldichte (z.B. Rauchkringel) diffundiert in zidher Fliissigkeit
(zum Unterschied von der idealen Fliissigkeit)
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Stationdre Stromung durch zylinderférmiges Rohr

ov

5 = 0, p = konstant

. 1
Navier-Stokes: ¢ -V =—=Vp+vAv
p

Ansatz: ¥ = (v(r),0,0)

TV, = v(r)ag(;) =0 wegen 7r=+/y2+22
— 6}9 = nAJ zu l6sen
explizit:
dp _ Op op
—_— = — = — - — A
2 — p=pe)  — T =pau)
x—abh. y,z—abh
dp
— i nAv = a = konstant — p(z) =ax+b
x
L) - A
b=p0) — a= o )L p(0) = _| Lp’ lineares Druckgefélle [p(0) > p(L)]
a

verbleibende Gleichung: Av(r) = —
Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten (y = rcos ¢, z = rsing)

B 10,10 100y, 10
or2 " ror 12092 ror \ or r2 0?2

Zylinder-Symmetrie — Av = li (r@) _—
rdr \ dr n
d (Tdv> ar rdv a ey
—_ _— = — i - =
dr \ dr n dr 27 !
%2%7’4-%1 — U(T)Z%T2+cllnr+02

v(r = 0) endlich — c1=0

Randbedg. (empirischer Befund: Fliiss. haftet am Rand):

vir=R)=0 — 02:—% 2
A
Losung: v(r) = |477—]Z|(R2 —r?) parabolisches Geschwindigkeitsprofil
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Durchflussmenge = Masse(nfluss)/Zeit

2 A
Q = / dF - pv—p/ dcp/ drr‘ p]( —r?)
Querschnitt 4 L

2mp| Ap| /R 2. 3 _ TpRYAp|
SNPI=P] d _ Y el ' |
L r(R*r —r°) Sl

Gesetz von Hagen-Poiseuille:

stimmt nur fiir laminare (nichtturbulente) Strémungen

Ahnlichkeitsgesetze

Anwendung: Hochseeschifffahrt im Schwimmbecken (oder in der Badewanne)

Navier-Stokes:

o . L1
B G VT=F—-Vp+vAG
ot P
l
Skalierung: 7=, t=Tt — U= Tf}'/ =: vt
Anderung der riumlichen Dimensionen und der Geschwindigkeiten um 1, vg
v
— 7t = 70 t, 7’ dimensionslose Grofen

Navier-Stokes

1 =) e / I =1
— Viod'=f—-—V'p LU\
I ot =reg 12
Multiplikation mit {/v3:
8_17, —»/'6/1—;/:%]?_6/% LA/—»/
ot’ v5 pvg vy
Def.
> l > l l
p = %, f'==/ Reynolds-Zahl Re= o _ e
pU§ v§ —_— v n
v’ =1 =/ Y =/, ! 1 I =1
W—H} Vv:f—Vp—i—%Av
Navier-Stokes-Gleichung in dimensionsloser Form gel6st
— damit auch Losung bekannt fiir
F=1r, §=uvo0', p=pvdp, f= UTOf' mit dem selben Re —

realistische Modellschifffahrt moglich durch geeignete Wahl von 7, p

weitere Anwendung: Aerodynamik eines Tragfliigels

N.B.: in dieser einfachsten Form Ahnlichkeitsgesetz nur fiir p = konstant giiltig
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Kugel in (langsam) stromender zéher Flissigkeit

Kraft auf Kugel: pF —
K = pv2p'R2F/ _ pR2U2p/F/
dimensionslose Kraft p'F’:

R
kann nur von Re:ﬂ abhingen
n

— K = pR>%f(Re)

Vor.: v klein — Reibungskraft in 1. Ndherung linear in v
2,2
— K= ch;{ev = cnRv explizite Rechnung: ¢ = 67
Stokessches Gesetz: K = 6mnR#7 |1+ gRe + O(Re?) fiir kleine Reynolds-Zahlen

Standardmethode zur Bestimmung von 7: freier Fall einer Kugel in zéher Fliissigkeit
Gleichgewicht (beschleunigungsfreie Bewegung) fiir

_mg
~ 67Rv

mg + 6mnRT = 0 — n

praktisches (?) Anwendungsbeispiel: ~ Wiener in der Donau

in 1. Ndherung: Kugel mit R = 0.5 m, m = 100 kg, v =1 ms™!

mit g0 = 1073 kgm~!s7!
KReibung = 6mnRv = 9.5 - 102N
entspricht Gewicht von 1g ——  vollig unrealistisch fiir tatsidchliche Kraft

Grund: Triagheitskraft (dynamische Kraft) {iberwiegt bei weitem

fiir festes 7

ov

p— = —pﬁ-ﬁﬁ%— nAY +pf— Vp
ot —— ~—~—

Tragheit Reibung

Abschitzung der Trégheitskraft im vorliegenden Fall:

Masse (Fliissigkeit)/Zeit = 7R?pv, Geschwindigkeitsinderung durch Aufprall = v
i Impulsanderung
Tragheit 7eit

Kvigheit = 7R?pv - v~8-10> N > Reibungskraft

2 2 3
Kysgheit N TR pv _ Rpv ~ Re— 0.5- 103 -1 5100 > 1
KReibung 7”7RU n 10—
— Stokessches Gesetz vollig irrelevant fiir Wiener in der Donau
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Qualitative Diskussion

1 <Re < 10%: Trigheitskrifte dominieren, laminare Stromung, Zahigkeit nur in
unmittelbarer Umgebung des Korpers relevant (Fliissigkeit haftet am Korper)
— Prandtlsche Grenzschicht: nur in Abstinden von I/v/Re hat Zéhigkeit
nennenswerte Auswirkungen fiir Kérper der Dimension | —
erklart Anwendbarkeit der idealen Fliissigkeit (Potenzialstromung)

Re > 103: keine laminare Stromung mehr, spontane Entstehung von Wirbeln ——
Turbulenz

Stabilitétsanalyse fiir Navier-Stokes-Gleichung

kleine Storungen einer laminaren Strémung untersucht

03:  Storungen gedimpft — laminare Stromung stabil

10°:

103:  Stérungen wachsen exponentiell mit der Zeit an
— Instabilitidt, Turbulenz (Chaos)
aktuelles Forschungsgebiet der Hydrodynamik

129




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 15%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Euroscale Coated v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /AbsoluteColorimetric
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /UseDeviceIndependentColor
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Europe General Purpose Defaults)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /DEU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [4000 4000]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


